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Resumen. En la actualidad se ha incrementado el uso de la mineria de subgrafos frecuentes aproximados
(SFAs) en diferentes aplicaciones como la clasificacion de imdgenes, andlisis de redes sociales y procesamiento
de lenguaje natural, entre otros. En varias de estas aplicaciones, en los ultimos afios, los multi-grafos han
sido utilizados para modelar los datos y solo se han reportado algunos trabajos que permiten minar SFAs en
colecciones de multi-grafos [1,2]. Sin embargo, cuando un algoritmo para la mineria de SFAs es aplicado,
es comun que se identifique un gran nimero de patrones. Para reducir la dimensién del conjunto de patrones
manteniendo la eficacia, en este reporte técnico se propone un algoritmo para la mineria de SFA cerrados en
colecciones de multi-grafos. El comportamiento del algoritmo propuesto es evaluado y comparado con trabajos
reportados en la literatura sobre colecciones de multi-grafos. Ademads, se presenta un experimento que muestra
la escalabilidad del algoritmo propuesto.

Palabras clave: mineria de multi-grafos, subgrafos frecuentes aproximados cerrados, mineria de subgrafos fre-
cuentes aproximados cerrados.

Abstract. Currently, there has been an increment on the use of frequent approximate subgraph (FAS) mining
for different real-world applications like image classification, social network analysis and natural language
processing, among others. In several of these applications, in the last years, the multi-graphs have been used
to model data and only a few works were reported for mining FASs in multi-graph collections [1,2]. However,
when a FAS miner is applied, usually a large number of patterns is obtained. Therefore, in order to reducing
the dimensionality of the whole set of FASs but keeping the efficacy, in this technical report, we propose an
algorithm for mining closed FASs in multi-graph collections. The performance of the proposed algorithm is
evaluated over multi-graph collections and it is compared with other works reported in the literature. Besides, an
experiment for showing the scalability of the proposal is included.

Keywords: multi-graph mining, closed frequent approximate subgraphs, closed frequent approximate subgraph
mining.

1. Introduccion

En la Mineria de Datos, la mineria de patrones frecuentes se ha convertido en un tépico importante con
gran aplicacién en varios dominios de la ciencia, tales como: la biologia, quimica, ciencias sociales y
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lingiiisticas, entre otros [3,4,5,6,7,8]. Este tépico incluye diferentes técnicas para la mineria de patrones
frecuentes, donde se han destacado las de mineria de subgrafos frecuentes. Estas técnicas se enfocan en la
bisqueda de subgrafos que aparezcan frecuentemente en una base de datos de grafos, donde la frecuencia
es acotada mediante un pardmetro. Los grafos son utilizados cominmente para modelar los datos, dado
que de forma natural en las aplicaciones existen entidades que pueden representar vértices y las relaciones
entre estos pueden ser representadas como aristas [4,5,9,10,11,12,13,14,15,16,17].

Varios algoritmos han sido desarrollados para la mineria de subgrafos frecuentes en colecciones de
grafos [18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30]. Estos algoritmos utilizan correspondencias exactas para
el célculo de los subgrafos frecuentes, pero existen varias aplicaciones donde se permiten algunas va-
riaciones en los datos, por ejemplo: andlisis redes sociales, de vinculos y de entregas, y clasificacién de
imdgenes, entre otros [5,6,7,31,32,33]. En estas aplicaciones, la correspondencia exacta no produce resul-
tados positivos [7,31,34,35,36,37,38,39,40,41]. Por este motivo, varios algoritmos han sido desarrollados
para la mineria de subgrafos frecuentes aproximados (SFAs), los cuales utilizan diferentes corresponden-
cias aproximadas entre grafos [35,37,38,39,40,41,42,43,44].

Los algoritmos para la mineria de subgrafos frecuentes aproximados se han convertido en importantes
herramientas para diferentes aplicaciones, tales como: andlisis de estructuras bioquimicas [40,42,45,46],
analisis de redes genéticas [47], andlisis de circuitos, vinculos y redes sociales [31,41], y clasificacion de
imagenes [35,38,39]. En algunas de estas aplicaciones existe mds de una relacion entre pares de vértices,
produciendo una representacién de multi-grafo!. Un ejemplo de esta situacion puede observarse en andli-
sis de redes sociales, donde las entidades (personas, videos, objetos, etc.) pueden ser modelados como
vértices y las aristas multiples (multi-aristas) pueden representar las diferentes interacciones entre las en-
tidades [48,49,50,51,52]. Otras redes como las de transporte, rutas, ferroviarias y de travesias pueden ser
modeladas con multi-grafos para determinar el costo minimo de entregas [53] mediante la prediccion de
contactos entre estaciones [54] o encontrando el camino mads barato para viajar [55], entre otros [56,57].
De igual forma, varios trabajos utilizan multi-grafos para representar imdgenes en diferentes aplicaciones
[10,58,59,60]. En estos trabajos, los autores argumentan que la naturaleza del problema puede ser mejor
modelada utilizando multi-grafos en lugar de grafos simples.

Sin embargo, la representacién en multi-grafos no ha sido explotada apropiadamente por la carencia
de algoritmos que minen los SFAs en colecciones de mutli-grafos. Hasta nuestro conocimiento, solo se
han reportado dos trabajos que permiten minar SFAs en colecciones de multi-grafos [1,2]. Sin embargo,
es comun identificar un gran ndmero de SFAs cuando estos algoritmos son utilizados siendo un reto la
identificacidn de subgrafos interesantes en todo el conjunto de SFAs [3,5,6]. Con el objetivo de solucionar
este problema se han propuesto varias técnicas para reducir la dimensién del conjunto de subgrafos, por
ejemplo: calcular solo los subgrafos maximales?, solo los subgrafos cliques®, o solo los subgrafos cerra-
dos*, entre otros [16,32,40,61,62,63,64,65,66,67]. En este reporte se propone un nuevo algoritmo para la
mineria de subgrafos frecuentes aproximados cerrados en colecciones de multi-grafos.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 se presentan algunos conceptos
basicos y se define el problema de la mineria de SFA cerrados. En la seccidén 3 se mencionan los trabajos
relacionados. El algoritmo propuesto en este trabajo se describe en la seccion 4. Los resultados alcanzados
sobre varias colecciones de grafos utilizando la mineria de SFA cerrados se detallan en la seccién 5. Final-
mente, las conclusiones de este trabajo y algunas ideas de trabajo futuros son expuestas en la seccién 6.

! Un multi-grafo es un grafo que puede contener mds de una arista entre un par de vértices (multi-arista), asi como aristas que
conectan un vértice consigo mismo (lazos).

2 Un subgrafo maximal es un subgrafo frecuente que no es sub-isomorfo a ningtin otro subgrafo frecuente.

3 Un subgrafo clique es un subgrafo frecuente donde todo vértice esta conectado con el resto de los vértices mediante una arista.

4 Un subgrafo cerrado es un subgrafo frecuente que no es sub-isomorfo a ningdn otro con la misma frecuencia.
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2. Conceptos basicos

En esta seccidn se presentan varios conceptos bésicos requeridos para definir el problema de la mineria de
subgrafos frecuentes aproximados (SFAs) cerrados.

Este trabajo estd enfocado al trabajo con colecciones de multi-grafos etiquetados y no dirigidos, por
lo que los primeros conceptos a definir son los de grafo etiquetado, grafo simple y multi-grafo.

Definicion 1 (Grafo etiquetado). Sean Ly y Lg dos conjuntos de etiquetas para los vértices y las aristas,
respectivamente, un grafo etiquetado G es una 5-tupla (Vg,Eg, ¢, 1g,Jc) donde:

= Vi es un conjunto de vértices,

» EG es un conjunto de aristas,

s O¢ : Eg — V{ es una funcion que devuelve el par de vértices de Vi que estdn conectados por la arista
dada, donde V5 = {{u,v}u,v € Vi},

= [;: Vg — Ly es una funcion etiquetadora para asignar etiquetas a los vértices en Vg,

» Jo: Eg — Lg es una funcion etiquetadora para asignar etiquetas a las aristas en Eg.

En la figura 1 se muestra un grafo etiquetado G con Vg = {vo,vi,v2} y Ec = {eo,e1,e2}. En este
ejemplo, de acuerdo con la definicién 1, ¢g(eg) = {vo,v2}, dc(e1) = {vo,vi} y dc(e2) = {vi,v2}, asi como
Ig(vo) = A, Ig(v1) = B, Ig(v2) = C, Jg(eo) =0, J(e1) =2y Jg(e2) = 1.

Fig. 1. Ejemplo de un grafo etiquetado G, donde Vg = {vg,vi,v2}, Eg = {eo,e1,e2}, Ly = {A,B,C} y Lg = {0,1,2}.

Como este trabajo estd enfocado en grafos no dirigidos y etiquetados, el dominio de todas las posibles
etiquetas es denotado como L = Ly U Lg. En lo adelante, cuando nos refiramos a un grafo se asumird un
grafo no dirigido y etiquetado. En la figura 2(a), se muestra un ejemplo de un grafo no dirigido y etiquetado
conLy ={A,B,C}yLg ={0,1,2}.

(a) Un grafo. (b) Multi-aristas. (c) Un lazo. (d) Un multi-grafo.

Fig. 2. Ejemplo de diferentes tipos de grafos no dirigidos y etiquetados con Ly = {A,B,C} y Lg = {0,1,2}.
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Las multi-aristas, como se muestra en la figura 2(b), son diferentes aristas que conectan el mismo par
de vértices (i.e. e y ¢ son multi-aristas si e # €' y 0g(e) = 0g(€’) = {u,v} tal que u,v € Vg, u # v). Un lazo,
como se puede observar en la figura 2(c), es una arista que conecta un vértice consigo mismo (i.e., cuando
dg(e) = {u} dado que ¢g(e) = {u,v} con v =u; en un lazo |9 (e)| = 1).Entonces, un multi-grafo es un
grafo que puede contener mds de una arista entre un par de vértices (multi-aristas) y aristas conectando
un vértice consigo mismo (lazos). En la figura 2(d) se muestra un ejemplo de multi-grafo, donde existen
multi-aristas conectando los vértices A y B, y el vértice C tiene un lazo. Luego, a continuacion se definen
los conceptos de grafo simple y multi-grafo.

Definicion 2 (Grafo simple y multi-grafo). Un grafo G es un grafo simple si no contiene lazos ni multi-
aristas, en otro caso, G es un multi-grafo.

En la mineria de grafos exacta, la correspondencia entre grafos se realiza mediante el isomorfismo
entre grafos. Para ambos, grafos simples y multi-grafos, el isomorfismo y sub-isomorfismo entre dos
grafos son definidos como sigue:

Definicién 3 (Isomorfismo y sub-isomorfismo). Dados dos grafos G1 = (Vg,,Eg,,0c,,16,,J6,) y G2 =
(V6,,EGy,96,,16,,J6,), el par de funciones (f,g) es un isomorfismo entre estos grafos si'y solo si f :
Ve, = V6, y 8 Eg, — Eg, son funciones biyectivas, tal que:

= Yue Vg, : f(u) € Ve, ylg (u) = Ig,(f(u))
= Ve, € Eg,, donde §g, (e1) = {u,v}: e2 = g(e1) € Eg,, y 0, (e2) = {f(u), f(v)} ¥ Jg, (e1) = Jg, (e2).
» Vey € Eg,, donde §g,(e1) = {v}: e2 = g(e1) € Eg,, y 0, (e2) = {f(v)} ¥ Jg, (e1) = Jg, (e2).

Si existe un isomorfismo entre G 'y G, entonces se dice que Gy y Gy son isomorfos. Ademds, si G| es
isomorfo a un subgrafo de G,, entonces existe un sub-isomorfismo entre G| y Gy, en este caso se dice que
G1 y Gy son sub-isomorfos (ver figura 3).

(a) Un multi-grafo G. (b) Un multi-grafo G;. (c) Un grafo simple G3. (d) Un multi-grafo G4.

Fig. 3. Ejemplo de tres multi-grafos y un grafo simple, donde existe un isomorfismo entre G| y G», y G3 y G4 son sub-isomorfos
aG 1y Gz.

Los algoritmos para la mineria exacta de grafos utiliza el isomorfismo (ver definicidn 3) entre grafos
para realizar la correspondencia entre estos. Sin embargo, en ocasiones las colecciones de grafos contienen
ruido y los grafos tienen pequefias variaciones en los vértices y aristas, asi como en sus etiquetas. Por este
motivo, trabajar con cierta flexibilidad en la correspondencia entre grafos, teniendo en cuenta el ruido de
las colecciones de grafos, permite identificar patrones que en otro caso no se encontrarian [38,44,68,69].
Por este motivo, este trabajo estd enfocado en la mineria de grafos basada en la correspondencia aproxi-
mada entre grafos, 1a cual consiste en identificar grafos que son similares pero no idénticos. En la literatura
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se han reportado varios trabajos enfocados en este tipo de mineria basados en diferentes correspondencias
entre grafos, como son: distancia de edicién [31,38,39], homeomorfismo [46,70], sustituciones entre eti-
quetas [35,42,69], entre otros [36,71,72,73,74]. La mayoria de estos trabajos permiten variaciones en las
etiquetas de los vértices y las aristas, asi como variaciones en la estructura de los grafos. Sin embargo,
permitir estas variaciones incrementa considerablemente el costo computacional de los algoritmos para
la mineria de subgrafos frecuentes. Esto ocurre porque cuando las sustituciones entre etiquetas son com-
binadas con las variaciones estructurales del grafo, el espacio de busqueda de la mineria aproximada de
grafos incrementa considerablemente debido a la explosién combinatoria del nimero de candidatos y sus
ocurrencias. Por esta razén, en este trabajo solo se permitirdn variaciones en las etiquetas de los vértices
y aristas manteniendo la estructura del grafo. En este escenario se requiere una funcién de semejanza que
permita realizar comparaciones aproximadas entre las etiquetas de los grafos sin afectar la estructura de
los mismos. Por lo que se introduce la siguiente definicién.

Definicion 4 (Semejanza entre las etiquetas de los grafos manteniendo la estructura). Sean G| y G;
dos multi-grafos, donde Vg,, Eg,, Vi,, ¥ Eg, son sus conjuntos de vértices y aristas, respectivamente. La
semejanza entre G| y G, manteniendo la estructura del grafo es definida como:

max ® G1,Gy) if Y(G1,G) #£0
Sim(Gl ) G2) = (f,g)GT(Gl 7Gz) (f7g)( ) ( )
0 en otro caso

; (1

donde Y(G1,G,) es el conjunto de todos los posibles isomorfismos entre G| y G, sin tener en cuenta las
etiquetas, y Oy 4 (G1,Ga) es la funcion de semejanza para comparar la informacion de las etiquetas de
G1 y Gy, segiin el isomorfismo (f,g).

La funcion de semejanza @,y puede ser definida mediante diferentes operaciones en las etiquetas
de los vértices y las aristas, por ejemplo: @,y pudiera ser definida como el producto de los valores de
semejanza entre etiquetas. En este caso, si se utiliza esta ©; o), considerando los dos multi-grafos (G;
y G3) que se muestran en la figura 4, donde las etiquetas A, C, y 1 pueden remplazar las etiquetas C, B,
y 2 con una semejanza de 0,7, 0,6, y 0,8 respectivamente. Entonces, si se aplica una semejanza basada
en la correspondencia exacta, G; y G, no son similares; mientras que si se aplica una semejanza basada
en la correspondencia aproximada como la definida antes (ver definicion 4), G; y G, son semejantes con
sim(G,,Gp) = 0,336.

(2
0.8

"'-u—-l‘

G

1 2

Fig. 4. Ejemplo de correspondencia entre dos multi-grafos G; y G, donde la etiqueta 2 puede ser reemplazada por la etiqueta 1
con una semejanza de 0,8, la etiqueta B puede ser reemplazada por la etiqueta C con una semejanza de 0,6 y la etiqueta C puede
ser reemplazada por la etiqueta A con una semejanza de 0,7.
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Basado en el concepto de semejanza entre grafos, se utiliza la definicién 5 para calcular el isomorfismo
y el sub-isomorfismo entre multi-grafos en un contexto de correspondencia aproximada entre grafos.

Definicion 5 (Isomorfismo aproximado y sub-isomorfismo aproximado). Sean G|, G, y G3 tres multi-
grafos, sea sim(G1,G,) una funcion de semejanza que preserva la estructura del grafo, y sea t € [0, 1]
un umbral de semejanza, existe un isomorfismo aproximado entre Gy 'y Gy si sim(Gy,Gy) > T. Ademds,
si existe un isomorfismo aproximado entre G| y G, y Gy es un subgrafo de Gs, entonces existe un sub-
isomorfismo aproximado entre G| y G3, denotado como G| Cx G3.

~,

“’ll—ll~"

Fig. 5. Ejemplo de correspondencia entre dos multi-grafos G| y G, donde la etiqueta 2 puede ser reemplazada por la etiqueta 1
con una semejanza de 0,8 y la etiqueta B puede ser reemplazada por la etiqueta A con una semejanza de 0,6.

En las figuras 4 y 5 se muestran dos formas diferentes de calcular la semejanza aproximada entre el
mismo par de multi-grafos (G; y G2). Suponiendo que T= 0,3y Oy, es el mismo del ejemplo anterior,
ambas semejanzas sim(G,,Gy) = 0,336 (ver figura 4) y simy(G,,G;) = 0,48 (ver figura 5) cumplen con
el umbral de semejanza T. Por lo tanto, segin la definicién 5, estas semejanzas pueden ser usadas para
calcular dos diferentes isomorfismos aproximados entre G; y G,. Como se puede notar, entre dos multi-
grafos, se pueden calcular més de una semejanza aproximada con diferentes valores. Por lo tanto, se utiliza
la siguiente definicion con el objetivo de tener solo un valor de semejanza entre dos grafos.

Definicion 6 (Grado maximo de inclusion). Sean G| y G, dos multi-grafos, sea sim(G1,G,) una funcion
de semejanza manteniendo la estructura de los grafos; el grado mdximo de inclusion de Gy en G, se define
como:
maxID(G1,G,) = max sim(G,G), 2)
GCGy

donde maxID(G\,G,) significa el valor mdximo de semejanza al comparar G| con todos los subgrafos de
Go.

Regresando al ejemplo anterior (ver figuras 4 y 5), suponiendo que estas figuras muestran todas las
posibles correspondencias para calcular las semejanzas entre Gy y Go, el grado de maxima inclusién es
0,48 porque es el valor maximo de semejanza al comparar G, con todos los subgrafos de G;.

Con la definicién 7 es posible calcular el soporte aproximado de un subgrafo en una coleccion. Este
soporte aproximado es usado para minar los SFAs en el enfoque aproximado tratado en este trabajo.
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Definicién 7 (Soporte aproximado). Sea D = {Gj,...,Gp} una coleccion de multi-grafos, sea
sim(G1,Gy) una funcion de semejanza entre dos multi-grafos, sea T un umbral de semejanza, y sea G
un multi-grafo. El soporte aproximado (denotado por appSupp) de G en D se obtiene mediante la ecua-
cion (3):

_ YGien,ceac,MmaxID(G, G;)

appSupp(G,D) = D) : 3)

Utilizando la ecuacién (3) se pueden definir los subgrafos frecuentes aproximados como:

Definicion 8 (Subgrafos frecuentes aproximados (SFAs)). Sea D una coleccion de multi-grafos, sea G
un multi-grafo y sea & un umbral de soporte, G es un subgrafo frecuente aproximado en D si y solo si
appSupp(G,D) > 4.

Es importante sefialar que 8 debe tener valores en [0, 1] dado que appSupp(G, D) solo tiene valores
en ese intervalo.

Teniendo en cuenta la definicion de SFA, la mineria de subgrafos frecuentes aproximados en una
coleccién de multi-grafos consiste en, dado un umbral de soporte, una funcién de semejanza entre dos
multi-grafos y un umbral de semejanza, calcular todos los SFAs en la coleccién de multi-grafos.

Cuando todos los SFAs de una coleccién de grafos son comtinmente minados se obtiene un gran niime-
ro de SFAs. Por esta razén, en la literatura, han sido propuestos algunos tipos de SFAs representativos.
Dos de estos tipos de SFAs representativos, conocidos como SFAs maximales y cerrados, son usados para
reducir el conjunto de SFAs porque a partir de estos subgrafos se puede reconstruir todo el conjunto de
SFAs. Un SFA maximal en una coleccién de multi-grafos es un SFA que no es sub-isomorfo a ningin otro
SFA; mientras que un SFA cerrado en una coleccién de multi-grafos es un SFA que no es sub-isomorfo
a ningtn SFA con el mismo soporte aproximado. No obstante, solo a partir de los subgrafos cerrados es
posible recuperar la informacién sobre el soporte de los patrones no cerrados. Por este motivo, el problema
tratado en este trabajo es la mineria de SFAs cerrados en colecciones de multi-grafos, el cual consiste en,
dado un umbral de soporte, una funcidén de semejanza entre dos multi-grafos y un umbral de semejanza,
calcular todos los SFAs cerrados en la coleccién de multi-grafos.

3. Trabajos relacionados

En la literatura, los algoritmos para la mineria de subgrafos frecuentes han sido desarrollados para trabajar
sobre datos representados como un solo grafo [16,31,32,36,37,38,41,45,68,73,74,75,76,77], y colecciones
de grafos [21,29,35,39,40,64,78,79,80]. Este trabajo estd enfocado en los algoritmos para la mineria de
subgrafos frecuentes en colecciones de grafos, por lo que nos referiremos a este tipo de algoritmos.

Varios algoritmos para la mineria de subgrafos frecuentes en colecciones de grafos han sido propues-
tos [18,19,20,22,27,29]. Estos algoritmos usan una buisqueda a lo ancho creciendo los subgrafos mediante
un vértice o una arista a la vez. Sin embargo, estos algoritmos tienen un alto costo en el proceso de gene-
racién de candidatos. Con el objetivo de reducir este costo se han desarrollado otros algoritmos basados
en un enfoque de crecimiento de patrones [21,23,24,25,26,28,30,64]. Esos ultimos extienden los subgra-
fos frecuentes adicionando una arista en todas las posibles posiciones. Sin embargo, un problema en este
proceso de generacion de candidatos es que el mismo subgrafo puede ser obtenido varias veces (i.e. can-
didatos duplicados). Para reducir la generacién de los duplicados, cada subgrafo debe ser extendido de
manera conservadora.

Los algoritmos antes mencionados fueron disefiados para minar de forma exacta los subgrafos frecuen-
tes. Sin embargo, en muchas aplicaciones es comun que los datos contengan algunas variaciones, causando
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que la correspondencia exacta no pueda ser aplicada satisfactoriamente [31,34,35,36,37,38,39,40,41]. Por
este motivo, es importante permitir cierto nivel de variabilidad, por ejemplo: variaciones en los vertices
y aristas, asi como en sus etiquetas. Por esta razén, en el contexto de la mineria de grafos se requiere
evaluar la semejanza considerando correspondencia aproximada entre los grafos [6,33,81,82]. De esta
manera, han sido desarrollados varios algoritmos basados en correspondencias aproximadas para la mi-
neria de SFAs [35,39,40,42,43,44,46,47,83]. Diferentes enfoques aproximados han sido usados como base
en los algoritmos para la mineria de subgrafos frecuentes, por ejemplo: distancia de edicién [39,40,47,83],
homeomorfismo [46], grafos inciertos [33], y permitiendo solo variaciones en las etiquetas [35,42].

En el enfoque basado en la distancia de edicidn, diferentes heuristicas basadas en operaciones de
edicién han sido usadas para comparar grafos con el objetivo de minar SFAs en colecciones de grafos
[39,40,47,71,72,83]. Sin embargo, es comun que los algoritmos para la mineria de SFAs basados en la
distancia de ediciéon no minan todos los SFAs, como es el caso de SUBDUECL [83] y FASMGED [39].
En la literatura, solo unos pocos algoritmos, por ejemplo CSMiner [46,70], RAM [71,72] y REAFUM
[40], minan todos los SFAs permitiendo variaciones en la estructura de los grafos.

Este trabajo estd enfocado en los algoritmos para la minerfa de SFAs en colecciones de multi-grafos
que permiten variaciones en las etiquetas de los vértices y aristas manteniendo la estructura de los grafos.
De los algoritmos reportados en la literatura, solo algunos trabajos estdn basados en este enfoque apro-
ximado [1,2,35,43]. Sin embargo, solo dos trabajos estdn disefiados para minar SFAs en colecciones de
multi-grafos [1,2]. El primero es un método basado en transformaciones de grafos [1], donde una colec-
cién de multi-grafos es transformada en una coleccion de grafos simples, luego se aplica un algoritmo
tradicional para la mineria de SFAs en la coleccion de grafos simples, y finalmente los patrones encontra-
dos son retornados al contexto original de multi-grafos. El segundo trabajo introduce una extensién de la
forma candnica basada en arboles generados mediante la bisqueda en profundidad para representar multi-
grafos, y utilizando esta forma candnica extendida se propone un algoritmo, conocido como AMgMiner,
para la mineria de SFAs en colecciones de multi-grafos. No obstante, al aplicar estos enfoques se calcula
un gran nimero de SFAs, lo cual hace engorroso el andlisis de los patrones obtenidos.

Con el objetivo de reducir el conjunto de SFAs se han desarrollado unos pocos algoritmos para la
identificacion de SFAs representativos, como es el caso de RNGV [47], que mina los SFAs cerrados, y
APGM [42,69] que mina los cliques. Sin embargo, ninguno de estos algoritmos estd disefiado para trabajar
sobre multi-grafos, ademds ninguno permite variaciones en las etiquetas de vértices y aristas manteniendo
la estructura de los grafos. Por este motivo, en este trabajo se propone un algoritmo para la mineria de
SFAs cerrados en colecciones de multi-grafos.

4. Mineria de subgrafos frequentes aproximados cerrados

En la literatura se han reportado algoritmos para la mineria de patrones cerrados con el objetivo de re-
ducir la duplicidad en el conjunto de subgrafos frecuentes identificados [47,67,78,85,86]. Un subgrafo
frecuente cerrado es un patrén que no es subgrafo de ningiin otro patrén con el mismo valor del soporte
[47,67,78,85,86]. Por este motivo, a partir de los patrones cerrados es posible reconstruir todo el conjunto
de subgrafos frecuentes incluyendo la informacién acerca de sus soportes. Es importante sefialar que el
nimero de patrones cerrados es menor que el conjunto de todos los subgrafos frecuentes pero se mantiene
la representatividad de los datos con ambos conjuntos. Es por esta razén que este trabajo estd enfocado a
este tipo de patrones.

Existen varios trabajos acerca de los patrones cerrados [47,67,78,85,86,87,88,89], pero algunos in-
vestigadores argumentan que se mantienen las redundancias al utilizar el concepto tradicional de patrén
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cerrado. Por lo que proponen otra solucién conocida como patrén cerrado tolerante a errores (en inglés:
error-tolerant closed pattern), el cual fue denotado como patrén a-cerrado [86,88]. Esta solucion permite
relajar la condicion estricta de cerrado. En este trabajo se considerard que un SFA es un SFA a-cerrado
segun la definicién presentada a continuacion.

Definicion 9 (Subgrafo frecuente aproximado o-cerrado). Sea D una coleccion de multi-grafos, sea
O el umbral de soporte, sea o el umbral de cerrado (0. = [0,1)), y sea G un multi-grafo frecuente en
D, G es un SFA a-cerrado si y solo si no existe G' que sea G C G’ con appSup(G',D) > max([1 —
oJappSupp(G,D), ).

El algoritmo propuesto para minar los SFAs (closedMgVEAM) primero identifica todos los vértices
frecuentes aproximados y luego, comenzando por estos vértices, extiende todos los SFAs adicionando una
arista a la vez. En este proceso de extension, closedMgVEAM primero adiciona los lazos y luego las aristas
simples y las multiples siguiendo una estrategia de crecimiento de patrones para generar los candidatos.
En este caso se sigue la estrategia de crecimiento de patrones porque ha sido la que mejores resultados
ha reportado en la literatura en el contexto de mineria de subgrafos frecuentes. Los SFAs (candidatos)
extendidos son representados utilizando una forma canénica basada en matrices de adyacencia (i.e. c6digo
CAM), la cual fue extendida y presentada en [84] para permitir representar multi-grafos. Este tipo de
representacion de candidatos es utilizada con el objetivo de acelerar el proceso de la mineria al reducir las
pruebas de sub-isomorfismo a la comparacion de los c6digos CAM. Entonces, la condicién de a-cerrado
se verifica solo para los candidatos frecuentes, almacenando solo aquellos que cumplen esa condicién.

Para permitir variaciones en las etiquetas de los vértices y aristas, closedMgVEAM utiliza matrices de
sustitucién, la cuales contienen semejanzas que indican cudndo una etiqueta puede ser sustituida por otra
(ver definicion 10).

Definicion 10 (Matriz de sustitucién). Una matriz de sustitucion M = (m; j) es una matriz |L| x |L|
indizada por el conjunto de etiquetas L, donde m;; > m; j,¥j # i. Una celdam; j (0 <m; ; < 1,Y ;m;;=1)
en M contiene un valor de semejanza que indica si la etiqueta i puede ser reemplazada por la etiqueta j.

Es importante comentar que una matriz de sustitucidon puede no ser simétrica porque es posible que
una etiqueta i pueda reemplazar otra etiqueta j pero puede ocurrir que j no pueda reemplazar a i.

En closedMgVEAM se utilizan dos matrices de sustitucién: una para las etiquetas de los vértices (MV)
y otra para las etiquetas de las aristas (ME). Entonces, basado en estas matrices se define la funcién de
semejanza entre grafos de la siguiente manera:

Definicion 11 (Funcién de semejanza ©;,y basada en matrices de sustitucion). Sean G y G, dos
multi-grafos, y sean MV y ME dos matrices de sustitucion en Ly y Lg, respectivamente. La funcion de
semejanza es definida como:

MVig, (v) 4o, (1)) MEj;, () s, (s1e))

@ f7 <G17GZ) == * 9 (4)
e veIJGI MVig, ()16, () eHEG ME 5, (e)J, (e)

donde (f,g) es un isomorfismo entre G1 y G.

Utilizando la definicién 11 se pueden obtener las ocurrencias (ver definicién 12) de cada SFA en la
coleccién de multi-grafos.

Definicion 12 (Ocurrencias). Sean Gy, G, y T tres multi-grafos, donde T es un subgrafo de G, y
sea sim(G1,T) una funcion de semejanza segiin la definicion 4, utilizando Oy ,)(G1,G2) como en la
definicion 11; entonces, T es una ocurrencia de Gy en G, utilizando un umbral de semejanza 7T, si
sim(G,T) > .
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Basado en las definiciona 11 y 12, closedMgVEAM obtiene y almacena todas las ocurrencias de
cada subgrafo candidato P; en una coleccién de multi-grafos D. Entonces, para crecer a P; tomando en
cuenta sus ocurrencias, solo se recorre el subconjunto de multi-grafos D; C D donde P; tiene al menos
una ocurrencia. De esta manera, closedMgVEAM reduce el espacio de bisqueda a D ; porque un SFA solo
puede crecerse en un multi-grafo donde exista una ocurrencia.

Con el objetivo de detallar a closedMgVEAM, mediante el algoritmo 1 se presenta el pseudo-codigo
del mismo. Una vez que los vértices frecuentes aproximadas son identificados en la colecciéon de multi-
grafos dada D, como se muestra en la linea 1 del algoritmo 1, se sigue la idea de la bisqueda en profundi-
dad (en inglés: depth-first search) para extender recursivamente los vértices frecuentes aproximados. Esta
extension recursiva se realiza con la llamada a la funcién “Search”, la cual solo recorre los multi-grafos
G; € D que contienen al menos una ocurrencia del SFA a extender. Cuando todos los vértices frecuentes
aproximados son extendidos, entonces se tiene como resultado el conjunto de los SFAs a-cerrados F.

Algoritmo 1: closedMgMiner(D,t,d,0, F)
Input: D : una coleccién de multi-grafos, T : umbral de semejanza, & : umbral de soporte, o : umbral de corrado.
Output: F : conjunto de subgrafos frecuentes aproximados o-cerrados.

C <Los vértices frecuentes aproximados en D basado en la definicion 5;
F < C;
NF + 0;
foreach T € C do
L D7 <El conjunto de ocurrencias de T en D basado en la definicion 12;

A U B W =

Search (T,Dr,D,t,8,0, F,NF) ;

La funcién recursiva (Search) que extiende cada SFA es detallada en el algoritmo 2. En esta funcion,
el conjunto de candidatos se obtiene mediante el llamado a la funcién “GenCandidate”; extendiendo un
SFA de todas las posibles posiciones mediante una arista a la vez. Entonces, solo a aquellos candidatos que
satisfacen al umbral de soporte se les verifica el cumplimiento de la condicién de a-cerrado; manteniendo
en el conjunto final F solo los SFAs que cumplen con esta condicion (ver lineas 3-5 del algoritmo 2).
No obstante, todos los candidatos que son frecuentes y no han sido identificados en pasos anteriores son
recursivamente extendidos como se muestra en las lineas 3, y 6-9 del algoritmo 2.

Algoritmo 2: Search(G,Dg,D,t,d,0, F,NF)

Input: G : un subgrafo frecuente aproximado, Dg : conjunto de ocurrencias de G, D : una coleccion de multi-grafos, T :
umbral de semejanza, & : umbral de soporte, F : conjunto de subgrafos frecuentes aproximados a-cerrados, NF :
un conjunto de multi-grafos.

Output: F : conjunto de subgrafos frecuentes aproximados o-cerrados.

C < GenCandidate (G,Dg,D,T) ;

foreach T € C do

if appSupp(T,D) > & then

if 8 > [1 — ajappSupp(G,D) or appSup(T,D) > [1 — ajappSupp(G,D) then

| F« F\{G}; NF + NFU{G}; // basado en la definicién 9

ifT ¢ Fand T ¢ NF then
F <+ FU{T},
Dt <El conjunto de ocurrencias de T en D basado en la definicion 12;
Search (T,D7,D,t,8,0,F,NF) ;

o 0 I N AW
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El objetivo de la funcién GenCandidate, detallado en el algoritmo 3, es calcular todas las extensiones
de un SFA T dado. En esta fase de generacion de candidatos se buscan todas las extensiones de 7 y sus
ocurrencias en la coleccién de multi-grafos Dr. Luego, se calcula el cdigo CAM de todos los subgrafos
(candidatos) que satisfacen el umbral de semejanza basado en la definicién 11. Finalmente, cada candidato
G con su correspondiente cédigo CAM vy el valor de semejanza son almacenados como resultados en C.

Algoritmo 3: GenCandidate(T,Dr,7,C)

Input: 7 : un subgrafo frecuente aproximado, D : conjunto de ocurrencias de 7', T : umbral de semejanza.
Output: C : un conjunto de multi-grafos candidatos.

1 0+ {(G,T,)|G es una extension de T y T, es una ocurrencia de G en Gy € Dr};
2 foreach (G,T,) € O do

3 CAM¢ = cbédigo CAM de G;

4 L sim(G,T,) se inserta en C utilizando CAMg como identificador,

A continuacidn, se analiza la complejidad computacional de closedMgVEAM para el peor de los ca-
sos, donde todos los multi-grafos de la coleccién D estdn completamente conectados, cada multi-grafo
G; € D tiene el mismo tamaiio; es decir: cada G; tiene n vértices y m aristas, y las etiqutas de los vértices
y aristas son idénticas. Entonces lo primero que hace closedMgVEAM es calcular los vértices frecuentes
aproximados en D recorriendo todos los vértices de la coleccion, lo cual es O(n). Luego, se extienden
todos los SFAs aplicando la estrategia de bisqueda en profundidad obteniendo el conjunto de candidatos,
lo cual es O(m) en el peor de los casos. A cada candidato se le calcula el cddigo CAM realizando, en el
peor de los casos, todas las permutaciones entre sus vértices, y este proceso es O(n!). Adicionalmente,
en el proceso de extension de candidatos, se recorren todas las aristas que permitan crecer el candidato,
funcién que se repite m veces por cada arista frecuente aproximada. Es importante sefialar que la verifica-
cion de la condicién de a-cerrado es O(1). Luego, este proceso de crecimiento se realiza recursivamente
en un ciclo, donde se realizan m — 1 llamadas recursivas (excluyendo aquellas aristas que hayan sido
recorridas). Entonces, considerando los procedimientos anteriormente mencionados, se puede concluir
que la complejidad para el crecimiento de patrones desde un vértice frecuente aproximado, en el peor
de los casos, es O((m)?(m—1)! +m+n!) = O(mm! + n!). Dado que todos estos pasos son realizados
para cada vértice frecuente aproximado en cada multi-grafo de D, la complejidad de closedMgVEAM es
O(d(n+n(mm!+n!))) = O(dn(mm!+n!)), donde d = |D| es el nimero de multi-grafos en D.

5. Experimentos y resultados

Para evaluar el comportamiento del algoritmo propuesto se generaron 500 imédgenes con el generados
de imdgenes aleatorias de Coenen’. Cada imagen de esta coleccién fue representada como un multi-grafo
siguiendo la idea propuesta en [1], obteniéndose una coleccién de multi-grafos con 21 etiqueta de vértices,
48 etiquetas de aristas, donde el promedio de vértices por grafo es 207 y el promedio de aristas por grafo
es 278. Para procesar esta coleccion se utilizaron las matrices de sustitucién reportadas en [35], las cuales
fueron sugeridas para este tipo de imagenes. Ademads, segun lo propuesto en ese mismo trabajo, el umbral
de semejanza adecuado para estas imdgenes es T = 0,4, por lo que se utiliz6 dicho valor para 7.

Los experimentos fueron realizados en una computadora Core 2-Quad con 8 GB en RAM, sobre el
sistema operativo GNU/LINUX. Ademads, todos los algoritmos estdn desarrollados en ANSI-C.

5 www.csc.liv.ac.uk/~frans/KDD/Software/ImageGenerator/imageGenerator.html
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En este experimento se comparan los resultados del algoritmo propuesto con las inicas dos soluciones
reportadas en la literatura para minar SFAs en colecciones de multi-grafos [1,2]. Primero se presenta una
comparacion en términos de tiempo de ejecucién, como se puede observar en la figura 6.

En la figura 6 se muestra el tiempo de ejecucion en segundos alcanzado por los algoritmos reportados
en la literatura (Transf [1] y AMgMiner [2]) y por closedMgVEAM. Como se puede observar en esta
figura, el algoritmo propuesto tiene un comportamiento similar en la mayoria de los casos que el algoritmo
AMgMiner, pero en todos los casos se observa un mejor comportamiento que el método Transf.

70000

60000

50000

40000

B Transf
30000 B AMgMiner
closedMgVEAM

20000

10000 i

o H_
0.5 0.45 0.4 0.3 0.25 0.2

0.35

Tiempo de ejecucion (segundos)

Umbral de soporte
Fig. 6. Tiempo de ejecucion del algoritmo propuesto y los reportados en la literatura: Transf [1] y AMgMiner [2].

En la figura 7 se muestra una comparacion en términos de cantidad de patrones. Como los algoritmos
propuestos en [1,2] encuentran todos los SFAs los resultados de ambos se muestran denotados por “Todos
los SFA” en la figura. En este caso se varid el umbral de cerrado o en el algoritmo propuesto para mostrar
la variacién en las cantidades de patrones que se identifican. Como se puede observar en la figura, la
cantidad de patrones cerrados es menor que el conjunto de todos los SFAs, permitiendo representar los
datos con un subconjunto de todos los SFAs. Ademds, se reafirma lo planteado por algunos investigadores
sobre los diferentes tipos de patrones cerrados, dado que al aumentar el umbral de cerrado o se reduce
el numero de patrones. Solo habria que tener en cuenta que esto pudiera afectar a la eficacia de dichos
patrones al utilizarlos para representar los datos.

En la figura 8 se muestra una comparacién en términos de memoria requerida por los diferentes algorit-
mos para minar los patrones. Como se puede observar en la figura, la memoria usada por closedMgVEAM
es menor que la requerida por AMgMiner en algunos casos, sinedo notablemente menor que la requerida
por Transf.

Observando los resultados mostrados en las figuras 6, 7 y 8, se puede concluir que los algoritmos
Transf, AMgMiner y closedMgVEAM requieren de mayor tiempo de ejecucion a medida que disminuye
el umbral de soporte. Esto se debe a que al disminuir dicho umbral, mayor cantidad de subgrafos cumplen
con el soporte, lo cual incrementa la cantidad de SFAs. Consecuentemente, es necesario el uso de mayor
cantidad de memoria RAM para almacenar la informacion de los SFAs detectados.
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Fig. 7. Cantidad de patrones encontrados.
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Fig. 8. Memoria RAM utilizada por los algoritmos.

Finalmente, con el objetivo de mostrar la escalabilidad de la propuesta, se incluye un experimento
sobre colecciones sintéticas de multi-grafos. En la figura 9 se muestra el tiempo de ejecucion de los
algoritmos sobre diferentes colecciones de multi-grafos. En el eje horizontal de esta figura se muestra la
cantidad de multi-grafos que posee cada coleccidn utilizada. Estas colecciones fueron generadas usando la
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librarfa generadora de grafos PyGen®. Estas colecciones fueron construidas con un maximo de 20 vértices
y 50 aristas. En este caso, se fue variando la cantidad de multi-grafos desde 100 hasta 1000 con incremento
de 100 y luego se vario6 esta cantidad de 1000 a 5000 con un incremento de 1000.

2400
2000
1600
1200

800

. P @ a a

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 2000 3000 4000 5000
@ Transf @AMgMiner closedMgVEAM

Tiempo de ejecucion (segundos)

Fig. 9. Tiempo de ejecucion de los algoritmos en diferentes colecciones de multi-grafos.

Como se puede observar en la figura 9, una vez mas los algoritmos AMgMiner y closedMgVEAM tie-
nen un mejor comportamiento que Transf. Ademads, estos resultados muestran que el algoritmo propuesto
es tan escalable como AMgMiner y que el incremento del niimero de multi-grafos no afecta drasticamente
su comportamiento.

6. Conclusiones y trabajo futuro

Los algoritmos reportados en la literatura minan un conjunto de patrones que el algunos casos no son in-
teresantes o representativos. Estos patrones representativos pueden ser utilizados como entrada para tareas
de clasificacién o agrupamiento para el descubrimiento de conocimiento en un conjunto de datos y existe
la necesidad de algoritmos que permita minar este tipo de patrén representativo sin estar ligado a la natu-
raleza del problema. Por lo tanto, en este trabajo se propuso un nuevo algoritmo (closedMgVEAM) para la
mineria de subgrafos frecuentes aproximados cerrados en colecciones de multi-grafos. closedMgVEAM
fue descrito detalladamente y su comportamiento fue analizado sobre varias colecciones de multi-grafos y
los resultados obtenidos fueron comparados con algoritmos propuestos en la literatura. Basados en los ex-
perimentos realizados se puede llegar a la conclusién de que closedMgVEAM permite reducir el conjunto
de subgrafos frecuentes aproximados identificados manteniendo la eficiencia reportada en la literatura.
Es importante seialar que existe una gran variedad de problemas de investigacion relacionados con los
patrones cerrados que pudieran ser tratados con el enfoque propuesto en este trabajo. Finalmente, hasta
nuestro conocimiento, este es el primer algoritmo reportado en la literatura para la mineria de subgrafos

6 PyGen es una libreria que emula grafos (accesible en http://pywebgraph.sourceforge.net).
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frecuentes aproximados cerrados en colecciones de multi-grafos que permite variaciones en las etiquetas
de vértices y aristas manteniendo la estructura del grafo.

Como trabajo futuro se pretenden proponer algoritmos para minar otros subconjuntos de subgrafos

frecuentes aproximados de interés que sean tan o mas representativos que los cerrados.
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