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Resumen. Hoy dia es posible apreciar un lento avance en el desarrollo de algoritmos para la mineria de subgrafos
frecuentes (SF) con cotejo inexacto de grafos. La mayoria de los algoritmos reportados utilizan cotejo exacto para
minar SF. Por otro lado, la necesidad del cotejo inexacto en este tipo de mineria ha sido planteada en diversas
aplicaciones por algunos autores.

Al analizar algunos de los algoritmos de mineria de SF que utilizan cotejo inexacto, se pudo apreciar que presen-
tan problemas de eficiencia computacional. De este modo, el procesamiento de colecciones de gran tamafio sigue
siendo un problema vigente.

En esta investigacion se propone abordar el problema de la mineria de SF utilizando cotejo inexacto sobre colec-
ciones de grafos.

Palabras clave: mineria de grafos, cotejo inexacto, subgrafos frecuentes, subgrafos aproximados frecuentes,
mineria de subgrafos frecuentes.

Abstract. Today it is possible to appreciate a slow progress in the development of algorithms for mining fre-
quent subgraphs with inexact graph matching. In one hand, most of the reported algorithms for mining frequent
subgraphs use exact matching. On the other hand, the necessity of inexact matching in this kind of mining in
many other application has been stated by some other authors.

When analyzing some of the frequent subgraph mining algorithms that use inexact matching, it was observed
that they present problems of computational efficiency. In this way, the processing of high size collection is still
a present problem.

In this investigation we propose to deal with the problem of frequent subgraphs mining using inexact matching
about graphs collections.

Keywords: graph mining, inexact matching, frequent subgraphs, approximate frequent subgraphs, frequent sub-
graph mining.

1 Introduccion

En los dltimos afios se ha detectado la necesidad de convertir grandes volimenes de datos en informacién
util. Como consecuencia se han ido desarrollando técnicas y métodos que permiten procesar este cimulo
de datos o repositorios. Ejemplo de tales técnicas lo constituye el descubrimiento de patrones frecuentes

[1].
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Muchos repositorios de datos estdn o pueden ser representados mediante colecciones de grafos (en-
foque transaccional de la mineria) [2], las cuales se pueden clasificar, entre otros aspectos, por las estruc-
turas reales que representan o los tipos de grafos que contienen. Algunas de estas colecciones han sido
utilizadas para el andlisis de estructuras bioquimicas como: las redes PPI (de sus siglas en inglés, Protein-
Protein Interactions networks) que varian su tamaiio segtin los organismos que representen, los cuales son
modelados por grafos no dirigidos con pesos en las aristas en algunos casos [3] y en otros casos se le
agregan etiquetas Unicas en los vértices [4]; KEGG (de sus siglas en inglés, Kyoto Encyclopedia of Genes
and Genomes) [5] estd conformada por grafos no dirigidos y etiquetados; Saccharomyces Cerevisiae y
Drosophila Melanogaster compuestas por grafos no dirigidos y etiquetados sé6lo en los vértices [6]. Por
otro lado estdn las bases de datos utilizadas para el andlisis de vinculos y redes sociales como: IMDb
(de sus siglas en inglés, Internet Movie Database) [7] conformada por grafos etiquetados representando
interacciones entre artistas y peliculas; En [8] se utilizan las colecciones: NYSE (de sus siglas en inglés,
New York Stock Exchange), e-mails e interacciones sociales entre cebras. Estas tres tltimas representan
redes temporales conformadas por grafos dirigidos sin etiquetas en las aristas y con etiquetas Unicas en
los vértices.

El descubrimiento de patrones frecuentes, en especial la deteccién de subgrafos frecuentes (SF) en
colecciones de grafos, es un importante problema en la mineria de grafos. Esto se debe al crecimien-
to de las soluciones a muchos de los problemas existentes en los diferentes dominios de la ciencia
[9],[8],[10],[5]. Por este motivo, varios autores han trabajado en el desarrollo de algoritmos eficientes
para el descubrimiento de SF [11],[2],[12].

Los trabajos reportados en la literatura para la mineria SF muestran el avance logrado en esta tematica.
Sin embargo, atin queda mucho por hacer para lograr mejores desempeiios computacionales en tiempo y
espacio. Esto se debe a la existencia de algoritmos con gran complejidad computacional [6],[13] y otros
que necesitan de mayor capacidad de almacenamiento para mantener sus estructuras internas [14].

Evaluar la similitud estructural de los grafos es una de las tareas més costosa en tiempo en la mineria
de SF, conocida como cotejo de grafo (en inglés, graph matching) [15]. Algunas de las formas de cotejo de
grafos son NP-Completo (ejemplo, homeomorfismo [16]), otras son NP-Duro (ejemplo, sub-isomorfismo
[2]) y otras como el caso del isomorfismo no se ha podido determinar si es P o NP [15]. Existen dos formas
de abordar el cotejo de grafos: cotejo exacto y cotejo inexacto.

El cotejo exacto consiste en determinar si las etiquetas y la estructura de dos grafos son idénticas
y ha sido utilizada con éxito en muchas aplicaciones [2],[7],[17],[18]. Sin embargo, existen aplicaiones
donde esta forma exacta de describir las correspondencias no es aplicable con éxito [13]. Es por eso que
se ha hecho necesario evaluar la similitud entre grafos admitiendo algunas diferencias estructurales, o
sea, mediante técnicas de cotejo inexacto. El cotejo inexacto consiste en encontrar la mejor adecuacion
entre vértices o aristas de dos grafos para determinar su similitud admitiendo diferencias entre estructuras
y etiquetas. Sobre esta base, se ha planteado la necesidad de realizar la minerfa de SF utilizando cotejo
inexacto de grafos [7],[19],[20],[21].

Varios autores defienden la idea de que se podrian encontrar SF de mayor interés para las aplicaciones
y los usuarios. Hossain y Angryk recomendaron la deteccion de los SF utilizando cotejo inexacto en
tareas de agrupamiento de documentos [19]. Este tipo de patrones similares frecuentes también ha sido
recomendado en tareas del procesamiento de datos quimicos [21], en tareas de andlisis de vinculos [7] y se
ha presentado como un problema abierto en tareas de procesamiento de datos moleculares y redes sociales
[20]. En respuesta a esta necesidad, en los dltimos afios el cotejo inexacto ha sido exitosamente aplicados
en diferentes dominios de la ciencia como: andlisis de estructuras bioquimicas [3],[5],[6],[14], andlisis de
imagenes y escenas, andlisis de circuitos [9], andlisis de vinculos y redes sociales [8],[22],[10],[23],[24].
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En trabajos como [25], se han definido las siguientes caracteristicas principales de las redes sociales:
(1) Redes incompletas y (2) Limites borrosos, ya sea por la manipulacion de la informacién obtenida o por
la falta de la misma, y (3) Redes dindmicas, dado a la pérdida de sus miembros o la adicién o modificacion
de tipos de relaciones. Estas caracteristicas limitan el uso de cotejo exacto y favorecen al uso mas idéneo
del cotejo inexacto.

El siguiente ejemplo muestra las diferencias entre el uso de los dos tipos de cotejo. Se tiene la coleccién
de grafos D de la figura Fig. 1, compuesta por tres grafos y se define como umbral de minima frecuencia

d=2.
G~ 2
© ONA
v1 v2 v v2 °
G, G, G

Fig. 1. Coleccion de grafos D.

Cuando se realiza la mineria de SF sobre la coleccion D utilizando cotejo exacto, solamente se obtienen
los SF mostrados en la Fig. 2. Puede apreciarse que los patrones encontrados son pequefios.

Fig. 2. Subgrafos frecuentes en la coleccion D utilizando cotejo exacto y § = 2.

Por otro lado, al utilizar técnicas de cotejo inexacto para realizar la mineria en la coleccién D, es
posible obtener otros subgrafos que pueden ser considerados frecuentes como, por ejemplo, los mostrados

Fig. 3. Subgrafos de la coleccion D que pueden ser considerados frecuentes al utilizar cotejo inexacto.

La funcién de cotejo utilizada en el ejemplo anterior calcula la similitud entre grafos que presenten
diferencias estructurales y entre etiquetas. Por lo que, en esta figura se muestran otros subgrafos de mayor
tamafio identificados sobre la coleccién D, que no se encontrarian si se utilizara cotejo exacto.

Por las razones anteriormente expuestas mediante este trabajo se presentard un estado del arte sobre
los algoritmos reportados para la minerfa de SF utilizando cotejo inexacto de grafos.

2 Marco tedrico

En esta seccion se presentan los conceptos basicos necesarios para definir el problema de la mineria de
SF y para entender el resto del documento. Se describen algunas propiedades presentes en algoritmos
del estado del arte, asi como la forma canénica utilizada para representar los grafos, y finalmente se dan
las caracteristicas fundamentales de las estructuras de datos utilizadas para indizar la coleccion de grafos
durante la minerfa.
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2.1 Conceptos preliminares

La mayoria de los algoritmos de mineria de grafos reportados en la literatura estdn disefiados para proce-
sar colecciones de grafos simples! y no dirigidos, ya que existen numerosas aplicaciones que pueden ser
modeladas con este tipo de grafos. En gran parte de estas aplicaciones, la mineria de grafos se ha realizado
utilizando técnicas de cotejo exacto [2]. No obstante, dada la necesidad planteada por varios autores de rea-
lizar la minerfa de SF utilizando cotejo inexacto de grafos, se han desarrollado trabajos con el objetivo de
resolver algunos de estos problemas mediante este tipo de técnicas de cotejo de grafos [7],[19],[20],[21].

De manera similar se utilizan los grafos simples y no dirigidos en este trabajo, por lo que en lo adelante
cuando se hable de grafo se suponen todas estas caracteristicas y en otro caso se especificara explicita-
mente. En la literatura se pueden encontrar varias definiciones de este tipo de grafo. Sin embargo, se
considera que la definicién dada a continuacién es suficientemente flexible para una gran variedad de
aplicaciones.

Definicion 1 (Grafo etiquetado). Dados los alfabetos de etiquetas de vértices y aristas Ly y Lg, respec-
tivamente, un grafo etiquetado y no dirigido se define por G = (V,E,L,1), donde:

» V es un conjunto finito de vértices,

» EC {(u,v)|u,v € V,u# v} es el conjunto de aristas (se suele decir que la arista (u,v) conecta a los
Vértices uy v),

L es el alfabeto de etiquetas y

» [:VUE — L es la funcién que asigna etiquetas a los vértices y aristas del grafo.

El alfabeto de etiquetas es un conjunto discreto de simbolos L = {sy,s2,...,s¢}. El grafo vacio se
define por G = (0,0,0,1) = 0.

Con el objetivo de enmarcar el dominio de todos los posibles grafos etiquetados se denotard este
conjunto por el simbolo Q, donde 0 € Q.

Dos vértices u,v € V son vecinos o adyacentes si (u,v) € E. Dos aristas (u1,us) # (vi,v2), tal que
(u1,u2),(v1,v2) € E, son adyacentes si tienen uno de sus vértices en comun. De esta forma, se define
N(u) = {vo,vi,...,v,—1} como el conjunto de vértices vecinos a u € V, tal que N(u) C V. De manera
similar para las aristas.

Un grafo es completo si con n vértices contiene C; aristas; es decir, cada uno de sus vértices es
adyacente a cada uno de los vértices restantes.

Definicion 2 (Subgrafo y supergrafo). Sean G|,G, € Q, Gy = (V1,E1,L1,11) y G, = (Va,Ez, Ly, 1), que
comparten el mismo conjunto de etiquetas L1 = L, y la misma funcion etiquetadora I = l,. Se dice que
G es subgrafo de G, si Vi C Vo, E1 C Ej. En este caso se utiliza la notacion G; C G, y se dice que G es
un supergrafo de Gj.

Definicion 3 (Extension de un grafo). Sean G1,G, € Q, G; = (V1,E1,L1,11) y G2 = (V2,Ea, Ly, ). De-
notemos u'y v dos vértices tales que u,v € Vo, u € Vi y (u,v) ¢ E. Supongamos que:

Vo=V U {v},

E;=E U{(u,v)},

Ly =Ly U{b(v), b((u,v))},
» HLb=V,UE) — L.

En tal caso, se dice que (u,v) es una extension de Gy. G, es un hijo de Gy, y G| es el padre de G,.
Ademds, se puede usar la notacion Gy = Gy o (u,v).

! Un grafo es simple cuando no presenta lazos ni dobles aristas entre vértices
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Las extensiones (u,v) de G| donde v € V; suelen ser llamadas extenciones cerradas. Mientras que
en el otro caso, v ¢ V; se dice que (u,v) es una extension por vértice. En lo sucesivo, cuando se hable
de extension cerrada se utilizard la expresion Gj o, (u,v) y cuando se hable de extensién por vértice se

utilizard G; ¢, (u,v). La figura 4 ilustra un ejemplo de cada tipo de extension.
vQ

VO v2

Fig. 4. Ejemplo de extension donde 71 = Go. (vi,v2) y Tr = G oy, (v2,v3).
La gran mayoria de los algoritmos para la mineria de SF reportados en la literatura que utilizan técnicas

de cotejo inexacto estan basados en crecimiento de patrones. Estos algoritmos obtienen los candidatos
mediante las extensiones de los SF obtenidos en el proceso de minado.

2.1.1 Cotejo exacto de grafos

Como se explico anteriormente, el cotejo exacto de grafos consiste en determinar si dos grafos son idénti-
cos en término de estructura y etiquetas. El concepto de la igualdad entre grafos se conoce como isomor-
fismo (ver definicion 4).

Definicion 4 (Isomorfismo). Se dice que f es un isomorfismo entre G1,G, € Q, Gy = (Vi,E,L,11) y
G, = (Va,Ea, Ly, Ib), si f : Vi — V, es una funcion biyectiva tal que

n Vv e V],l] (v) = lz(f(v)),
= V(u,v) € E1, (f(u),f(v) € Ea,hi((w,v)) = L((f (), f(v)))-

En otras palabras, dos grafos son isomorfos si existe una correspondencia biunivoca entre V; y V;, que
mantiene las aristas y todas las etiquetas. En la figura 5 se ilustra un ejemplo de isomorfismo.

Fig. 5. Ejemplo de isomorfismo donde el grafo G es isomorfo con el G;.

Definicion 5 (Sub-isomorfismo o isomorfismo de subgrafos). Sean G,,G3 € Q. Se dice que existe un
sub-isomorfismo de Gz a Gy si G3 es isomorfo a un subgrafo de G, denotado como Gz Cs Gy (ver figura
6).

Definicion 6 (Frecuencia o soporte). Sea una coleccion de grafos D C Q, D = {Gy,G1,...,Gpu_1} y
G € Q, la frecuencia de aparicion o soporte de G en D, que se denotard como sup(G,D), se define como
la cantidad de grafos G; € D, tal que G C; Gi.

Se dice que un grafo G es frecuente en D, si sup(G,D) > 8, dado un umbral de minima frecuencia .
De esta forma se define la mineria de SF sobre una coleccién de grafos D como el problema de encontrar
todos los SF en D tales que sup(G,D) > .



6  Niusvel Acosta-Mendoza, Andrés Gago-Alonso, y José E. Medina-Pagola

Fig. 6. Ejemplo de sub-isomorfismo entre G3 y G| y entre G3 y G».

2.1.2  Cotejo inexacto de grafos
Como se mencioné anteriormente, existen aplicaciones donde el cotejo inexacto de grafos es requerido
para la modelacion de determinados problemas en estas. Esto se debe a la existencia de diferencias entre
etiquetas o en la estructura de la informacién representada por los grafos.

En este epigrafe se presentara un resumen de las conceptos preliminares de cotejo inexacto de grafos.
En la seccién 2.2 se presentardn los conceptos generales de las técnicas de cotejo inexacto.

Definicion 7 (Funcion de similitud). Dado el conjunto de todos los posibles grafos etiquetados Q, la
similitud entre elementos de Q serd definida como una funcion sim : Q x Q — R... Donde 0 significa que
son muy diferentes y mientras mayor sea el valor mds parecidos son los elementos.

Definicion 8 (Ocurrencia aproximada). Sean G| € Q, G, € Q dos grafos etiquetados, sim: Qx Q — R
una funcion de similitud, y T un umbral de minima similitud. Se dice que g C G, es una ocurrencia de G
en Gy si sim(Gy,g) > 1.

De esta manera se define el conjunto de ocurrencias de G| en G, denotado por O(Gy,G), como:
0(G1,Gz) = {gilsim(G1,8i) = 7,8 C Ga}. )

Ejemplo 1. Dados Gi,Go,g € Q, un umbral de minima similitud T = 0,5 y conociendo que
21,82 C G, sim(Gy,g1) = 1,0 y sim(Gy,g2) = 0,6, el conjunto O(Gy,G,) = {g1,82}, donde g; =
({V(),Vl},{(\/o,\/])},{A,@},l) Y& = ({V(),Vz},{(VO,V2)},{A,C,@},I) (VCI' ﬁgura 7).

Fig.7. Ejemplo de ocurrencias de un grafo G; en otro G,, dado un umbral de minima similitud t = 0,5.

Definicion 9 (Soporte aproximado). Dada una coleccion de grafos D C Q, D ={Gy,G1,...,Gy—1}, un
grafo T € Q, el conjunto O(T,G;), el soporte aproximado del grafo T en D se define como:

supApp(T,D) = [{G; € D|O(T,G;) # 0}|. 2)

Definicion 10 (Subgrafo aproximado frecuente (SAF)). Dada una coleccion de grafos D C Q, D =
{Go,G1,...,Gp_1}, un umbral de minima frecuencia d, se dice que un grafo T € Q es aproximado fre-
cuente en D si supApp(T,D) > 9.
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La mineria de subgrafos frecuentes con el uso de cotejo inexacto entre grafos sobre una coleccién D
se define como el problema de encontrar todos los SAF en D.

Por ejemplo, si se utiliza T = 0,50 como umbral de minima similitud, d = 2 como umbral de minima
frecuencia en la coleccién D ilustrada en la figura 1 se obtendrdn cinco SAF (ver figura 8), conociendo
que sim(SFs,g) = 0,6, donde g = ({vo,vi,va},{(vo,v1),(vo,v2)},{A,C,0},1) y g C G,. Nétese, que el
conjunto soporte del subgrafo SFs es supApp(SFs5,D) = |{G2,G3}| y supApp(SFs,D) = 2.

PN

p : . o : ."\, % . «/’\.
CAYEOA L CAYOA LA
N7 N _7 N2 N _ /7 . 4

SF, SF, T
NS, s ‘/I\,
(B)Y!I AL BYI AN
N/ N_7 N_Z/ N _7

S SF SF

2 4 5

Fig. 8. Los SF de la coleccion D mostrada en la figura 1 utilizando & = 2 como umbral de minima frecuencia y t = 0,5
como umbral de minima similitud.

2.2 Ejemplos de técnicas de cotejo inexacto

En este epigrafe se presentardn los conceptos generales de las técnicas de cotejo inexacto de grafos que se
han usado en la minerfa de SAF. En la seccion 3 se presentard el uso de estas técnicas dentro de la mineria
de SAF.

2.2.1 Distancia de edicion de grafos
Una técnica utilizada para calcular la similitud entre dos grafos es la Distancia de Edicion de Grafos
(DEG) [11]. En la literatura es posible encontrar varias definiciones de la DEG [26],[27],[28],[29]. A
continuacion se presentard una generalizacion de la DEG basada en la definida por Kaspar Riesen et al.
[11].

La definicion de operacion de edicion y camino de edicion son requeridas para formalizar de la DEG
como funcién de similitud. Esto se debe a que la DEG se define sobre la base de estas definiciones.

Fig. 9. Este posible camino de edicion entre el grafo G; y el grafo G, consiste en la eliminacion de dos aristas, la insercion
de una arista y la sustitucion de dos vértices.

Definicion 11 (Operacion de edicién). Se conoce como el conjunto de operacion de edicion estdndar
sobre un grafo G a eliminar, reetiquetar o sustituir, e insertar un vértice o una arista en G. Existen
también otras operaciones de edicion como la fusion o division de vértices o aristas [30].

En lo adelante cuando se hable de operacion de edicidn se estard refiriendo a una operacién estandar.
En caso de que no se trate de una operacién estandar se especificard explicitamente.

Definicion 12 (Camino de edicion). Sean G, G, € Q, un camino de edicion de G| a G, denotado por
CE, es un conjunto de operaciones de edicion CE = {ey,,... ey} (ver figura 9).
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Existen un conjunto de caminos de edicién de G; a G, denotado por Y(G;,Gy) = {CE},...,CE,}.
El costo de un camino de edicién, denotado por Cost(CE), se calcula en funcion de los valores de costo
de sus operaciones de edicién. Estos valores de costo de las operaciones de edicion son definidos segtin
el tipo de aplicacién. En la seccién 3.1 se presenta un ejemplo de funcién de costo para un camino de
edicion.

Definicion 13 (Distancia de edicion de grafo (DEG)). Sean G1,G; € Q, la DEG entre G y G», denotada
por DEG(G1,G,), se obtiene mediante el CE; € Y(G1,G,) de menor costo.

DEG(Gl,Gz) = Min({COSt(CE,')’CEl‘ € T(Gl,Gz)}) s 3)

donde mientras mds pequeria sea la DEG resultante el costo de edicion serd menor, siendo muy similares
los grafos en término de estructura y etiquetas.

Existe otra manera de calcular 1a DEG conocida como distancia de insercion [5]. El camino de edicién
mediante el cual se obtiene la distancia de insercién consiste en eliminando todos los vértices y aristas de
G, que no aparecen en G y se insertan los vértices y aristas en G, que aparecen en G| pero no aparecen
en Gy.

Definicion 14 (Costos distancia de insercion). Dados G;,G, € Q, G; = (Vi,E,L,,), Gy =
(Va,Ep, Ly, 1), se define el costo de la distancia de insercion de Gy a G, en funcion de los valores de
insC y delC, tales que:

m insC =iCx (SiZ@(Gl) —I(Gl,Gz)) ,
n delC =dC « (Size(Gz) —I(Gl s Gz)) ,

donde iC y dC denotan los valores de costo de una operacion de insercion y eliminacion respectivamente,
Size(Gy) = V1| + |E1], I(G1,G2) = |[(VinW)| + [(E1 N Ey)|.

La complejidad computacional del célculo de la DEG es exponencial en términos del nimero de
vértices del grafo [31],[32]. Esto se debe a que es necesario explorar todos los posibles caminos de edicién
en un grafo para determinar el de menor costo. No obstante, algunos autores han aplicado diferentes
heuristicas que permiten no procesar todos los posibles caminos de edicion [5].

2.2.2 B arista isomorfismo

Otro ejemplo de funcién de similitud es definida en términos de B arista isomorfismo (ver definicién 15).
Mediante esta funcién se calcula la similitud entre dos grafos tratando la falta de aristas entre grafos,
manteniendo exactos los vértices [24].

Definicion 15 (B arista isomorfismo). Se dice que f es un P arista isomorfismo entre G1,G, € Q, G| =
(Vi,E1,Ly,11) y Go = (Va,Ea, Lo, o), denotado por Gy =g Ga, si f : Vi — V3 es una funcion biyectiva tal
que

» VueVi,hi(u)=hL(f(u)),
» Y(u,v) € Ey 3(f(u), f(v)) € Ey, tales que existan como mdximo B aristas (u,v) donde I,((u,v)) #

L((f(u),f()),
v si i ((u,v)) # L((f(u), f(v))), entonces (u,v) ¢ Ej.

Definicion 16 (J arista sub-isomorfismo). Dados G1,G, € Q, G|, = (V1,E1,L1,11) y Go = (Va, Ea, Ly, 1),
se dice que G| es P arista sub-isomorfo a G, denotado por G| Cpg G, siy sélo si 3g Cs G, tal que g =g G1.

En la figura 10 se muestra un ejemplo de  arista sub-isomorfismo con § = 3 para una mejor compren-
sién de la definicion anterior.
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Fig. 10. Ejemplo con = 3 donde G, Cp Ga, ya que G, contiene un subgrafo g tal que g ~g G;.

2.2.3 Homeomorfismo con vértice/arista disjuntas

La siguiente funcién de similitud se define en términos de homeomorfismo con vértice/arista disjuntas
(ver definicion 22). Mediante esta calcula la similitud entre dos grafos basada en sus topologias menor
[6],[16].

Las siguientes definiciones son requeridas para lograr una definicién formal de la funcién homeomor-
fismo con vértices/aristas disjuntas. Esto se debe a que esta similitud se presenta en funcién de la fopologia
menor de los grafos involucrados y esta dltima se presenta en funcién de los caminos independientes.

Definicion 17 (Camino). Sea G € Q, G = (V,E,L,l). Se dice que P = (vy,vy,...,vx) es un camino en G
Si:

» Yy, €V|y €P,
» V(vi,vit1) € E|vi,vip1 € P.
En tal caso se dice que v\ y vy estdn conectados por Py se conocen como los extremos de P.

Se dice que un camino P es un camino simple si todos sus vértices son distintos. De esta forma se
denota como PS(G) = {P,...,P,} al conjunto de todos los caminos simples existentes en G.

Definicion 18 (Camino independiente). Sea G € Q, G = (V,E,L,l) y un camino P = (vi,va,...,vk). Se
dice que P es un camino independiente si las intersecciones con otros caminos P; C'V son solamente en
SUS extremos.

Fig. 11. Una topologia menor obtenida mediante la contraccion de todas las aristas de G hasta obtener los caminos inde-
pendientes entre sus extremos.

Definicion 19 (Subdivision y contraccion de arista). Se conoce como subdivision de un grafo G =
(V,E,L,l) a la sustitucion de la arista (vi,v2) € E por un par de aristas (vi,z), (z,v2), donde V=V U
{z}, E = EU{(v1,2),(z,v2)} \ {(v1,v2) }. La operacion contraria a una subdivision es conocida como
contraccion de arista.
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Definicion 20 (Sub-homeomorfismo). Se dice que existe un sub-homeomorfismo entre Gi y Gy si existe
un isomorfismo entre alguna subdivision de G| y una subdivision de G,. En caso de existir este sub-
homeomorfismo se denotard por G| Cj, Gj.

Definicion 21 (Topologia menor). Dado G € Q, se genera una topologia menor de G al contraer los
caminos independientes de uno de sus subgrafos hasta transformarlos en aristas.

Ejemplo 2 (Topologia menor). Dados X,G,Y € Q (ver la figura 11), X es una topologia menor de Y,
puesto que X es generado por la transformacién de los caminos independientes de G C Y.

Definicién 22 (Sub-homeomorfismo con vértice/arista disjuntas). Dados G,,G; € Q, G| = (V1,E)),
G, = (W, Ey), se dice que G es una topologia menor y un sub-homeomorfismo con vértices/aristas dis-
juntas de Gy si:

» G Cp Gy,
« 3f: E; — PS(Gy),
» VP, € PS(G2,) que mapearon son independientes.

2.2.4  Isomorfismo

El isomorfismo (ver definicion 4) ha sido utilizado como funcién de similitud entre grafos para la mineria
de SAF [4],[33]. Esto se debe a que a los algoritmos reportados obtienen la aproximacién entre los grafos
mediante el uso de funciones heuristicas para el cdlculo de la frecuencia aproximada (ver seccién 3.4). En
funcién de este soporte es que se identifican los posibles SAF. Esta funcion se apoya en la informacion
adicional que presentan los grafos acerca de la probabilidad de que existan sus vértices y aristas.

2.2.5 Basadas en las probabilidades de sustitucion

Existe una funcién de similitud entre dos grafos que se define en término de sub-isomorfismo aproximado
[14] y una funcién de disimilitud definida en término de grado de aproximacion [3]. Estas se basan en
las probabilidades de que las etiquetas puedan ser sustituidas por otras. Este enfoque permite distinguir
las sustituciones de las etiquetas de los vértices y aristas de los grafos, caracteristica que no presentan las
funciones de similitud mencionadas anteriormente.

La distincién de las sustituciones entre etiquetas se ha realizado mediante el uso de una funcién de
probabilidad por cada etiqueta sobre todo el dominio de estas. Esta funcién de probabilidad da como
resultado cudn probable serfa que una etiqueta u pudiera tomar el valor de otra v.

Definicion 23 (Funcion de probabilidad). Una funcién de probabilidad de una variable aleatoria disc-
reta® u, definida por p(v), es una funcion tal que, al sustituir v por un valor de la variable, el valor que
toma la funcion es la probabilidad de que la variable u asuma el valor de v. Para ello la funcion debe
cumplir las siguientes propiedades:

2 variable discreta: Es la variable que presenta separaciones o interrupciones en la escala de valores que puede tomar. Estas

separaciones o interrupciones indican la ausencia de valores entre los distintos valores especificos que la variable pueda
asumir.
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Definicion 24 (Matriz de compatibilidad). Una matriz de compatibilidad M = (m; j) es una matriz
n x n indizada por el conjunto de simbolos de etiquetas L (n = |L|). Una celda m; j = P(I(i) = I(j)) =

pi(1()))] ZJ 1 Pi(l(j)) =1 en M es la probabilidad de que una etiqueta i pueda ser reemplazada por otra
etiqueta j.

Se dice que una matriz de compatibilidad M es estable si es diagonal predominante (i.e. m;; >
m; j,Vj # i). Este tipo de matriz especifica que una etiqueta tiene mayor probabilidad de ser reemplazada
por ella misma que por otra etiqueta. Estas matrices no se diferencian por el tipo de grafo que se defina en
el problema a tratar.

La funcién conocida como sub-isomorfismo aproximado toma como base la informacién presente en
las matrices de compatibilidad para calcular la similitud entre dos grafos.

Definicion 25 (Sub-isomorfismo aproximado). Dados G,G, € Q, G| = {V|,E;,L;,I;} y G, =
{Va,Er, Ly, 12}, y un umbral de minima similitud T, se dice que el grafo G, es sub-isomorfo aproxima-
do a Gy, denotado por G| C, Gy si existe una funcion biyectiva f : Vi — V,, tal que:

* [Luevi Miy () 1o (f ) =
» Yu,ve Vi, (u,v) €E ( (u),f(v)) € Es,
. Y(u,v) € Ey Ly (u,v) = b(f(u), f(V)).

La funcién de disimilitud conocida como grado de aproximacion se calcula teniendo en cuenta la
aproximacion de los vértices y aristas de los grafos (ver definicién 28). En esta se utiliza una lista por
cada u € V' de los vértices que lo pueden sustituir, denotada por matchable(u) C V, donde G = (V,E),
g=(V,ENeQygCQG.

Definicion 26 (Penalizacion de vértices). Para un vértice u € V' y una lista matchable(u) se calcula la
disimilitud entre los vértices de dos grafos de la siguiente manera.

<oo i f(u) € matchable(u)
oo en otro caso

dis_sim,(u, f(u)) = { 4)

De esta forma se garantiza que una aproximacion ocurre solo dentro del conjunto existente en
matchable(u).

Definicion 27 (Penalizacion de aristas). Para una arista (u,v) € E' y sus imdgenes (f(u), f(v)) € E se
calcula la distancia entre estas de la siguiente manera.

dis_sim,(u,v) = |dist[u,v] — dist[f(u), f(v)]| (5)

Existe una alternativa para los casos en que no se conoce el peso de las aristas o sus etiquetas,
simplemente se verifica que sus vértices son vecinos y de esta manera se pueden conformar los elementos

de 5:
1 siexiste la arista

distlu,v] = { 2 en otro caso ©)

Definicion 28 (Grado de aproximacion). Dados G,g € Q, G= (V,E), g = (V',E') y g C G se calcula
el grado de la aproximacion de la siguiente manera.

approx(g = G) = Z dis_sim,(u, f(u)) + Z dis_sim,(u,v) @)
ueV’ u,veV’
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2.3 Formas canodnicas para grafos

Las formas candnicas de los grafos son representaciones tnicas de cada grafo. Estas representaciones se
construyen mediante una secuencia de simbolos que describen la topologia del grafo y el valor de sus eti-
quetas. Las formas candnicas son obtenidas al seleccionar la secuencia que cumpla ciertas caracteristicas
entre todas las posibles secuencias que representan al grafo, segtn criterios de orden lexicografico entre
los simbolos. Las formas candnicas mads utilizadas por los algoritmos para la mineria de SF son: la cod-
ificacién DFS (por sus siglas en inglés Depth First Search), la codificaciéon BFS (por sus siglas en inglés
Breadth First Search) y la codificacion CAM (por sus siglas en inglés Canonical Adjacency Matrix).

En la mineria de grafos no es trivial asegurar que el mismo subgrafo es verificado sélo una vez ya
que puede ser obtenido por extensiones en diversas vias, adicionando los mismos vértices y aristas en
diferentes 6rdenes. La deteccion de duplicados puede hacerse manteniendo una estructura de datos que
almacene los grafos ya analizados y aplicando muiltiples comprobaciones sobre dicha estructura. Esta
variante garantiza validez en los resultados pero puede ser muy costosa en tiempo de ejecucidon y consumo
de memoria. Es por eso que el uso de las formas candnicas en el recorrido del espacio de bisqueda se ha
convertido en algo tradicional para los algoritmos que realizan mineria de SF [2].

La codificacién CAM es una de las formas candnicas utilizadas por algunos de los algoritmos reporta-
dos en el estado del arte que hacen uso de estas [14],[24]. Esta codificacién se presentard en este epigrafe
con el objetivo de una mejor comprension de dichos algoritmos introducidos en la seccién 3.

Al representar la estructura de un grafo etiquetado usando matrices de adyacencia (ver definicion 29)
es posible definir una secuencia tnica para dicho grafo conocida como codificacion CAM.

Definicion 29 (Matriz de adyacencia). Dado un grafo etiquetado G = (V,E,L,1) tal que |V| =n 'y una
permutacion de los vértices en V. =< vy,Vvy,...,vy—1 >, la matriz de adyacencia de G respecto a dicha
permutacion es X = (x; ])f’;o
1(v;) sii=j
xij=1 lle) sie={viv;}€E (8)
0 si{vi,vj} ¢ E

Dado que cada entrada diagonal representa un vértice en el grafo y cada permutacién del conjunto de
vértices corresponde a una matriz de adyacencia diferente, se obtienen n! matrices diferentes para un grafo
de n vértices. Caracterizar un grafo etiquetado requiere de una representacion univoca de dicho grafo y
de todos aquellos que son isomorfos con éste. Es por eso que se define la matriz de adyacencia candnica
partiendo del c6digo de la matriz. Una manera de definir el cédigo de G usando X, lo cual no indica
que sea la Unica, es concatenando las filas de la submatriz triangular inferior (la matriz triangular inferior
incluyendo la diagonal) [17] ver (9).

codeCAM (X)) = X0,0X1,0X11 - - - Xn—1 n—1 9)

Cuando dos c6digos representan al mismo grafo siempre tienen la misma cantidad de simbolos com-
poniendo la secuencia. Es por eso que estos cédigos se pueden comparar lexicograficamente teniendo en
cuenta el orden de las etiquetas. De esta forma, es posible definir la CAM de un grafo como la matriz que
da lugar al cédigo lexicograficamente mayor entre los posibles cédigos de G. En la figura 12 se muestra
un ejemplo de matrices de adyacencia generadas mediante diferentes recorridos sobre un grafo G, donde
la primera matriz es CAM y el resto de las matrices no son CAM. Es por eso que solo el primer codigo
representa el codeCAM (G).
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Por las caracteristicas que definen estas secuencias, cuando dos cddigos son iguales significa que
fueron construidos partiendo de matrices de adyacencia iguales. Por tanto, cuando dos c6digos CAM de
dos grafos son iguales, entonces se esta en presencia de dos grafos isomorfos. Sin embargo, el comprobar
que un grafo estd representado por su forma canénica puede ser muy costoso en tiempo. Esto se debe a que
se requiere enumerar exhaustivamente todas las posibles secuencias para seleccionar de estas la candnica.
Estas pruebas exhaustivas se conocen como pruebas de formas candnicas.

(G) Matriz de adyacencia Codificacion CAM
) v1
C® e B.18,1,0,A1,0,1A
° 101A

0

S
100B

(=)
H<

@
= @
>

°<
N

<
iy

° v3 A
1B
S L

Fig. 12. Ejemplo de matrices de adyacencia generadas mediante diferentes recorridos sobre un grafo G y el codeCAM(G).

2.4 Estructuras de datos para indizar la coleccion de grafos

Tanto en los algoritmos que utilizan técnicas de cotejo exacto como en los que utilizan técnicas de cotejo
inexacto el conteo de frecuencia es uno de los procesos fundamentales para llevar a cabo la mineria de
SE. Al usar técnicas de cotejo inexacto, las pruebas de aproximacién estructural entre grafos hacen que
este proceso sea mds critico que al usar técnicas de cotejo exacto. Con el propdsito de acelerar algunos
procesos dentro de la bisqueda como el conteo de frecuencia, se hace necesario el uso de estructuras de
datos que indicen la coleccion de grafos para este tipo de mineria. De esta manera se evita un engorroso
proceso de bisqueda exhaustiva para cada candidato G en la coleccién de grafos D.

Las estructuras de datos utilizadas por los algoritmos reportados para indizar la coleccion de grafos
en la minerfa de SF pueden clasificarse en dos tipos: las listas de identificadores y las estructuras de
correspondencias.

2.4.1 Listas de identificadores

La lista de identificadores de un grafo candidato 7" sobre la coleccién de grafos D = {Gy,...,G,} es una
lista de los indices i de los grafos G; que contienen al menos una ocurrencia de 7.

LI(T,D) ={i|3g € O(T,G;),G; € D,g C; G;} (10)

Esta variante surge por la necesidad de conocer en cudles grafos G; de la coleccién se encuentra
el patrén T para en ellos realizar la bisqueda de los candidatos T ¢ (u,v). De esta forma se disminuye
el nimero de grafos a procesar, ya que solamente se procesan los grafos que contengan una o varias
ocurrencias de T'.

Para mantener las listas no se requiere de gran poder de cémputo, ya que la lista del nuevo candidato
se obtiene mediante la lista del candidato que le da origen. Para almacenar dichas listas no se requiere de
gran capacidad de almacenamiento comparado con las estructuras de correspondencias (ver subseccion
13) y disminuye su tamafio mientras mayor se va haciendo el candidato generado. Sin embargo, no es la
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mads recomendable a usar ya que no elimina las pruebas de sub-isomorfismo por cada grafo candidato en el
grafo de la coleccion. Estas pruebas de sub-isomorfismo son mds costosas cuando se utilizan técnicas de
cotejo inexacto que con el uso de técnicas de cotejo exacto en este tipo de mineria. Los algoritmos RNGV
[5], Monkey [24] usan este tipo de estructura.

El algoritmo 1 se encarga de obtener los hijos de T que ocurren en G; € D usando LI(T, D) y actualizar
o crear su correspondiente lista de identificadores (ver linea 6). Este algoritmo comienza con la obtencion
del conjunto de ocurrencias aproximadas de 7 en G; mediante las costosas pruebas de sub-isomorfismo
inexacto en este caso (ver linea 1). El célculo de estas listas de identificadores se puede realizar durante el
proceso de deteccién de los candidatos.

Algoritmo 1: BCandidatos_LI(T,G;,t,C)

Input: 7 = (V,E) : Un grafo candidato, G; : Un grafo, T: Umbral de minima similitud.
Output: C: Los hijos de T que ocurren en G;.

1 O(T,G;) < {Conjunto de ocurrencias de T en G;};
2 foreach (u,v) € G;, donde (u,v) € N(oj), 0; € O(T,G;) do
foreach w € V’, donde (u,w) ¢ E y V' es el conjunto de todos los vértices con etiquetas diferentes de D do
if Sim (T o (u,w),0;0(u,v)) >t then
L C+ CU{To(u,w)};

A Ut AW

LI(T o (u,w),D) < LI(T o (u,w),D) U{i};

2.4.2 Estructuras de correspondencias

Las estructuras de correspondencias son creadas con el objetivo de mantener todas las ocurrencias de un
candidato en cada grafo contenido en D en la minerfa de SF. Estas estructuras requieren muchos mds
espacio en memoria que las listas de identificadores pero eliminan pruebas de sub-isomorfismo de man-
era exhaustiva de los grafos que contienen al candidato. Este tipo de estructuras han sido usadas en los
algoritmos SUBDUE [34], gApprox [3] y APGM [14].

Cada algoritmo en particular define sus estructuras de correspondencias segin sus caracteristicas es-
pecificas como las condiciones especificas del recorrido del espacio de bisqueda o la informacién nece-
saria a mantener por las ocurrencias. Algunos algoritmos para la mineria presentan estructuras que sola-
mente mantienen las ocurrencias de los vértices [14] y en otros casos se mantienen las ocurrencias de las
aristas utilizando cédigos DFS como las estructuras DFSE (por sus siglas en inglés Depth First Search
Embedding) [2].

Para el uso de las estructuras de correspondencias, los algoritmos parten de los SF que tienen un vértice
T = ({v},0,{l(v)},]). Sea G; € D el i-ésimo grafo de la coleccién que contiene al menos una ocurrencia
de T, una correspondencia de T en G; = (V;,E;,L;,1;) se define como (j,\) tal que A’ es una referencia
vacfay j es el indice de un vértice de G; que tiene asignada la etiqueta /(v;). La lista de correspondencias
de T en G; se define segtin (12), dada una funcién de similitud para las etiquetas de los vértices, denotada
por sim(I(u),[(v)) y un umbral de minima similitud t.

LC(T,G;) ={(j,M)|Gi € D,vj € V;,sim(l;(vj),l(v)) > T} (11)

Las listas de correspondencias para grafos de mayor tamafio se definen de manera recurrente. Sea T
un SFy G; € D, LC(T ¢ (u,v),G;) se obtiene usando LC(T, G;) de la siguiente manera:

LC(T o (u,v),G:) = {(k,\)|G; € D\ = LC(T, Gy), vy, € Vi, sim(li(v}),1(v)) > 1} (12)

3 La componente A serd una referencia vacia solamente para las correspondencias de grafos de un vértice
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El algoritmo 2 se encarga de obtener los hijos de T que ocurren en G; € D usando LC(T,G;) y con-
struye las listas de correspondencias de los nuevos candidatos durante la bisqueda. Estas listas obtenidas
son listas de pares ordenados (j,A) donde j es un identificador de vértices o aristas en el grafo G; € D,
y A es un elemento de LC(T,G;). La lista LC(T, G;) fue creada con anterioridad usando (11) o mediante
llamadas anteriores de este procedimiento usando (12). Las pruebas de sub-isomorfismo entre Ty sus
ocurrencias se obtienen recorriendo la lista LC(T, G;) a través de A (ver lineas 2-8).

Algoritmo 2: BCandidatos_LC(T,LC(T,G;),G;,t,C)
Input: 7 = (V,E) : Un grafo candidato, LC(T, G;) : Lista de correspondencias de T en G;j, G; : Un grafo, T: Umbral de
minima similitud.
Output: C : Los hijos de T que ocurren en G;.
foreach ptr = (t,A) € LC(T,G;) do
while A no apunte a null do
if t es un identificador de vértice then
E'«+ E"U{(u,v)}; //Donde u € V
V/ — V, @] {V[};

else
L E' «+ E'"U{(u,v);}
| (t,X) < El par apuntado por A;
V/ —Vu {V[};
10 g= (V',E');//Donde g C; G;
11 foreach (u,v;); € G;, donde (u,v;); € N(g) do

o X NN E W=

12 foreach w € V', donde (u,w) ¢ E y V' es el conjunto de todos los vértices con etiquetas diferentes de D do
13 if Sim (T o (u,w),go (u,v;)x) > T then

14 C+—CU{To(uw}

15 if w ¢ V then

16 | LC(T o (u,w),Gi) < LC(T © (u,w), Gi) U{(j, ptr)};

17 else

18 | LC(T ¢ (u,w),Gi) = LC(T o (u,w),Gi) U{(k, pr)};

La estructura de correspondencias de un grafo T respecto a la coleccidon D es una estructura de datos
que contiene todas las listas de correspondencias de T ¢ (u,v) respecto a cada uno de los grafos G; € D:

EC(T o (u,v),D) = {LC(T & (u,v),G;)|G: € D,LC(T % (u,v),G;) # 0} (13)

2.5 Sintesis y conclusiones

En esta seccion se han definido formalmente los conceptos necesarios para una mejor comprension del
resto del documento. Se presentaron los conceptos bésicos de la teoria de grafos que caracterizan el prob-
lema de la mineria de SF. Se defini6é un lenguaje comiin que serd utilizado en el resto del documento.
También se presentaron ejemplos de técnicas de cotejo inexacto utilizadas como funciones de similitud
entre grafos en la mineria de SF.

Por otro lado, se mensionaron las diferentes formas canénicas para la representacion de grafos etique-
tados y se describi6 una de estas conocida como cédigo CAM. Ademds, fueron presentados los detalles
de las estructuras comunmente utilizadas para indizar la coleccién de grafos.
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3 Estado del arte sobre el uso de cotejo inexacto en la mineria de subgrafos frecuentes

En esta seccion se presentan los algoritmos reportados para la minerfa de SAF. Estos algoritmos han sido
clasificado segun la técnica de cotejo que utilizan y la forma de obtener los subgrafos candidatos.

Generar los subgrafos candidatos de una manera efectiva incide en el buen desempefio de los algorit-
mos para este tipo de mineria. Estos algoritmos pertenecen a dos grupos, los basados en crecimiento de
patrones [35] y los basados en Apriori [36]. En el primer grupo se recorre en profundidad o amplitud el es-
pacio de bisqueda para, generar nuevos candidatos a partir de las apariciones de un patrén en la coleccion.
En el segundo grupo siempre se realiza una bisqueda en amplitud.

Los algoritmos 3 y 4 describen de manera general la forma de generar candidatos basados en la op-
eracion de extension (crecimiento de patrones). En estos algoritmos las extensiones, ya sean cerradas o por
un vértice, son mediante las aristas. Esto se debe a que por cada SAF se determinan qué aristas pudieran
ser afiadidas al SAF segtn la coleccidn de grafos para la obtencidn de los nuevos candidatos. Para invocar
estos algoritmo por primera vez es necesario obtener los SAF de tamafo 1 en un procedimiento aparte.

Algoritmo 3: DExten(T,D,d,7,F)

Input: 7 : Un SAF, D : Una coleccién de grafos, 8 : Umbral de minima frecuencia, T : Umbral de minima similitud.
Output: F : Conjunto de todos los SAF.

1 foreach G; € D do

2 foreach (u,v) € G;, donde (u,v) € N(0;), 0; € O(T,G;) do
3 score <— Sim (T o (u,v),0;0(u,v));

4 if score > tthen C <~ CU{T ¢ (u,v)};

5 foreach G € C do

6 if supApp (G,D) > 8 AND G ¢ F then
7 F «+ FU{G};

8 DExten (G,D,8,T,F);

En el algoritmo 3 se obtienen todos los SAF recorriendo el espacio de bisqueda en profundidad.
Este permite ahorrar notablemente los recursos de memoria. Esto se debe a que es necesario mantener la
informacion adicional de cada SAF solo de la rama activa. Esta informacion adicional es la estructura de
datos utilizada para indizar la coleccién de grafos (ver seccion 2.4).

El algoritmo 4 recorre el espacio de bisqueda en amplitud. En este recorrido no se pasa a la obtencién
de los SAF de tamafio k£ + 1 mientras exista algin posible SAF de tamafio k por detectar. Por esta razén es
necesario mantener la informacién de todos los SAF hasta el final del minado.

Algoritmo 4: BExten(S,D,d,t,F)
Input: S : Conjunto de SAF, D : Una coleccién de grafos, & : Umbral de minima frecuencia, T : Umbral de minima
similitud.
Qutput: F : Conjunto de todos los SAF.
1 foreach T € S do
2 foreach G; € D do
3 foreach (u,v) € G;, donde (u,v) € N(oj), 0; € O(T,G;) do
4
5

score < Sim (T o (u,v),0j0 (u,v));
if score > tthen C < CU{T o (u,v)};

| foreach G € C doif suprpp (G,D) < 0 then Se elimina G de C;

6

7 if C # 0 then
8 F <+ FUC;

9 | BExten(C,D,§,1,F);
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Por otro lado estan los algoritmos Apriori que obtienen subgrafos candidatos mezclando los SAF me-
diante operaciones de fusion. De esta forma van obteniendo los SAF de mayor tamafio. En la mineria de
SAF, estos algoritmos tienen dos grandes dificultades relacionadas con la operacién de fusion: es com-
putacionalmente compleja en tiempo y genera muchos candidatos [2].

El algoritmo 5 muestra una descripcion general de los algoritmos basados en Apriori. El tamafo de los
nuevos SAF identificados en cada llamado recursivo se incrementa en uno respecto al llamado anterior.
Para invocar este algoritmo por primera vez es debe obtener los SAF de tamafio 1 en un procedimiento
aparte al igual que los algoritmos 3 y 4.

Algoritmo 5: Apriori(S,D,d,1,F)

Input: S : Conjunto de SAF, D : Una coleccién de grafos, & : Umbral de minima frecuencia, T : Umbral de minima
similitud.
Output: F : Conjunto de todos los SAF.

1 foreach 7; € S do

2 foreach T; € S do

3 L foreach G € Fusion (T;,T;) do if supApp (G,D) > & then C < CU{G};
4 if C # 0 then

5 F+— FUC;

6 Apriori (C,D,d,T,F);

En el resto de esta seccion se presentan conceptos ligados a problemas especificos unidos con los
algoritmos que los usan. También se exponen varios comentarios y algunos problemas detectados que
influyen de forma directa en la eficiencia y eficacia de dichos algoritmos.

3.1 Algoritmos basados en DEG

Como se planted en la seccién 2.1.2, esta técnica calcula el camino de edicién de menor costo de un
grafo a otro. El costo de un camino de edicion es Cost(CE,iC,sC,dC) = Y! , c(e;) en los algoritmos
reportados que usan DEG [11],[37]; donde n es la cantidad de operaciones de edicion, c(e;) es el costo
de una operacién de edicién, e; es su i-ésima operacidon de edicién, iC, sC y dC son los costos de las
operaciones de insercién, sustitucién y eliminacion respectivamente de vértices o aristas.

Ejemplo 3. Dados los valores asignados como ejemplo a los costos de las operaciones de edicién sobre
los vértices y aristas como, (1) por cada insercién, (0) por cada eliminacion, (1) por cada reetiquetado o
sustitucion, se obtiene un costo total de Cost(CE},iC,sC,dC) = 3 para el camino de edicién ilustrado en
la figura 9. Sin embargo, al realizar las operaciones de edicién mostradas en la Fig. 13 sobre los mismos
grafos, se obtiene como costo resultante Cost(CEj,iC,sC,dC) = 2. Suponiendo que solamente existen
estos dos caminos de edicién de G| a G, se obtiene DEG(G|,G»,iC,sC,dC) = CE,, ya que su costo es el
menor de los dos caminos de edicioén.

o/;.,

(G,)

Fig. 13. Esta posible distancia de edicion de grafo entre el grafo G y el grafo G, consiste en la eliminacion de tres aristas
y la insercion de dos aristas.
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Un pseudo-c6digo genérico para calcular la DEG entre dos grafos presentado por Cook y Holder
[37] se muestra en el algoritmo 6. Este se basa en mantener un conjunto de caminos de edicidn parciales
para ser procesados y terminar tan pronto como un camino de edicién completo* con un costo minimo
esté disponible. En las lineas 3 y 15 se obtiene y se elimina el candidato con costo minimo del conjunto
de caminos de edicion parciales para ser procesados. En las lineas 6-14 se afladen nuevas operaciones de
edicién dando lugar a nuevos caminos de edicion candidatos. En caso de que la arista (u,v)x1 € Ej no
haya sido procesada se insertan todas las operaciones de sustitucion de esta arista a todas las aristas de G
en los caminos de edicion candidatos, asi como la eliminacidén de dicha arista (ver lineas 7-11). En caso
de que todas las aristas de G| hayan sido procesadas, entonces se insertan todas las aristas restantes de G,
generando los caminos candidatos parciales (ver lineas 12-14). Finalmente se obtiene como resultado el
camino de edicién con el minimo costo de G| a G y su costo.

Algoritmo 6: DEG(G,G»,iC,sC,dC,CE,Costo)

Input: G| = (V1,E)) : Un grafo, G, = (V,E>) : Un grafo, iC : Costo de la operacién de insercion de arista o vértice, sC :
Costo de la operacidn de sustitucion de arista o vértice, dC : Costo de la operacion de eliminacién de arista o
vértice.

Qutput: CE : Camino de edicién que transforma G1 en G2 con minimo costo, Costo : Costo de CE.

1 foreach (u,v); € E; do

2 L P+ PU{(u,v)1 = (u,v);|(u,v); € E1,(u,v)1 # (u,v);}; //Operacién de sustitucién
3 CE <RemoveElementMinCost (P,iC,sC,dC);

4 Costo =Cost (CE,iC,sC,dC) ;

5 while CE no sea completo do

6 if k < |E1| tal que CE = {(u,v)1 — (u,v)i,,...,(u,v)r — (u,v); } then

7 foreach (u,v); € Ex \ {(u,v)i,,...,(u,v); } do

8 CE + CEU{(u,v)i1 = (,v)il (u,v)ies1 € Ev, ()1 # (,v)i}:
9 P+ PUCE,
10 CE <+ CEU{(u,v)gs+1 — €|(u,v)pr1 € E1 };
11 | P+ PUCE;
12 else
13 CE <~ CEU{e — (u,v)i|(u,v)i € E2\{(u, V)i, -, (u,v)i. } }5
14 | P+ PUCE;
15 CE +RemoveElementMinCost (P,iC,sC,dC) ;
16 B Costo =Cost (CE,iC,sC,dC) ;

En general, la DEG es una de las técnicas de cotejo inexacto mds aplicables entre las reportadas, ya
que se ha utilizado en diferentes dominios de la ciencia. Una aplicacién es en el andlisis de imdgenes,
donde se pueden encontrar subestructuras correspondientes a objetos similares frecuentes en el entorno,
o la deteccion de casos similares de una subestructura previamente descubierta en un nuevo entorno [9].
También es aplicable en el andlisis de escenas y circuitos [13], de documentos [38], clasificacién de emails
y documentos [39],[40], en el &mbito de la quimica [41] y la biologia molecular [5],[34].

3.1.1 SUBDUE

Este algoritmo, presentado por Cook y Holder [9] ha sido considerado el primero de todos los trabajos
para la mineria de SAF, con varias aplicaciones [42],[41],[43],[44]. SUBDUE, baséndose en el principio
de longitud minima de descripcién (MDL, de sus siglas en inglés, Minimum Description Length) [45]
comprime los datos originales del grafo de entrada. Con el uso de un limitado cotejo inexacto de grafos
[46] encuentra las instancias similares a una subestructura y la medida de su similitud. En este algoritmo el

4 Un camino de edicién es completo cuando contiene todas las posibles operaciones de edicién de G a G
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usuario puede asignar los costos de las operaciones de edicién que se le realizan a los subgrafos candidatos
y definir el tamafio maximo de los subgrafos a obtener [13]. Mediante la determinacién de los costos de
las operaciones de edicion el usuario puede influir en el cotejo a favor o en contra de determinados tipos
de operaciones.

Este algoritmo se ha usado para procesar un solo grafo etiquetado y no dirigido, pero se plantea que
puede utilizarse para procesar colecciones de grafos [34]. Sin embargo, no se han encontrado trabajos que
aborden la variante del procesamiento de colecciones de grafos en SUBDUE Yy sin estos, no se conoce
la forma de calcular la frecuencia del candidato. Una modificacion de SUBDUE para trabajar sobre una
coleccién D, pudiera ser definiendo a D como un gran grafo no conexo, entonces solamente se modificaria
el calculo del soporte enfocado a los subgrafos conexos.

SUBDUE utiliza MDL para evaluar las subestructuras candidatas manteniendo las que mejor comp-
riman el grafo de entrada, en lugar de calcular su frecuencia. Esto es posible debido a que mientras mds
ocurrencias existan de la subestructura en el grafo, mas comprimido quedard y de esta forma se mantienen
las subestructuras mds frecuentes. El uso de MDL cuando se procese una coleccion seria mantener las
subestructuras que mejor compriman la coleccién. Sin embargo, pudiera existir una subestructura S; que
tenga una o varias ocurrencias en un solo grafo de D pero su tamafio es lo suficientemente grande como
para comprimir D mejor que otra subestructura S; de menor tamafio que presenta ocurrencias en varios
grafos de D. De esta forma se desechan candidatos como §; para mantener subestructuras como S;.

La complejidad computacional del cdlculo de la DEG es exponencial en términos del nimero de
vértices del grafo [31],[32]. Esto se debe a que es necesario explorar todos los posibles caminos de edicién
en un grafo para determinar el de menor costo. No obstante, algunos autores han aplicado diferentes
heuristicas que permiten no procesar todos los posibles caminos de edicién [5].

En SUBDUE se identifica el camino de edicién de menor costo explorando todos los posibles caminos
entre los grafos. Esto hace que este algoritmos tenga una complejidad computacional alta. En funcién
del camino de menor costo CE y su costo resultante segtn los costos de las operaciones de edicion
dados por el usuario en el llamado al procedimiento DEG(G,G»,iC,sC,dC,CE,Costo) 6 se define la
similitud entre grafos. Siendo G| = (Vy,E;,L1,l1) y Ga = (Va,Ea, Ly, ), el tamano del mayor grafo
Max(Size(G1),Size(G2)) y el costo del camino de ediciéon CE definido por Costo, se puede calcular
S(G1,G3,Costo) segin (14). Cuando los dos grafos son muy parecidos S(Gy,G,,Costo) = 1 y mientras
mas diferentes sean mds se acerca a cero el valor de la similitud.

Costo
Max(Size(G1),Size(G2))

S(G1,G,,Costo) =1 (14)

En SUBDUE se presenta el esquema de compresion conocido como el principio MDL descrito por
Rinssanen [45]. Este principio se basa en el nimero de bits necesarios para representar la subestructura.
La mejor subestructura es la que reduce al minimo el grafo de entrada G, MDL = I(S) + I(G]|S), donde
S es la subestructura descubierta, G es el grafo de entrada, I(S) es el nimero de bits necesarios para
codificar a S'y I(G|S) es el niimero de bits necesarios para codificar a G después de haber sido comprimido
usando S. Una vez que se encuentra una subestructura S, esta se utiliza para comprimir los datos de G
mediante la sustitucion de sus instancias por un puntero ptr a la nueva subestructura detectada. Por tanto,
al ser codificado un subgrafo S de un grafo G, se reduce el espacio en memoria de G y se dice que ha
sido comprimido usando S. El nimero de bits necesarios para representar G se define en (15), dada la
subestructura detectada S, el nimero de instancias n encontradas de esta en G y el puntero ptr a la misma.

1(G|S) = I(G) —n(I(S) +1(ptr)) (15)
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Para evaluar lo bien que la subestructura encontrada S comprime el grafo de entrada G se hace como
en (16). Tanto el grafo de entrada como la subestructura encontrada pueden ser codificadas usando el
siguiente esquema.
1(S)+1(G|S)

1(G)

Cuando la compresién es mayor que cero, la representacion de G usando S es usada en lugar de la
representacion original, ya que requiere menos bits. De esta manera se va comprimiendo el grafo de entra-
da G hasta lograr la mejor compresion posible de G segin las subestructuras detectadas. Esta compresion
permite minimizar, en cada iteracion, el espacio de memoria utilizado para mantener a G.

En el algoritmo 7 se muestra el punto de partida del algoritmo de los tres pseudo-cédigos que com-
ponen el algoritmo SUBDUE. Estos pseudo-cédigos conforman una variante de SUBDUE presentada por
N. S. Ketkat et al. 2005 [34], pero adaptada para el procesamiento de colecciones de grafos. El algoritmo
Subdue comienza generando una subestructura por cada etiqueta de vértices con sus ocurrencias en la
coleccién. A partir de dichas subestructuras se comienza el minado de SAF. Con el llamado al proced-
imiento subdue _BExten en la linea 3 se obtienen las extensiones en todas las posibles formas de cada
subestructura identificada. Al finalizar el minado se retorna un subconjunto de subgrafos frecuentes.

Compression =1 —

(16)

Algoritmo 7: Subdue(D,Beam,MB,MS, Limit,iC,sC,dC,t)
Input: D : Una coleccién de grafos, Beam : Umbral maximo del espacio de bisqueda, MB : Umbral de la cantidad
mdxima de los subgrafos a encontrar, MS : Umbral del tamafio mdximo de los subgrafos a encontrar, Limit :
Numero de estructuras a incluir en la bisqueda, iC : Costo de la operacion de insercion de arista o vértice, sC :
Costo de la operacidn de sustitucion de arista o vértice, dC : Costo de la operacion de insercion de eliminacién de
arista o vértice, T : Umbral de minima similitud.
Output: F : Conjunto de los SAF, tal que |F| < MB.

S < {Subestructuras generadas a partir de las etiquetas de los vértices};
Inicializar para cada subestructura s € S la lista de correspondencias EC(s,D);
subdue _BExten(S,D, Beam,MB,MS, Limit,iC,sC,dC,t,0,F);

return F;

B W N -

Algoritmo 8: subdue BExten(S,D,Beam,MB,MS, Limit,iC,sC,dC,t,Pro,F)

Input: S': Conjunto de SAF, D : Una coleccién de grafos, Beam : Umbral maximo del espacio de bisqueda, MB : Umbral
de la cantidad méxima de los subgrafos a encontrar, MS : Umbral del tamafio maximo de los subgrafos a
encontrar, Limit : Nimero de estructuras a incluir en la biisqueda, iC : Costo de la operacion de insercién de arista
o vértice, sC : Costo de la operacién de sustitucion de arista o vértice, dC : Costo de la operacién de eliminacién
de arista o vértice, T : Umbral de minima similitud, Pro : Cantidad de subgrafos procesados.

Output: F : Conjunto de los SAF, tal que |[F| < MB.

1 while S £ 0 AND Pro < Limit do

2 Almacenar en T el primer elemento de S; Eliminar de S el primer elemento;

3 foreach (i,A) € EC(T,D) do subdue_BCandidatos_LC(T,LC(T,G;), G;,,iC,sC,dC,C);
4 foreach G € C do

5 if Size (G) > MS then Eliminar G de C;

!

7

8

9

else Evaluar G y se reordena en C segun su valor MDL de forma ascendente;

Eliminar los dltimos elementos de C, tal que |C| < Beam;
Insertar 7 en F ordenado por su valor MDL de forma ascendente, manteniendo |F| < MB;
Pro++;

10 if C # 0 AND Pro < Limit then subdue_BExten(C,D,Beam,MB,MS, Limit,iC,sC,dC,t,Pro,F),

Los detalles del algoritmo subdue_BExten se presentan en el algoritmo 8. Este algoritmo es el encarga-
do de realizar el crecimiento de patrones (ver analogia con el algoritmo 4). Los candidatos son obtenidos
mediante el llamado al procedimiento subdue_BCandidatos_LC en la linea 3. No todos estos candidatos
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son almacenados para proximos procesamientos, solo los que su tamaiio no sobrepase el valor del umbral
del tamafno maximo de los subgrafos a encontrar MS (ver linea 5). Por lo tanto, se desechan posibles SAF,
permitiendo la pérdida de informacién y la obtencién de un conjunto solucién incompleto. De estos can-
didatos almacenados solamente se mantendran para la préxima iteracién los Beam que mejor compriman
la coleccion de grafos D (ver linea 7). Este proceso se realizard hasta que se hayan identificado como
maximo la cantidad limite de subgrafos definida por el usuario denotada por Limit (ver lineas 10). De esta
forma no se obtendrdn todos los subgrafos que mejor comprimen a D.

Los detalles del algoritmo de bisqueda de los subgrafos candidatos con el uso de las listas de corre-
spondencias son mostrados en el algoritmo 9 (ver analogia con el algoritmo 2). De los candidatos obtenidos
solamente se mantendrdn los que cumplan con el umbral de minima similitud T y su valor de costo no
sobrepase el tamafio del mayor subgrafo involucrado en la similitud (ver linea 7). El cdlculo de dicha
similitud se realiza mediante (14) basado en la DEG (ver lineas 5-8).

Algoritmo 9: subdue_BCandidatos LC(T,LC(T,G;),G,1,iC,sC,dC,C)

Input: 7 = (V,E) : Un grafo candidato, LC(T,G;) : Lista de correspondencias de T en G;, G; : Un grafo, T: Umbral de
minima similitud, iC : Costo de la operacién de insercién de arista o vértice, sC : Costo de la operacién de
sustitucion de arista o vértice, dC : Costo de la operacion de eliminacién de arista o vértice.

Output: C : Los hijos de T que ocurren en G;.

1 foreach prr = (t,A) € LC(T,G;) do
Obtener la ocurrencia aproximada g de T en G; mediante las pruebas de sub-isomorfismo recorriendo LC(T,G;) a
través de A;
foreach (u,v;); € Gi, donde (u,v;); € N(g) do
foreach w € V', donde (u,w) ¢ E y V' es el conjunto de todos los vértices con etiquetas diferentes de D do
DEG (T ¢ (u,w),g o (u,v})i,iC,sC,dC,CE,Costo) ;
if CE # 0 then
if S(T o (u,v),g0(u,vj)r,Costo) > 1 AND Costo < Size(T o (u,w)) then
C+ CU{To(u,w)};
Crear o actualizar LC(T < (u,w), G;) con el par ordenado (j, ptr) si es una extensién por un
vértice o (k, ptr) en caso de que sea cerrada;

(S
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Normalmente, cuando la longitud de descripcién de la extensién de una subestructura comienza a
aumentar, una futura extension de esta otra no obtendra una longitud mas pequeia. Por tal motivo, este al-
goritmo hace uso de un mecanismo de poda que elimina las extensiones de las subestructuras del conjunto
a mantener cuando su valor MDL se incrementa.

3.1.2 RNGV

El algoritmo RNGYV presentado por Song y Chen [5] para la mineria de SAF, que encuentra todos los SAF
maximales® en una coleccién de grafos etiquetados y dirigidos. Al igual que SUBDUE, la base de este
algoritmo es el uso de DEG. Sin embargo, en este trabajo se defiende la idea de que el objetivo del cotejo
inexacto de grafos es encontrar eficientemente si dos grafos cotejan de manera inexacta y no encontrar la
mejor forma para que estos cotejen. De esta manera no es necesario el procesamiento de todos los posibles
caminos de edicidn, sino que solamente se procesan un nimero de caminos hasta que se encuentra uno
que permita el cotejo de los grafos bajo el umbral de minima similitud sin importar si es el mas cercano
a lo 6ptimo. Esta variante hace que este algoritmo marque una diferencia en tiempos de procesamiento
respecto a SUBDUE. Para lograr esto se combina la distacia de insercion y la DEG.

5 Es maximal ya que no estd contenido en ningtin otro SAF
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En RNGV se utilizan métodos heurfsticos que reducen considerablemente el tiempo de procesamiento
al calcular el soporte del cotejo inexacto. Estos métodos se conocen como mecanismo de comprobacion
rdpida y mecanismo que limita el tamafio del espacio de bisqueda.

El mecanismo de comprobacién rdpida (ver definicion 30) es utilizado para saber si el subgrafo T
coteja de forma inexacta con algiin subgrafo del grafo G; sin tener que encontrar un camino de edicién
definitivo. Por esta razdn se utiliza una combinacion de la distancia de insercién y la DEG. Las operaciones
de edicion de vértices y aristas en este algoritmo presentan un costo fijo de (1) para cada insercién y
sustitucion, (0) para cada eliminacién. De esta manera el costo de la distancia de insercién segtin la
definicién 14 seria:

I,disl(Gl,Gz) :Size(Gl)—I(Gl,Gg). a7n

Definicion 30 (Mecanismo de comprobacion). Un grafo G| coteja de manera inexacta con Gy si de-
spués de un camino de edicion CE = {ce|,ces,...,cex} con un costo ¢ = Cost(CE) se obtiene G3 y dado
un umbral T, se tiene que:

I dist(Gy,G3) + ¢ < txSize(Gy). (18)

Este mecanismo comprueba si G| y G, cotejan de forma inexacta segin (18), donde G5 es el grafo
resultante cuando se le realizan las operaciones de edicion CE; = {e;,,...,e; } al grafo G,. El camino de
edicion CE; forma parte del conjunto de caminos de edicién Y(G»,G3) = {CE},...,CE,} obtenidos con
el uso de DEG en un nivel determinado, en este caso el nivel es k.

El mecanismo que limita el tamafio del espacio de bisqueda permite mantener solamente algunos
caminos de edicién como candidatos para la siguiente ronda de bisqueda. De esta manera no se realizan
las extensiones de todos los caminos sino solamente de los que potencialmente pudieran dar la solucién.

Definicion 31 (Mecanismo de limite de biasqueda). Dados los subgrafos G1, Gy y un factor del limite
de biisqueda f|(0 < f < 1), se obtiene Gz mediante un camino de edicion CE = {e, ..., e} con un costo
¢ = Cost(CE) y se determina que Gz y CE se mantienen para la préxima ronda si y solo si, se cumple
que:

I dist(G1,G3) +c < f*Size(G). (19)

Este mecanismo desecha del conjunto de caminos los CE; € Y(G,,G3) que no cumplen con (19), de
esta manera se reduce la cantidad de caminos de edicién de Y (G2, G3) obtenidos con el uso de DEG en un
nivel determinado, en este caso el nivel es k. Esta reduccion permite que pasen a la obtencién del siguiente
nivel solamente los CE; que pudiesen contribuir a la obtencién del resultado esperado.

Algoritmo 10: rngv_Cmp(Gy,G,7, f,CE,Y)
Input: G : Un subgrafo, G; : Un grafo, T : Umbral de tolerancia del cotejo, f : Factor del limite de bisqueda, CE : Un
camino de edicién.
Output: Y : Conjunto de caminos de edicién, Verdadero si coteja de forma inexacta, Falso en caso contrario.

Obtener G3 al aplicarle CE a Gy;

c+Cost (CE,1,1,0) ; result < Falso;

if I_dist(G,G3) + ¢ < tx Size(G)) then result < Verdadero;
else if I_dist(G1,G3) +c < f*Size(Gy) then Y <~ YU {CE};
return result;

N AW N -

El pseudo-c6digo mostrado en el algoritmo 10 realiza la comprobacion del candidato con el uso de (18)
en la linea 3 y retorna verdadero en caso satisfactorio, en caso contrario, mantiene el camino de edicién si
cumple con (19) (ver lineas 4) y retorna falso. Estas comprobaciones se realiza después de haber obtenido
G3 como resultado de G» al aplicarle un camino de edicién CE (ver linea 1).
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El algoritmo RNGV 11 es el punto de partida para dar comienzo a la biisqueda de SAF. Este algoritmo
parte de todas las subestructuras compuestas por las aristas que tengan al menos (n * ) ocurrencias en
la coleccién de grafos D (ver linea 1). En este algoritmo las listas de identificadores se crean en forma
de matriz indizada por los vértices y aristas en las filas y por los identificadores de los grafos G; € D en
las columnas. Cuando la celda m; ; = 1 indica que la arista o vértice i tiene una aparicion en el grafo j
de la coleccion, en caso contrario m; ; = 0. Se realiza el llamado al procedimiento encargado de extender
de forma recursiva los SAF (ver linea 3). Finalmente, como resultado se obtienen en F todos los SAF
maximales en D.

Algoritmo 11: RNGV (D, d,7, f)

Input: D : Coleccién de grafos, 6 : Umbral de soporte, T: Umbral de minima similitud, f : Factor del 1imite de bisqueda.
Output: F : Conjunto de SAF maximales.

C + {Auistas frecuentes en D};

Inicializar para cada subestructura de T € C la lista de identificadores LI(T,D);
foreach T € C do rngv_DExten(T,D,d,7, f,F);

return F;

AW N -

En el algoritmo 12 se muestran los detalles del algoritmo encargado de realizar el crecimiento de
patrones (ver analogia con el algoritmo 3). En caso de que exista al menos una extensién de T que resulte
frecuente, entonces se marcard la existencia de una extension satisfactoria de 7 y se continda con la
extension del SAF actual. Finalmente s6lo se adicionan a F' los SAF que no posean ninguna extension
frecuente (ver lineas 6).

Algoritmo 12: rngv_DExten(T,D,d,%, f,F)

Input: 7 : Un subgrafo frecuente, D : Coleccién de grafos, 8 : Umbral de soporte, T : Umbral de minima similitud, f :
Factor del limite de buisqueda.
Output: F : Conjunto de SAF maximales.

foreach G; € D do rngv_BCandidatos _LI(T,G;,x, f,C);
foreach G € C do
if supApp (G,D) > (nx8) AND G ¢ F then
L Marcar como extension satisfactoria;

N AW -

rngv_DExten(G,D, 8,7, f,F);

6 if La extension no fue satisfactoria then F < FU{T};

El algoritmo 13 se encarga de generar los candidatos hijos de un SAF con el uso de las listas de
identificadores (ver analogia con el algoritmo 1). Mediante el llamado al procedimiento Cote joRNGV en
la linea 4 se comprueba si el candidato se almacena en C para verificar su soporte.

Algoritmo 13: rngv_BCandidatos LI(T,G;,, f,C)

Input: 7 = (V,E) : Un grafo candidato, G; : Un grafo, T : Umbral de minima similitud, f : Factor del limite de bisqueda.
Output: C : Los hijos de T que ocurren en G;.

O(T,G;) + {Conjunto de ocurrencias de T en G;};
foreach (u,v) € G;, donde (u,v) € N(0j), 0j € O(T,G;) do
foreach w € V', donde (u,w) ¢ E y V' es el conjunto de vértices con etiquetas diferentes de D do
if Cote joRNGV (T ¢ (u,w), G;, T, f) = Verdadero then
C+—CU{To(uw)};
L LI(T ¢ (u,w),D) < LI(T o (u,w),D) U{i};

A N AW N =

El algoritmo 14 se encarga de comprobar si un subgrafo candidato G; coteja de forma inexacta con
algtn subgrafo de G,. Primero se comprueba si cotejan mediante la distancia de insercion de G| a G, (ver
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lineas 1-2). En caso contrario se le comienzan a aplicar operaciones de edicidn a G, hasta que el llamado
al procedimiento rngv_Cmp retorne verdadero o mientras que el conjunto de caminos de edicién obtenido
por DEG bajo el mecanismo de limite de busqueda Y no esté vacio (ver lineas 3-19). En las lineas 4-9 se
generan los caminos de edicién del nivel 1 y en las lineas 11-19 se generan para los niveles superiores a 1.
Este algoritmo finaliza la biisqueda de caminos de edicién cuando se obtiene un candidato que coteja de
forma inexacta con G o cuando no existan mas caminos de edicién candidatos en Y.

Algoritmo 14: Cote joRNGV (G, G2, 7, f)

Input: G| = (V1,E) : Un subgrafo, G, = (V»,E,) : Un grafo, T : Umbral de minima similitud, f : factor del limite de
busqueda.
Qutput: Verdadero si coteja de forma inexacta, Falso en caso contrario.

1 result < Falso;
2 if I.dist(Gy,G;) < txSize(G) then result < Verdadero;
3 else
4 foreach (u,v);, € E; do
5 CE + {(u,v)2, = (u,v)1,|(u,v)2, € E2,(u,v)2, # (u,v)1,}; //Operacion de sustitucion
6 if rngv_Cmp(G1,Gyo,7, f,CE,Y) = Verdadero then result + Verdadero; Finalizar el foreach;
7 if result = Falso then
8 CE < {(u,v)2, — €|(u,v)2, € E2}; //Operacién de eliminacion
9 if rngv_Cmp(G1,Ga,7, f,CE,Y) = Verdadero then result < Verdadero;,
10 if result = Falso AND Y # 0 then
11 Extraer el primer elemento de Y; Guardar el elemento extraidoen 7 y en CE;
12 while k < |E>| tal que CE = {(u,v)2, = (u,v)1, ..., (,v)2, = vy, } do
13 foreach (u,v)1, € Ex\ {(u,v)1,, ... (u,)1, } do
14 CE < TU{(u,v)2,,, = (u,v)1,|(u,v)2,, € Ea,(u,v)2,,, # (u,v)1,}5
15 if rngv_Cmp(Gy,G,,7, f,CE,Y) = Verdadero then result < Verdadero; Finalizar los dos ciclos
(foreach y while);
16 CE < TU{(u,v)2, = €|(u,v)2, € E2}; //Operacién de eliminacién
17 if rngv_Cmp(G1,G,,7, f,CE,Y) = Verdadero then result < Verdadero; Finalizar el while;
18 else if Y = 0 then Finalizar el while;
19 Extraer el primer elemento de Y; Guarda el elemento extraido en 7'y en CE;

20 return result;

En RNGYV se obtienen los caminos de edicién CE que permiten identificar si un grafo coteja de forma
inexacta con otro. De esta forma identifican todos los subgrafos candidatos en el recorrido del espacio de
busqueda. Sin embargo, no utilizan la informacién que brindan los SAF, como CE que lo identific6 como
candidato en su momento, para la identificacién de sus hijos. Siempre se busca el CE que le pertenece
al subgrafo partiendo de 0. De esta forma se generan una y otra vez los mismos caminos de edicién y se
desecha una via rpida para identificar el cotejo entre grafos ya que no necesitan el mejor cotejo como
SUBDUE.

3.1.3 Discusion

En los algoritmos basados en DEG se detectaron los siguientes problemas:

1. Para la obtencién de los caminos de edicién de todos los subgrafos candidatos no se tienen en cuenta
los caminos identificados para los subgrafos que les dieron origen y son confeccionados comenzando
desde 0, lo cual afecta la eficiencia de estos algoritmos.

2. SUBDUE presenta alta complejidad computacional que atenta contra su eficiencia.

3. En SUBDUE el usuario define el tamafio maximo y la cantidad maxima de los subgrafos a obtener
provocando pérdida de la informacién de posibles SAF resultantes.
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4. En SUBDUE se desechan candidatos con un niimero considerable de ocurrencias para mantener sube-
structuras de mayor tamafio que no necesariamente son mas frecuentes que los anteriores, provocando
pérdida de informacion.

3.2 Algoritmos basados en 3 arista sub-isomorfismo

Como se menciond en la seccidn 2.1.2, esta técnica de cotejo calcula la similitud entre grafos manteniendo
los vértices y permite una cantidad maxima (B) de diferencias entre las aristas (ver definicién 15). Estas
diferencias son solamente ante la ausencia de aristas, lo que hace que el cotejo inexacto sea parcial. En la
figura 14 se muestra un ejemplo de [ arista isomorfismo con [ = 2, observe que el grafo 7 es no conexo.

Fig. 14. Ejemplo con 3 =2 donde el grafo T ~5 Gy G ~p Q, ya que en ambos casos se tienen a lo sumo [ aristas diferentes,
cuyas etiquetas son igual a 0 en el grafo T en el primer caso y en el segundo caso en el grafo G.

En la literatura se reporté un algoritmo conocido como Monkey que utiliza 3 arista isomorfismo como
funcién de similitud entre grafos. Este fue presentado por S. Zhang et al. [24] para la mineria de SAF en
una coleccidn de grafos D etiquetados y no dirigidos. Este algoritmo transforma los grafos de la coleccién
en completos creando aristas virtuales con la etiqueta 0 entre los vértices que no estén unidos mediante
alguna arista. De esta forma simplemente se sustituyen las aristas que poseen la etiqueta @ por las que
contienen valor en la etiqueta.

En Monkey se determina si el subgrafo 7" es aproximado frecuente segin la definicién 32, con el uso
del conjunto de grafos G; € D de los cuales T es [ arista sub-isomorfo, denotado por supg(D,T,B) =
{Gi € DT Cp G;}. Sin embargo, para que T se incluya en los resultados no debe tener ninguna arista que
aparezca menos de (8 — o) veces en supg(D,T,[), donde & es el umbral de minima frecuencia y o es un
nimero entero definido por el usuario.

Definicion 32 (B arista J frecuente). Dada la coleccion de grafos D, un umbral de minima frecuencia d,
un niimero entero oy un umbral de mdximas diferencias entre aristas P, se dice que el grafo T = (V,E)
es B arista d frecuente si cumple con las siguientes caracteristicas.

= [supg(D,T,B)| >3,y

» Por cada arista (u,v) € E,|S| > 8 — o, donde S C supg(D,T,B) y cada grafo G; € S cumple con
la siguiente condicion. G; contiene al menos un subgrafo Q = (V',E'),Q ~g T y |0O((u,v),0))| =
10((u,v), )|,

En el algoritmo 15 se muestran los detalles del procedimiento encargado de generar los candidatos
hijos de un SAF T en un grafo G; € D (ver analogia con el algoritmo 1). El cdlculo de la similitud entre los
subgrafos candidatos y sus ocurrencias aproximadas se realiza mediante el uso de 3 arista isomorfismo.
Los candidatos son almacenados en dos tablas hash, una para los que son arboles denotada por HT y otra
para los que son grafos denotada por HNt. Para HT se utilizan los c6digos DFS como llaves mientras que
en HNt se utilizan los c6digos CAM. Estas formas candnicas son obtenidas mediante costosas pruebas de
formas candnicas y se le realizan a todos los candidatos generados por el crecimiento de patrones.
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El algoritmo 16 muestra el pseudo-cddigo de Monkey, que comienza a partir de los subgrafos aprox-
imados frecuentes compuestos por una arista (ver linea 1). Para cada arista (u,v) frecuente, el proced-
imiento monkey_DExten se encarga de encontrar todos los SAF que la contengan. Luego, la arista (u,v) se
elimina de cada uno de los grafos de la coleccidn; por tanto esta arista no serd utilizada en las iteraciones
siguientes.

Algoritmo 15: monkey_BCandidatos_LI(T,G;,[3,C)

Input: 7 = (V,E) : Un grafo candidato, G; : Un grafo, 3 : Cantidad médxima de aristas diferentes.
Qutput: C: Los hijos de T que ocurren en G;.

O(T,G;) < {Conjunto de ocurrencias de T en G;};
foreach (u,v) € G;, donde (u,v) € N(oj), 0j € O(T,G;) do
foreach w € V', donde (u,w) ¢ E y V' es el conjunto de todos los vértices con etiquetas diferentes de D do
ifojo(u,v) ~p T o (u,w) then
if T o (u,w) es un drbol then HT < HT U{T ¢ (u,w)}; // Funcién hash
else HNt <— HNt U{T ¢ (u,w)}; // Funcién hash para los candidatos que son grafos
C+ CU{To(u,w)};
LI(T o (u,w),D) < LI(T ¢ (u,w),D) U{i};
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Algoritmo 16: Monkey(D,3,3,)

Input: D : Colecci6n de grafos, f : Cantidad méxima de aristas diferentes, & : Umbral minimo de soporte, o : Un nimero
entero factor del umbral de soporte de cada arista.
Output: F : Conjunto de subgrafos J arista 3 frecuentes en D.

F < C < {Auistas aproximadas frecuentes en D};

Eliminar de D todas las aristas que no son frecuentes;

foreach T € C do
monkey_DExten(T,D,B,8,0, F);
Eliminar las aristas iguales a T de cada uno de los grafos de D;
if |D| < & then Finalizar el foreach;
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return F;

El algoritmo 17 muestra los detalles del procedimiento encargado de realizar el crecimiento de pa-
trones (ver analogia con el algoritmo 3). Mediante el llamado al procedimiento monkey_BCandidatos_LI
por cada grafo de la coleccidn se genera el conjunto de subgrafos candidatos C.

Algoritmo 17: monkey_DExten(T,D,, 0,0, F)

Input: D : Coleccién de grafos, T : Un grafo candidato, O(T, D) : Conjunto de ocurrencias de 7 en D, B : Cantidad
maxima de aristas diferentes, & : Umbral minimo de soporte, o : Nimero entero.
Output: F : Conjunto de subgrafos B arista & frecuentes en D.

1 foreach G; € D do monkey_BCandidatos_LI(T,G;,B,C);

2 Eliminar de C los candidatos que no son 3} arista 8 frecuentes en D;
3 foreach G € Cdo

4 if G ¢ F then

5 F + FU{G};

6 L monkey _DExten(G,D, 8,1, F);

Los algoritmos en general que utilicen B arista sub-isomorfismo solamente realizardn un cotejo in-
exacto donde esté presente la adicion de aristas sobre la coleccidon de grafos. En el caso de Monkey, se
detectaron ademds los siguientes problemas:

1. En Monkey se realizan las costosas pruebas de formas candnicas a todos los candidatos generados por
el crecimiento de patrones, lo que reduce la eficiencia de dicho algoritmo.
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2. En Monkey se realizan las costosas pruebas de sub-isomorfismo debido al uso de listas de identifi-
cadores para indizar la coleccién, afectando la eficiencia de dicho algoritmo.

3.3 Algoritmos basados en homeomorfismo con vértice/arista disjuntas

El algoritmo conocido como CSMiner fue presentado por Y. Xiao et al. para la mineria basado en la
conservacion de las topologias de los grafos [6],[16]. La funcién de similitud utilizada en este algoritmo
para la mineria de SAF se conoce como homeomorfismo con vértice/arista disjuntas (ver definicion 22).
Ese algoritmo se basa en el paradigma de los algoritmos Apriori y de esta manera obtiene todos los
subgrafos que son isomorfos a una (,h)-Topologia menor (ver definicién 33) de cada grafo G; € D C Q. La
definicion del problema de la mineria de subgrafos que conservan la topologia se identifica con la mineria
de subgrafos frecuentes tradicional. Por lo que se ha considerado este algoritmo entre los algoritmos
desarrollados para la mineria de SAF. Sin embargo, CSMiner tiene una caracteristica que lo distingue de
los demads algoritmos para este tipo de mineria y es que la frecuencia de los subgrafos candidatos tiene
que es de 100 % para ser identificados como frecuentes.

Definicion 33 ((1,h)-Topologia menor). Sean G,Y,X € Q, G C Y, X una topologia menor de Y (ver
figura 11) y G es una subdivision de X, si G se obtiene al reemplazar todas las aristas de X por caminos
independientes con una longitud de | a h, entonces G es (LLh)-subdivisiéon de X y T es una (L,h)-Topologia
menor de Y .

En otras palabras, determinar si un grafo 7" es una (I,h)-Topologia menor de G es equivalente a encon-
trar un par de funciones de mapeo (f,, f,) entre estos grafos, donde f, mapea los vértices de T con los de
G que tengan las mismas etiquetas y f, mapea las aristas de 7' con los correspondientes caminos de G. La
solucién de esta determinacion se describe como la tupla (NM, EPM), donde NM es el conjunto de pares
de vértices que cotejan y EPM es el conjunto de pares arista-camino que cotejan.

Algoritmo 18: NodeMappingSearch(state, M ,R,E V)
Input: M : Matriz del mapeo entre los vértices, R : Matriz de los caminos independientes, V Conjunto de vértices, E :
Conjuntos de aristas.
Output: state : Estado del cotejo, VERDADERO si se encontré un mapeo completo, FALSO en caso contrario.

if [NMgqe| = |V| then result <+ VERDADERO;
else if Existe al menos una fila de M que todos los valores sean O then result < FALSO;
else

found < FALSO;

while found = FALSO AND Existan pares de vértices vdlidos por mapear do
m < El siguiente par de vértices vélidos (v;,v;);

statey < state;

NMtate < NMggre U{m}; Actualizar M y R;

E' ={(vi,u)lu € NMggeNV,u € N(vi)};

if E' = 0 then found < NodeMappingSearch(state, M,R,E,V);

else found <+ EdgePathMappingSearch(state,M,R E E’);

if found = VERDADERO then state < statey;
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return found;
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El algoritmo 19 muestra el pseudo-cédigo encargado de verificar si entre un subgrafo candidato 7'y
G € D existe una relacién de (I,h)-Topologia menor. Luego de inicializar las estructuras de datos basicas
para este algoritmo en las lineas 1-2, comienza el proceso de cotejo de vértices partiendo de un esta-
do inicial (vacio) mediante el llamado al procedimiento NodeMappingSearch (ver linea 3). Cuando un
completo mapeo de vértices haya sido obtenido comienza el proceso de cotejo del espacio de bisqueda
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de aristas-caminos mediante el llamado al procedimiento EdgePathMappingSearch (ver lineas 4). Final-
mente, retorna verdadero si 7' es una (1,h)-Topologia menor de G y falso en caso contrario. Estos dltimos
son representados mediante los algoritmos 18 y 20.

Algoritmo 19: ndSHD(T,G,1,h)

Input: T = (V,E,L,1),G : Dos grafos etiquetados, / : Longitud minima de un camino, / : Longitud maxima de un
camino.
Output: VERDADERO si T es una (1,h)-Topologia menor de G, FALSO en caso contrario.

Construir una matriz M que represente el mapeo entre los vértices de 7' y G;

Construir una matriz R que represente los caminos independientes;

result < NodeMappingSearch(state, M,R,V ),

if state es un cotejo valido then result < EdgePathMappingSearch(state, M,R,E E);
return result;

NR W N -

Como se pudo observar en el procedimiento anterior (ndSHD), la eficiencia del algoritmo CSMiner
se ve afectada ya que se recorre el espacio de busqueda en dos niveles por cada candidato 7. Un primer
nivel para realizar el cotejo de los pares de vértices y un segundo nivel para realizar el cotejo de los pares
arista-camino.

Algoritmo 20: EdgePathMappingSearch(state,M,R,E\,E,)
Input: M : Matriz del mapeo entre los vértices, R : Matriz de los caminos independientes, Ej, E; Dos conjuntos de
aristas.
Output: state : Estado del cotejo, VERDADERO si se encontré un mapeo completo, FALSO en caso contrario.

if |EPM4te| = |E1| then result < VERDADERO;
else if Si no existe un camino entre cualquier par de vértices rama en R then result < FALSO;
else

found < FALSO;
while found = FALSO AND Existan pares arista-camino vdlidos por mapear do
m < El siguiente par arista-camino vélido;
statey < state;
EPMgqte < EPMgqre U{m}; Actualizar M y R;
found < EdgePathMappingSearch(state, M,R,E,E>);
if found = VERDADERO then found < NodeMappingSearch(state, M,R,V,E\);
else state < statey;

o 0NN R W

—
e

return found;

p—
|8}

En CSMiner se emplean tres operadores de fusion para generar los subgrafos candidatos: un operador
de fusidn hacia delante y dos hacia atras. Con el objetivo de identificar cudl operador utilizar se organizan
los vértices de los subgrafos de forma ascendente segtin sus indices y los subgrafos de la misma forma
segiin el orden lexicogréfico basado en los indices de los vértices. A cada subgrafo patrén T € F se le
asigna un identificador PID y una secuencia de bit b = by, ...,bjp1| donde b; = 1 si la i-ésima arista de F' !
ocurre en T', b; = 0 en caso contrario. De esta forma se asocian para cada subgrafo patrén un par ordenado
(PID;,PID;,) que indican los patrones que le dieron origen. Esto se realiza con el objetivo de identificar
si dos patrones son fusionables hacia delante o hacia atrds mediante la definicién 34 dada a continuacion.

Definicion 34 (Operadores de fusion). Dado un conjunto de SAF de tamario k ordenados de forma
ascendente C* C Q, para dos grafos Ty, T, € C* se define la fusion de la siguiente manera:

= Fusion hacia delante, denotada por T\ > T», si T\.PIDy = T,.PID;.
» Fusion hacia atrds 1, denotada por Ty <1 T, si T\.PID| = T,.PID;.
» Fusion hacia atrds 2, denotada por Ty <o Ty, si T\ .PID, = T.PID.



Mineria de subgrafos frecuentes utilizando cotejo inexacto de grafos 29

El algoritmo CSMiner comienza la mineria a partir de todas las aristas que ocurran en todos los G; € D,
luego realiza el llamado al procedimiento 21 para finalmente obtener como resultado el conjunto de todos
los SAF en la coleccién D. El algoritmo 21 es el encargado de obtener los candidatos a partir de los
SAF de mayor tamafio como algoritmo Apriori en cuestién (ver analogia con el algoritmo 5). Las pruebas
de fusion se realizan solamente comparando los identificadores del par de patrones que dan origen al
candidato actual (ver lineas 3-5). Para las pruebas de duplicidad P ¢ C (ver linea 6) se realizan mediante
un AND(&) l6gico entre las secuencias de bitsde Py T; € C, i.e. si P.b&T;.b = P.b entonces P es duplicado
de T;. En este algoritmo se utiliza el conjunto de subgrafos infrecuentes para filtrar el conjunto de subgrafos
candidatos. Este procedimiento de poda se describe en la linea 7.

Algoritmo 21: Apriori CSMiner(S,D,l,h,F)
Input: S : Subconjunto de SAF, D : Una coleccién de grafos, [ : Longitud minima de un camino, / : Longitud méxima de
un camino.
Output: F : Conjunto de todos los SAF.

foreach 7; € S do
foreach T; € S do
if 7\.PID, = T>.PID then P < T; > T»;
else if 77.PID| = T,.PID| then P + T <1 T»;
else if 71.PIDy = T,.PID; then P < T| <3 T5;
if P#£0AND P ¢ C then
L if Ningun subgrafo de la lista de infrecuentes es subpatrén de P then C <— CU{P};
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8 foreach 7 € C do
9 L foreach G; € D do if ndSHD(T, G;,l,h) = FALSE then Se elimina 7 de C;

10 if C # 0 then F + FUC; Apriori_CSMiner(C,D,3,7,F);

Al algoritmo CSMiner se le detectaros los siguientes problemas:

1. Se recorre el espacio de buisqueda en dos ocaciones por cada candidato, una para el cotejo entre los
vértices del candidato 7' y los del grafo de la coleccién G; € Dy otra para el cotejo entre las aristas de
T y los caminos de G;. Esto influye de forma negativa en la eficiencia de este algoritmo.

2. Se realizan las costosas pruebas de sub-isomorfismo ya que no se almacenan las ocurrencias de los
candidatos en la coleccién, sino que solamente se mantienen los identificadores de los grafos donde
ocurren, afectando la eficiencia de dicho algoritmo.

3.4 Algoritmos basados en isomorfismo con el uso de heuristicas para el calculo de la frecuencia
aproximada

En la literatura se report6 un algoritmo conocido como MUSE (de sus siglas en inglés, Mining Uncertain
Subgraph pattErns) presentado por Z. Zuo et al. [4],[33]. Este algoritmo fue desarrollado para la mineria
de SAF basado en isomorfismo como funcién de similitud entre grafos. La inexactitud en este algoritmo
se obtiene mediante el uso de una heuristica presentada con el nombre de soporte esperado (ver definicion
35) que determina si un subgrafo candidato puede ser frecuente.

MUSE trabaja sobre colecciones de grafos conexos, no dirigidos y etiquetados, con un valor agre-
gado a las aristas que representa la probabilidad de su existencia definido por el intervalo (0, 1]. Estos
grafos se conocen como grafos inciertos y a diferencia de los grafos presentados en la seccién 2, un grafo
incierto G tiene asociado un conjunto de grafos etiquetados conocidos como grafos implicados denotados
por I(G). Estos grafos implicados son grafos con una probabilidad muy cercana a 1 de que sus aristas
existan. A cada grafo incierto G = (V,E,L,l, P) le corresponde una cantidad de grafos implicados en fun-
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cién de su cantidad de aristas, es decir |I(G)| = 2/Fl. Esto implica que una coleccién de grafos inciertos
D = {{Gy,...,G,}|G; = (V;,E;,L;,l;,P;)} tiene una coleccion de grafos implicados denotada por I(D)
donde |I(D)| =TT%L, 2lEil Esto indica que se tendran dos colecciones para ser procesadas partiendo de la
coleccién de grafos inciertos de entrada, donde el tamafio de la coleccion I(D) crece exponencialmente
por la cantidad de aristas existentes en cada grafo de D. Nétese que la complejidad computacional de
MUSE aumentar4 considerablemente mientras mayor sea la colecciéon D o mds densos sean sus grafos.

La probabilidad de que un grafo incierto G = {V,E,L,l,P} implique a un grafo I = {V! E! L I'} se
obtiene de la siguiente manera:

PG=N= ] P(wv) [I Q—P(uv))). (20)

(u,v)eE! (u,v)'€E\E!

En MUSE se dice que T es un subgrafo patron en D si es isomorfo a al menos un grafo implicado 1
de la coleccion de grafos implicados I(D). Para la identificacion de este tipo de subgrafo se debe realizar
la mineria de SF sobre /(D). Esta identificacion de subgrafo patrén es utilizada en (21) para calcular la
probabilidad de que T ocurra en G; € D, denotado por T =y Gy, si T es un subgrafo patrén en G;, donde
Y(I,T)=15siT espatrén y y(I,T) = 0 en caso contrario.

P(TCy G)= Y P(T=1y(T). 1)
IeI(G)

Algoritmo 22: approxExpSup(T,D,d,&,a,X)

Input: 7 : Un subgrafo patrén, D : Coleccién de grafos inciertos, & : Umbral de minima frecuencia, € : Umbral de
tolerancia de error relativo, o : Ndmero real, X = {X,...,X,} : Conjunto de ocurrencias exactas de T en D, X; :
Conjunto de ocurrencias exactas de T en G; € D.

Output: /,u : cota inferior y superior respectivamente de la aproximacién del soporte esperado de 7 en D.

foreach G; € D do

—

M5 In(2/9)

2 if AR (8*8)2 then

3 Construir la férmula DNF F/ =C; V...V Cy;

4 e« sg,

5 N« f_:‘g lnf

6 Z<—Pr(C1)+...+Pr(Cn);

7 for 1 7o N do

8 ke {1,...,n}; Escoger de forma aleatoria una variable m que satisfaga Cy;
9 Y <Y+ Pr(m);

10 if 7t no satisface a C; para todo 1 < j < k then X < X 4 Pr(m);
1 | ' (XZ)Y =€)+ (XZ)Y +¢);

12 else

13 Construir la férmula DNF F’ basado en X;;

14 B U+ « Pr(F);

15 | [+l ueutus

16 return [//|D|,u/|D|];

Definicion 35 (Soporte esperado). Sea T € Q un subgrafo patrén en D, D C Q, se calcula el soporte
esperado de T en D de la siguiente forma:

D]

esup(T,D) | ZP (T Cy G)). (22)
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Se dice que un subgrafo candidato 7" es SAF en una coleccién de grafos inciertos D si su soporte
esperado esup(T,D) > 8, donde J es el umbral de minima frecuencia. De esta forma se realiza la mineria
de SF sobre los subgrafos patrones en D. Para obtener el conjunto de SAF se incorpora un umbral de
tolerancia de error relativo € € [0, 1], donde T es SAF si esup(T,D) > (1 —¢€)3d.

El algoritmo 22 muestra el pseudo-cédigo que calcula el soporte esperado de un subgrafo patrén 7.
Lo primero es determinar si se buscan las ocurrencias exactas de 7' en G; € D o se calculan los intervalos
aproximados de la probabilidad de que exista una ocurrencia P(T Ty G;). [I',4/] son los intervalos aprox-
imados resultantes de P(T Cy G;). Finalmente, se retornan las cotas inferiores y superiores del soporte
esperado de T en D para una posterior comprobacion de la frecuencia aproximada de 7.

En MUSE se presenta una forma de calcular P(T Ty G;) basado en las ocurrencias de T en G;. La
técnica fundamental de este enfoque es transformar el problema de calcular P(T Ty G;) en el problema
del conteo DNF (de sus siglas en inglés Disjuntive Normal Form) [47]. Este Gltimo problema del conteo se
construye mediante tres pasos: (1) Por cada arista (,v); en una ocurrencia se crea una variable booleana
x;j. La probabilidad Pr(x;) que se le asigne verdadero es igual a la existencia de la arista P((u,v);). (2)
Por cada ocurrencia 7; de T = (V,E,L,l) se construye una cldusula C; = x;, A ... NXig, donde x;; es una
variable booleana creada por la arista (u,v) i; de la i-ésima ocurrencia de T en el paso 1. (3) La férmula
F' resultante de DNF es la disjuncion de todas las conjunciones de las cldusulas construidas para todas las
ocurrencias en el paso 2, i.e. F' = (x1; Ao AX1, ) VoV (0 A Ay )

El algoritmo 23 muestra el pseudo-cddigo inicial del algoritmo MUSE. Lo primero es encontrar to-
dos los subgrafos patrones de una arista en D. Estos subgrafos son el punto de partida para recorrer los
grafos de D mediante la llamada al procedimiento muse_DExten para la confeccidn del conjunto de SAF
resultantes del minado.

Algoritmo 23: MUSE (D, d,¢,.)
Input: D : Coleccion de grafos inciertos, 6 : Umbral de minima frecuencia, € : Umbral de tolerancia de error relativo, o :

Numero real.
Output: F : Conjunto de SAF en D.

1 C <+ {Todos los subgrafos patrones con una arista};
2 foreach T € C do muse_DExten(T,D,d,¢,0., F);
3 return F;

Algoritmo 24: muse_DExten(T,D,d,€,0, F)

Input: 7 : Un subgrafo patrén, D : Coleccién de grafos inciertos, & : Umbral de minima frecuencia, € : Umbral de
tolerancia de error relativo, o : Nimero real.
Output: F : Conjunto de SAF.

foreach G; € D do X + {Todas las ocurrencias exactas de T en G;};
[l,u] < approxExpSup(T,D,d,e,0.,X);
if/ > (1—¢€)8 AND u > 3 then
F«+ FUT,;
L C + {Todas las extensiones de T que son subgrafos patrones en D};

foreach T’ € C do
L if El prefijo del cédigo DFS de T’ es igual a T then muse_DExten(T’,D,8,e,a., F);
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En el algoritmo 24 se muestran los detalles del procedimiento encargado de realizar el crecimiento de
patrones (ver analogfa con el algoritmo 3). En la linea 2 se obtienen los cotas inferior / y superior u de la
aproximacion del soporte esperado de 7' en D mediante el llamado al procedimiento approxExpSup. En
la linea 3 se define como SAF a T si la cota inferior de la aproximacién del soporte esperado / > (1 —¢€)d
y su cota superior u > 9. En caso de que T sea SAF, entonces se agrega en el conjunto de SAF resultantes
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F (ver linea 4) y se buscan todas sus extensiones que sean patrones en D (ver linea 5). Esto tltimo implica
mantener un conjunto de subgrafos que son patrones en D e identificar cada extensién T ¢ (u,v) en este
conjunto. El esquema de codificaciéon DFS de [48] es usado por lo que en las lineas 7 se extienden los
subgrafos que el prefijo de su cédigo DFS sea igual al de 7. De esta forma se garantiza que solamente
se extenderén los patrones por su subgrafo DFS canénico. Sin embargo se realizan las pruebas de formas
candnicas para todos los candidatos identificados.

Los problemas detectados en los algoritmo que utilizan isomorfismo como funcién de similitud en la
mineria de SAF sobre grafos inciertos son los siguientes:

1. Aumenta considerablemente la complejidad computacional cuando la coleccién de grafos inciertos de
entrada D va aumentando, debido a que el tamaiio de la coleccién de grafos implicados de D aumenta
de forma exponencial en términos de la cantidad de aristas existentes en cada grafo de D.

2. En MUSE se realizan las costosas pruebas de formas canénicas para todos los candidatos generados
por el crecimiento de patrones, lo que reduce la eficiencia de dicho algoritmo.

3.5 Algoritmos basados en las probabilidades de sustitucion

Los algoritmos basados en las probabilidades de sustitucién son los primeros, hasta lo que se conoce, que
especifican cudles vértices, aristas o etiquetas pueden sustituir a otra. En los trabajos reportados se defiende
la idea de que no siempre un vértice o una arista puede ser sustituida por cualquier otra. Sobre esta base se
detectan todos los SAF con la utilizacién de funciones heuristicas que permiten calcular la similitud entre
los subgrafos y sus ocurrencias aproximadas. A continuacién se presentan algunos algoritmos reportados
que realizan este tipo de mineria.

3.5.1 gApprox

C. Chen et al. [3] presentan un algoritmo para la mineria de SAF en un gran grafo G. Este algoritmo se
conoce como gApprox. En este se utiliza el grado de aproximacion (ver definicién 28) como funcién de
similitud entre grafos etiquetados y no dirigidos. Cada etiqueta o peso de las aristas se interpreta como
la distancia de la relacion entre dos entidades. Estas entidades se representan mediante los vértices. En
gApprox se divide a G en subgrafos g; = (V;,E;) donde exista una ocurrencia aproximada del vértice
aproximado frecuente u € V; en cada uno de ellos. Sobre estas divisiones se realiza la mineria de SAF. El
hecho de dividir el grafo de entrada permite adaptar el algoritmo para que trabaje sobre colecciones de
grafos. Esto es posible debido a que se puede asumir que la colecciéon D = G y que los subgrafos g; € G
son los grafos de la coleccién G; = g; tal que G; € D.

gApprox utiliza un cotejo entre vértices para cualquier tipo de etiquetas que tengan, no ocurriendo
de esta forma para el cotejo entre aristas. Esto se debe a que la penalizacién de las aristas utilizada en el
grafo de aproximacion (ver definicién 27) solo permite la inexactitud cuando las etiquetas son numéricas
o tienen definidas las distancias entre ellas.

En gApprox se obtiene el soporte aproximado del subgrafo g por la cantidad méxima de subgrafos que
cotejan y no comparten ningtn vértice en comun. De esta manera se realiza el conteo del soporte excluyen-
do el solapamiento (ver definicién 36) entre ocurrencias al procesar un solo grafo. El cdlculo de este so-
porte varia ligeramente al adaptar este algoritmo para el trabajo sobre colecciones de grafos. Esta variacion
no afecta la concepcién de esta definicién, simplemente descarta la identificacion del solapamiento y
quedaria como la definicién 9. Finalmente, un grafo 7 es SAF en la coleccion D si supApp(T,D) > 3.

Definicion 36 (Solapamiento). Sean G = (V,E) y G' = (V' E’) dos grafos, se estd en presencia de un
solapamiento entre estos siVNV' 00 ENE' #0.
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Para realizar la extension de los SAF se utiliza la combinacién de los procedimientos 25 y 26. En el
primero de estos se recorre el espacio de bisqueda en profundidad. En este, lo primero es construir una lista
de los vértices vecinos de 7' en G;, denotada por V.., y se marcan como visitados (ver lineas 2-4). Luego
de ordenar V,,,,., de forma ascendente se realiza el llamado al segundo procedimiento Horizontal _Exten, el
cual se encarga de recorrer el espacio de biisqueda en amplitud basado en V., (ver lineas 5-6). Finalmente
se actualiza el conjunto de SAF F con los candidatos que tengan una frecuencia mayor o igual que d (ver
lineas 8).

Algoritmo 25: Vertical Exten(T,D,A,d, matchable,F,C)

Input: 7 : Un SAF, D : Coleccién de grafos, A : Umbral de méxima disimilitud, 6 : Umbral de minima frecuencia,
matchable : Listas por cada vértice de los vértices que pueden sustituirlo, C : Conjunto de subgrafos candidatos.
Output: F : Conjunto de SAF.

1 foreach G; € D do
foreach (u,v) € G;, donde (u,v) € N(0j), oj € O(T,G;), v no estén marcados como visitados do

Vexten = Vexten U {V};
Marcar v como visitado;

Horisontal_Exten(T,G;, A, matchable,Vexten,C);

2
3
4
5 Ordenar el conjunto V., de forma ascendente segiin sus indices;
6
7 Desmarcar todos los vértices de Voyen;

8

foreach T’ € C do if supApp(T',D) > S then F + FU{T'};

Algoritmo 26: Horizontal Exten(T,G,A,matchable,V,en,C)

Input: 7' : Un SAF, G : Un grafo etiquetado, A : Umbral de maxima disimilitud, matchable : Listas por cada vértice de
los vértices que pueden sustituirlo, Ve, : Conjunto de vértices que son vecinos a 7.
Output: C : Conjunto de subgrafos candidatos.

1 foreach v € V., do

2 if approx(T ov =™ G) < A then

3 C+ CU{Tov};

4 if upperBound(EC(T ov,D)) > supApp(T ov,D) then

5 Vexten = Vexten \ {v}:

6 Horizontal Exten(T ov,G,A,matchable, V., F);

7 Vertical _Exten(T ov,D,A,matchable,F);

8 foreach u € matchable(v) do

9 if approx(T ou —™ G) < A then
10 C+ CU{Tou};
11 if upperBound(EC(T ou,D)) > supApp(T ou,D) then
12 Vexien = Vexten \ {u};
13 Horizontal _Exten(T ov,G,A, matchable,V,,,,C);
14 Vertical Exten(T ov,D,A,matchable,C);

El algoritmo 26 es el encargado de recorrer el espacio de busquea en amplitud con el objetivo de
identificar los subgrafos candidatos. Cuando un candidato cumple con el umbral de méxima disimilitud
respecto a su ocurrencia aproximada se almacena en el conjunto de canidatos y se verifica si es extensible
(ver lineas 2-4). Este verificacion se realiza mediante el llamado al procedimiento upperBound y la com-
paracion de su resultado con el soporte del candidato. En caso de que este soporte sea mayor o igual que
la cota superior de ocurrencias retornada por upperBound se pasa a extender el candidato, no ocurriendo
asi en caso contrario. En el caso satisfactorio se quita de la lista de vértices V.., €l vértice por el cual se
realiz6 la extensién y se continda el recorrido en amplitud del espacio de bisqueda mediante el llamado
recursivo del algoritmo en cuestién (ver lineas 5-6). Luego de terminado el recorrido en amplitud se realiza
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la llamada al procedimiento Vertical Exten en la linea 7 para avanzar en profundidad el recorrido. Este
proceso se realiza también para las extensiones basadas en la lista marchable en las lineas 8-14.

Algoritmo 27: upperBound(EC(T,D))

Input: 7 : Un subgrafo candidato, D : Coleccién de grafos, EC(T,D) : Estructura de correspondencias de T en D.
Output: supBound : Un nimero entero.

1 Se construye una lista de las ocurrencias Mt a partir de EC(T,D);

2 while M7 # 0 do

3 Sea v el que aparece en el mayor nimero de conjuntos de vértices en M7}
supBound = supBound + 1;

foreach m € Mt do if m contiene a v then Eliminar m de M7;

[V N

En gApprox se utiliza una funcién heuristica para identificar la factibilidad de realizar la extension de
algun candidato (ver algoritmo 27). Esta funcién se basa en la cota superior de ocurrencias disjuntas para
garantizar que se extiendan solamente los candidatos con alta probabilidad de que sean SAF. El célculo de
la cota superior de ocurrencias disjuntas puede ser explicado mediante el siguiente ejemplo. Asumiendo
que cada ocurrencia de un patrén 7 en D es un conjunto de vértices como: {vi,va}, {vi,vs}, {vi,va}
y {v2,vs}, entonces se selecciona v; ya que estd contenido en 3 ocurrencias, que es la mayoria entre
los 5 vértices. Al mantener iterando este proceso, se considera el conjunto que queda después de que se
eliminaran todas las ocurrencias que contenian a v;. Finalmente el nimero total de ocurrencias disjuntas
que pueden ser seleccionadas es a lo sumo 141 = 2. De esta forma se reduce el nimero de candidatos
innecesarios que se generan al recorrer el espacio de bisqueda.

El algoritmo 28 muestra el pseudo-cédigo punto de partida del algoritmo gApprox. Este comienza
identificando los vértices frecuentes en D a partir de los cuales comenzaré a recorrer el espacio de bisqueda
con la llamada al procedimiento Vertical Exten en la linea 5. Cuando se hayan terminado cada recorrido
del espacio de biisqueda se elimina de la coleccion el vértice a partir del cual se realiz6 este proceso
(ver linea 6). En la linea 7 se desmarcan los vértices que quedaron en la coleccién. Luego de terminar la
deteccion de todos los posibles SAF se retorna ese conjunto como resultado de este algoritmo (ver linea
8).

Algoritmo 28: gApprox(D,A, matchable)

Input: D : Coleccién de grafos, A : Umbral de maxima disimilitud, matchable : Listas por cada vértice de los vértices
que pueden sustituirlo.
Qutput: F : Conjunto de SAF.

C « {Vértices que son SAF en D};
Inicializar la lista de correspondencia EC(T,D) paracada T € C;
foreach T € C do

Marcar el vértice T como visitado;

Vertical _Exten(T,D,A,matchable, F,0);

Eliminar el vértice T de la coleccion;

Desmarcar todos los vértices de la coleccion;

W NN AW N

return F

En el ejemplo 4 se demuestra que gApprox no identifica todos los posibles SAF en la coleccion de
grafos D ilustrada en la figura 15. Esto influye en la disminusion de la eficiencia de este algoritmo. Esto se
debe precisamente al intentar disminuir la generacién de duplicados al eliminar de la coleccién el vértice
del cual ya se identificaron todos sus supergrafos.

Ejemplo 4. Dada una coleccién de grafos etiquetados D (ver figura 15), donde matchable(A) = {B} y los

vértices B, C no tienen posibles sustituciones y A = 1. En la figura 16 se muestran los posibles SAF de
la coleccién D. El conjunto de SAF {SAFy,SAFs, SAFs,SAF;,SAFg} son identificados partiendo del SAF;.
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De estos, los SAF; y SAF; tienen el valor del grado de aproximacion igual que A ya que adiciond una arista
en la ocurrencias de G y Go.

vo v3 vO0
. @
O
® ¢ 0.0
LR o
vl v2 V1
L O—0O© ®
G T GZ G 3

Fig. 15. Una coleccion de grafos etiquetados D = {G,G»,G3}.

Luego de eliminar todas las ocurrencias del SAF; de la coleccidn D se pasa a la deteccidn de los SAF
a partir del SAF;. Este SAF contiene algunas ocurrencias que ya no existen en D debido a la eliminacién
de las ocurrencias del SAF; como: vy y v; de G, v; y v3 de Gs. Esto no permite la deteccién de los SAF
{SAFi,,SAF13} que se obtienen utilizando estas ocurrencias utilizando la lista matchable(A). Por lo tanto,
se obtienen solamente el conjunto de SAF {SAFy, SAFy,SAF}; }.

O OO OO

SAFR SAF,  SAF SAF, SAE SAF,

“" IN’, ~" ' .\', ~" " \’,
OO OO & ®&®
\,T‘/ \“'!"\l \,,T‘/
R 2 ) B - L} ~, o ) ~,
® OOOO® &E®©
A S I SN el

SAF, SAF, SAF, SAF, SAF, SAF, SAF,

Fig. 16. Conjunto de posibles SAF identificados en la coleccion de grafos mostrada en la figura 15, de los cuales SAF, y
SAF13 no son detectados por gApprox. gApprox se ejecuta con A = 1y matchable(A) = {B} sobre D.

3.5.2 APGM
Y. Jia et al. [14] presentan un algoritmo conocido como APGM para la minerfa de SAF en colecciones de
grafos etiquetados y no dirigidos. Este algoritmo, hasta lo conocido, es el primero en incorporar las matri-
ces de compatibilidad (ver definicion 24) en este tipo de mineria. En este algoritmo se utilizan solamente
matrices estables en el cdlculo de la similitud entre etiquetas. Estas matrices estardn indizadas solamente
por las etiquetas de los vértices. Esto se debe a que en este algoritmo se utiliza el sub-isomorfismo apro-
ximado para el célculo de la similitud entre los grafos (ver definicién 25) con la particularidad de que la
inexactitud es tratada solamente en las etiquetas de los vértices manteniendo exactas las aristas.

En APGM se calcula la puntuacién del sub-isomorfismo aproximado de la ocurrencia de 7T =
(V,E,L,l) en G; = (V;,E;,L;,[;), tal que G; € D, denotado por S¢(T,G;), segin (23). Esta puntuacion
no es mds que el producto normalizado de las probabilidades de que una etiqueta sea sustituida por otra.

M) 1i(f ()

Para un par de grafos existe més de una forma de asignacién de los vértices de un grafo a otro. Esto
permite que se puedan obtenerse diferentes puntuaciones de sub-isomorfismo aproximado. Por tal motivo,
se define la puntuacién de cotejo aproximado entre dos grafos, denotado como S(7,G;), por la mayor
puntuacién de sub-isomorfismo aproximado, que representa la mejor aproximacion entre los dos grafos
(ver 24).

S(T,G,‘) :maxf{Sf(T, G,‘)}. (24)
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Por otro lado, se determina que el subgrafo candidato es aproximado frecuente si y solo si el valor de
su soporte es al menos igual al del umbral de minimo soporte, el cual tiene un valor (0 < 8 < 1). Este
soporte se obtiene a través de la siguiente ecuacidn.

supApprox(T,D) = Z S(T,G;)/|D|. (25)

G;€D,TC,G;

Se dice que un subgrafo es SAF si su soporte es mayor o igual que el umbral de minimo soporte
(supApprox(T,D) > 9).

Definicion 37 (Subgrafo aproximado). Dado un grafo etiquetado T = (V,E,L,l), una de las ocurrencias
0j=ui,...,ux de T enun grafo G; = (V;,E;,L;,1;), un vértice v € N(0;), y la etiqueta de un vértice lv. El
subgrafo candidato es un grafo X = (V',E',L',l') denotado por G|z, vy tal que:

» V' =Auy,...,u JU{v}
» E'=V'xV'NE,

[ ] L/:L’
» Yucoj:l'(u)=1(u),
w '(v)=1vy

» Vu,veoj:'((u,v) =1Li((u,v)).

Mediante la definicidn anterior se confeccionan los subgrafos candidatos. Con el uso de esta se obtiene

la extension, en un vértice, de un SAF y las aristas que unen a dicho vértice con los ya existentes en su
ocurrencia. Estas aristas son obtenidas del grafo original al que pertenece la ocurrencia en cuestién. Sin
embargo, mediante esta definicién se generan solamente los subgrafos candidatos cerrados, lo cual no
permite la identificacién de un conjunto de SAF que deberian ser retornados por el algoritmo (ver ejemplo
5).
Ejemplo 5. En la figura 17 se muestra un SAF T y una de sus ocurrencias 0; = (vo,v;) en el grafo G =
(V,E). El vértice v, es un vecino de 0 ya que Ju € 0;|(u,v2) € E. Dada la etiqueta de un vértice lv = 3",
se obtiene un subgrafo candidato X = G|T70. +v2,lv mostrado en la misma figura. El nuevo subgrafo candidato
X tiene una ocurrencia g = (vo,vy,v2) en G y la puntuacién del sub-isomorfismo aproximado de X en G
mediante g es S(X,G) = %—22 * %—23 * %—ii = %—gz = 0,60. Sin embargo, los subgrafos candidatos 71 y 7>
tienen la misma puntuacion de sub-isomorfismo aproximado que X, por lo que si X es SAF entonces los
subgrafos 77 y T, también lo son.

V0 VO, 1 V2 0 1 2
O O (1) ofosfoifos
0 0

1] 0 J0.6§0.4
v1 vl e 2|0.41 0 J0.6
(T) (G) M

Fig. 17. Un SAF T, un grafo G, un subgrafo candidato X de G y dos posibles candidatos 77 y 7>.

El algoritmo 29 muestra el pseudo-codigo inicial del algoritmo APGM. Lo primero es encontrar todos
los vértices aproximados frecuentes en D y almacenarlos como parte de los SAF resultantes. Estos vértices
son el punto de partida para recorrer los grafos de D mediante la llamada al procedimiento apgm_DExten
para la confeccién del conjunto de SAF resultantes del minado.

El algoritmo 30 es el encargado de extender cada SAF en un vértice (ver analogia con el algoritmo 3).
Para ello se utiliza las listas de correspondencias por cada SAF y se identifican los candidatos mediante el
Ilamado al procedimiento apgm_BCandidatos_LC en la linea 1. Este procedimiento da como resultado un
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conjunto de subgrafos candidatos de los cuales se mantienen los que resulten SAF. A cada uno de estos se
le realiza la operacion de extension en busca de SAF mayores y de esta forma se confecciona el conjunto
de todos los SAF de manera recursiva (ver lineas 2-4).

El algoritmo 31 muestra los detalles del procedimiento encargado de obtener los subgrafos candidatos
hijos de T en G; (ver analogia con el algoritmo 2). Para ello se realiza el llamado al procedimiento
approximateLabelSet en la linea 4 con el objetivo de obtener todas las posibles etiquetas del vértice
vecino a la ocurrencia de T que puede formar una extensiéon de la misma. Al encontrar estas posibles eti-
quetas se generan los grafos candidatos para cada una de estas etiquetas con el uso de la definicién 37 en
la linea 6. Todas las ocurrencias de los candidatos se van almacenando en una tabla hash H con el c6digo
CAM como llave (ver linea 9). Este c6digo CAM es calculado como lo propusieron J. Huan et al. [17].
En este pseudo-codigo se puede observar que para cada candidato identificado mediante el crecimiento
de patrones se realizan las costosas pruebas de formas candnicas. La mayoria de estas son innecesarias e
influyen negativamente en el eficiente desempeiio del algoritmo APGM en general.

Algoritmo 29: APGM (D, M,t,d)
Input: D : Coleccién de grafos, M : Matriz de compatibilidad, T : Umbral de minimo isomorfismo, & : Umbral de minimo

soporte.
Qutput: F : Conjunto de SAF.

1 F < C <« {Vértices aproximados frecuentes};

2 Inicializar para cada SAF T € C la lista de correspondencias EC(T,D);
3 foreach T € C do apgm_DExten(T,D,M,7,d,F);

4 return F';

Algoritmo 30: apgm_DExten(T,D,M,t,d,F)
Input: 7 : Un SAF, D : Coleccién de grafos, M : Matriz de compatibilidad, T : Umbral de minimo isomorfismo, & :

Umbral de minimo soporte.
Output: F : Conjunto de SAF.

foreach (i,A) € EC(T,D) do apgm_BCandidatos_LC(T,LC(T,G;),Gi,M,t,C);
Borrar los subgrafos no frecuentes 7 € C;

F < FUC;
foreach T € C do apgm_DExten(T,D,M,t,,F);

B W N -

Algoritmo 31: apgm_BCandidatos LC(T,LC(T,G;),Gi,M,t,C)
Input: 7 : Un grafo candidato, LC(T, G;) : Lista de correspondencias de T en G;, G; = (V;, E;) : Un grafo, M : Matriz de
compatibilidad, T : Umbral de minima similitud.
Output: C : Los hijos de T que ocurren en G;.

1 foreach prr = (t,A) € LC(T,G;) do
Obtener la ocurrencia aproximada g de T en G; mediante las pruebas de sub-isomorfismo recorriendo LC(7,G;) a
través de A;
foreach v; € V;, donde v; € N(g) do
CL <+ approximateLabelSet (T,G;,M,g,v;) ; //Conjunto de etiquetas candidatas
foreach b € CL do
X GlT,g,v‘,v,b; /I Subgrafo confeccionado mediante la definicién 37
C+—CU{X}
LC(X,G;) < LC(X,G) U{(j,ptr)};
H(X) =H(X)U(gv});

[ ]

o X NN AW

En el algoritmo 32 se muestra el pseudo-cédigo del procedimiento approximateLabelSet. En este
procedimiento se encuentran todas las posibles etiquetas de los vértices de G que pueden formar una ex-
tension de T al agregarle el vértice v a la ocurrencia g de T en G. Para lograrlo, primero se toma la etiqueta
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del vértice v en el grafo G y se almacena en b para el cdlculo posterior del isomorfismo aproximado. Por
cada etiqueta se comprueba la existencia de un sub-isomorfismo aproximado con la ocurrencia con el uso
de la matriz de compatibilidad. Esta comprobacién se realiza mediante la comparacién del resultado de la
funcién heuristica que representa la ecuacion 24 y el umbral de minimo isomorfismo. Cuando esta com-
probacion es positiva se almacena la etiqueta del vértice como posible extension con la ocurrencia g € G
(ver linea 3).

Algoritmo 32: approximateLabelSet (T,G,M, g,v,T)

Input: T : Grafo candidato, G = (V,E,L,I) : Grafo de la coleccién, M : Matriz de compatibilidad, g : Ocurrencia de T en
G, v : Vértice vecino a la ocurrencia de 7" en G, T : Umbral de minimo isomorfismo.
Output: CL : Conjunto de etiquetas candidatas.
by < 1(v);
foreach j € Ly do
t if S(g,T) + "L’—j”f > 1 then CL + CLU J;

BOW N =

return CL;

Al analizar el pseudo-cédigo del procedimiento approximateLabelSet fue detectada una dificultad que
atenta contra la obtencion de los subgrafos candidatos. Segun lo planteado en el ciclo foreach, se toman
todas las posibles etiquetas de un vértice segtin el conjunto de etiquetas del grafo G; € D para la generacién
de futuros candidatos. De esta forma no se detectan algunos SAF ya que una o varias etiquetas pudieran
existir solamente en uno o unos pocos grafos de la coleccién. Aunque la similitud de estas etiquetas con
respecto a otras esté entre las mds altas de la matriz de compatibilidad solamente se obtendran cuando se
estén procesando los G; que las contienen. Esto se debe a que los candidatos que contengan esta o estas
etiquetas solamente presentardn ocurrencias en los G; donde estos existen. Un ejemplo de una coleccién
donde APGM no detecta todos los SAF se muestra en la figura 18. Los grafos G, G, y G3 conforman la
coleccion de grafos D y los subgrafos T, T y T3 son SAF que no seran detectados con 8 = 0,55y 1= 0,4.
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Fig. 18. Ejemplo de una coleccion conformada por los tres grafos de la izquierda donde APGM no detecta algunos SAF
como son los subgrafos 71, T y T3.

3.5.3 Discusion

Los algoritmos que utilizan las probabilidades de sustitucién en el célculo de la similitud tienen las
siguientes dificultades:

1. No se detectan todos los posibles SAF de la colecciéon de grafos, lo que afecta la eficacia de dicho
algoritmo.

2. En APGM no se incluyen a las aristas de forma inexacta en la obtension de la similitud entre grafos.

3. En APGM se realizan las pruebas de formas candnicas para todos los candidatos generados por el
crecimiento de patrones, lo cual influye de forma negativa en la eficiencia de este.
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3.6 Sintesis y conclusiones

En esta seccidn se analizaron 7 algoritmos para la mineria de SAF reportados en la literatura relacionados
con el tema de investigacién del presente trabajo. Estos fueron clasificados segin la técnica de cotejo
utilizada como funcién de similitud entre grafos y la estrategia de generacion de candidatos que se utilizo.
A modo de resumen, la tabla 1 muestra las caracteristicas generales de los algoritmos reportados en el
estado del arte de este trabajo.

Los algoritmos presentados en este trabajo tienen otras caracteristicas que no fueron ilustradas en la

tabla anterior pero que influyen de forma directa sobre la eficiencia y eficacia de estos:

= La mayor parte de estos aceleran el calculo de la frecuencia utilizando estructuras de datos para indizar

la coleccién de grafos.

= En algunos algoritmos se logra la deteccion de duplicados mediante pruebas de formas canénicas. En

otros, se van eliminando los vértices de los cuales se han identificado todos sus supergrafos y de esta
forma se reduce el nimero de duplicados.

= En algunos algoritmos de almacenan los subgrafos candidatos en tablas hash para consultar de manera

eficiente los subgrafos obtenidos con anterioridad.

Tabla 1. Resumen de las caracteristicas de los algoritmos de mineria de SAF.

Algoritmo Funsion de similid Estrategia de generacion|Estructura de datos|Resultado de la min-
de candidatos para indizar la colec-|eria
cion de grafos
SUBDUE Distancia de edicion de grafos |Incluyen caracteristicas de|Listas de corresponden-|Una cantidad definida
crecimiento de patrones |cias por el usuario de los
SAF
RNGV Distancia de edicion de grafos |Crecimiento de patrones |Listas de identificadores|Los SAF maximales
Monkey B arista isomorfismo Crecimiento de patrones |Listas de identificadores|Todos los SAF
CSMiner Homeomorfismo con|Apriori Matrices indizadas|Todos los SAF
vértice/arista disjuntas por los vértices de los
grafos de la coleccién
MUSE Isomorfismo Crecimiento de patrones |Férmulas DNF Todos los SAF
gApprox Grado de aproximacién Crecimiento de patrones |Listas de corresponden-|Algunos SAF
cias
APGM Isomorfismo aproximado Crecimiento de patrones |Listas de corresponden-|Algunos SAF cerrados
cias

Partiendo del anélisis realizado a lo largo de esta seccién se ha detectado que los algoritmos reportados

en este trabajo presentan diferentes problemas en general, tales como:

1.

Solo dos algoritmos de los siete reportados (gApprox, APGM) tienen en cuenta las diferencias estruc-
turales y entre las etiquetas de los vértices.

Ninguno de los algoritmos reportados en el estado del arte de este trabajo tienen en cuenta las diferen-
cias de las etiquetas de las aristas cuando estas etiquetas no son numéricas.

Algunos algoritmos (SUBDUE, gApprox, APGM) no obtienen todos los posibles SAF debido al uso
de restricciones por parte del usuario de los tamafios y cantidades a obtener, o simplemente para ganar
en eficiencia.

Algunos algoritmos (SUBDUE, RNGV) no tienen en cuenta los caminos de edicion identificados para
los SAF en la obtencién de los caminos de sus hijios.

En algunos algoritmos se realizan las costosas pruebas de formas candnicas para todos los candidatos
generados por el crecimiento de patrones.

En algunos algoritmos se realizan las costosas pruebas de sub-isomorfismo debido al uso de listas de
identificadores para indzar la coleccidn de grafos.
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4 Conclusiones

Para lograr mejores resultados en diferentes tareas es necesario desarrollar algoritmos eficientes para la
mineria de SAF, tal y como fue reportado por varios autores en tareas de: procesamiento de datos quimicos
[21], agrupamiento de documentos [19], andlisis de vinculos [7]. Los problemas presentes en los siete
algoritmos reportados en la literatura para este tipo de mineria atentan contra su buen desempefio. Teniendo
en cuenta este conjunto de problemas se pudo llegar a las siguientes conclusiones:

= No se puede realizar la mineria de SAF basada en la sustitucidn de etiquetas no numéricas de vértices
y aristas utilizando los algoritmos reportados.

= No se logra un equilibrio entre el uso de los recursos de memoria y la realizacién de las pruebas de
sub-isomorfismo en los algoritmos reportados.

Partiendo del andlisis realizado a lo largo de este trabajo se puede concluir que los algoritmos presen-
tados no satisfacen todas las necesidades de los problemas existentes en este tipo de mineria que afectan
a la eficiencia y eficacia de dichos algoritmos. Por lo tanto, el desarrollo de algoritmos eficientes para la
mineria de SAF se considera una linea de investigacion abierta.
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(u,v), (u,w)
N(u)

CE;
Y(G1,G)
sup(G,D)
sim(G1 y Gz)

supApp(G,D)

O(T,G)
0]
F

supg(D, G, B)

Go{u,v}
G1 %B G2
G Cp G

Anexos
Notaciones
Q Conjunto de todos los posibles grafos etiquetados y 0 € Q
T Umbral de minimo isomorfismo
o Umbral de minima frecuencia
B Umbral de cantidad médxima diferencias entre aristas de dos grafos
A Umbral de maxima disimilitud
U, v, w Vértices de un grafo

Aristas de un grafo

Conjunto de vértices vecinos al vértice u
Conjunto de aristas vecinas a la arista (u,v)
Grafos etiquetados

Las cuatro componentes de un grafo etiquetado
Conjunto de vértices de un grafo

Conjunto de aristas de un grafo

Conjunto de etiquetas de un grafo

Funcién que asigna etiquetas a los vértices y aristas de un grafo
Sub-indices (ndmeros enteros no negativos)

A es subconjunto de B

G es subgrafo de G,

G es sub-isomorfo de G,

Coleccién de grafos

Grafos

Lista de identificadores i de los grafos G; € D que contienen al menos una ocurrencia de T

Lista de correspondencias de 7" en G; € D

Una subestructura

Un subgrafo con k aristas

Conjunto de subgrafos candidatos con k aristas

Costo de la operacion de insercion de vértice o arista

Costo de la operacién de sustitucion de vértice o arista
Costo de la operacion de eliminacién de vértice o arista
Camino de edicién {ey,...,ex}

Conjunto de caminos de edicién de G a G»

Soporte del grafo G en la coleccién de grafos D

Funcién de similitud entre los grafos G| y G»

Soporte del grafo aproximado G en la coleccion de grafos D
Conjunto de ocurrencias de 7' en G

j-ésima ocurrencia de un grafo en otro 0; € O(T,G)
Conjunto de Subgrafos Frecuentes

conjunto de grafos G; € D de los cuales G es P arista sub-isomorfo
Extension del grafo G mediante una arista

G, es P arista isomorfo a G,

G es [ arista sub-isomorfo a G,
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Acronimos

DFS
BFS
CAM
SF
SAF
DEG
MDL

Depth First Search

Breadth First Search

Canonical Adjacency Matrix
Subgrafo Frecuente

Subgrafo Aproximado Frecuente
Distancia de edicion de grafos
Minimum Description Length
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