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Resumen. El Andlisis Topoldgico de Datos (TDA, por sus siglas en inglés), es un drea emergente de las ma-
temadticas aplicadas que se ha ganado todo tipo de atencién en el mundo de la analitica. Este trabajo tiene como
objetivo fundamental brindar una introduccidn a los principales resultados alcanzados dentro del area desde un
enfoque estadistico. Se presentan algunos métodos para transformar nubes de puntos en complejos y obtener una
representacion reducida de los espacios topoldgicos conocida como complejos simpliciales. Se muestran aspectos
y propiedades importantes de los descriptores topoldgicos introducidos al aplicar el nuevo enfoque sobre TDA.
Se expone la técnica bootstrap de gran utilidad para obtener estimaciones del error estadistico y calcular inter-
valos de confianza sobre los restimenes. Se brindan resultados en el drea de prueba de hipdtesis sobre Andlisis
Topolégico de Datos. Se abordan representaciones funcionales de los descriptores topoldgicos estandar; esto es,
la persistencia landscape y la funcién rango y asi solucionar algunos problemas que presentan los descriptores
clasicos expuestos en el trabajo. Se introduce la teoria de categorias sobre la homologia persistente y se abordan
ideas relacionadas con el método de submuestreo para homologia persistente. Se introducen generalizaciones
para la teoria de persistencia, se expone la teoria de homologia para persistente zigzag y son comentados los
vineyards, nueva teoria para el estudio de los diagramas de persistencia variables en el tiempo. Se detectaron
problematicas no abordadas hasta el momento, las cuales se resumen en las conclusiones del trabajo.

Palabras clave: andlisis topoldgico de datos, homologia persistente, persistencia landscape, persistencia zigzag,
funcién rango.

Abstract. Topological Data Analysis (TDA) is an area of applied mathematics currently garnering all sorts of
attention in the world of analytics. The main goal of this work is to provide an introduction to the main contribu-
tions achieved in the field with an underlying statistical approach. Some methods are outlined for transforming
clouds of points in complexes and obtaining a reduced representation of the topological space known as simpli-
cial complexes. Important aspects and properties of the topological descriptors introduced while applying the new
approach about TDA are shown. The bootstrap technique, which is of great importance for obtaining statistical
error estimations and to determine confidence intervals for the descriptors is also analyzed. Some results in the
area of hypothesis testing in TDA are boarded. Functional representations of the standard topological descriptors
are exposed such as the persistence landscape and the range function, which allow to solve some issues of the
classic descriptors addressed in this paper. The category theory in persistent homology is introduced and some
ideas related with the sub-sampling method for persistent homology are discussed. Some generalizations of the
theory of persistence are introduced: homology theory for zigzag persistence and the vineyards are briefly analy-
zed, which is the new theory for the study of the time-variable persistence diagrams. All unaddressed issues so
far in the literature, are summarized in the conclusions of this work.

Keywords: TDA, persistent homology, landscape persistence, zigzag persistence, vineyards, rank function.
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1. Introduccion

En la actualidad el mundo se encuentra generando grandes volimenes de datos, que se recogen de dife-
rentes formas y a una gran velocidad, por lo cual surge el problema de como manejar esta informacién
para obtener inferencia y deducir patrones. Su investigacion requiere de nuevas y complejas técnicas que
han sido objeto de estudio en los dltimos aiios. Los datos provienen de nubes de puntos en espacios de alta
dimension que por lo general no distribuyen de manera uniforme; a pesar de que provienen de espacios
abstractos contienen a menudo estructuras geométricas y topoldgicas especificas. Para comprender estas
complejas estructuras se requiere de nuevas técnicas disefiadas para encontrar y describir la forma de los
datos.

Henri Poincaré (1854-1912), fue el fundador de la Topologia, rama de la matemadtica que estudia
las deformaciones continuas. Una deformacion continua permite transformar una superficie en otra; por
ejemplo, la taza y el toro son objetos diferentes, pero se puede pasar del uno al otro mediante una deforma-
cién continua que no introduce ninguna rotura. Para poder decidir si dos superficies son topoldgicamente
diferentes, se hace necesario clasificarlas atendiendo al nimero de agujeros que presentan. Fue Poin-
caré quién ided las teorias necesarias para abordar esta cuestion, definiendo los grupos fundamentales y
de homologia, conceptos que impulsaron el desarrollo de la Topologia Algebraica, rama de la matematica
que proporciona técnicas capaces para analizar en profundidad los espacios topoldgicos usando herramien-
tas del algebra abstracta, por lo que sus resultados se consideran puramente algebraicos, con aplicaciones
en la teoria de grupos y la teoria de nimeros. La Topologia Algebraica, por ejemplo, permite contar el
nimero de agujeros que se encuentran en una estructura, pero no permite medir el tamafio ni puede ver
otras formas andmalas; para hacer frente a esto surge la persistencia.

La homologia persistente es una de las principales herramientas aplicables en el campo emergente
de la topologia computacional introducida por Edelsbunner [[1]. Intuitivamente realiza un seguimiento de
las caracteristicas topoldgicas en una secuencia creciente de formas, es decir para su célculo se requiere
de la construccién de un complejo de celdas filtradas. Su aplicacién permite desarrollar herramientas con
el fin de estudiar estructuras topoldgicas relevantes cualitativas y cuantitativamente de los datos. Algunas
de estas pueden ser: agrupamientos, ciclos, tendrils, estructuras graficas, etc.

La teoria cldsica de la homologia persistente restringe su trabajo a funciones y filtraciones de com-
plejos simpliciales finitos y aborda ciertas cuestiones necesarias, como por ejemplo la inferencia de ho-
mologia multiescala para espacios métricos o andlisis de campos escalares en datos discretos, reduccién
de dimensionalidad manteniendo o mejorando la capacidad de hacer inferencia geométrica y estadistica
entre otros. El rdpido crecimiento en el rango de las aplicaciones de la topologia algebraica sugiere la
necesidad de algoritmos eficientes para el cdlculo de los grupos de homologia, la homologia persisten-
te y mapas inducidos en la homologia; para ello se adoptan diferentes estrategias. Es asi como surge el
Andlisis Topolégico de Datos; al cual nos referiremos en lo adelante como TDA, por sus siglas en inglés
fundamentado sobre las bases de la Topologia Algebraica y la Inferencia Estadistica; donde la homologia
persistente es considerada una herramienta fundamental para aplicar TDA.

El campo del TDA se refiere a varios enfoques y métodos para la exploracién de los datos. Los dos en-
foques mas populares son el algoritmo Mapper [2] y la homologia persistente [3]]. Mapper es un algoritmo
para describir conjuntos de datos en alta dimensién en términos de objetos geométricos simples. Se basa
en la idea de agrupacién parcial de los datos guiados por un conjunto de funciones definidas en los datos
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denominadas filtros. El objetivo sigue siendo recuperar una representacion de la nube de puntos, para crear
un buen descriptor. Es un método de visualizacion que conserva la estructura topoldgica; mientras que la
homologia persistente ofrece un marco y algoritmos eficientes para codificar la evolucién de la topologia
de la forma, de pequefia a gran escala.

La idea central para aplicar TDA es comenzar con una nube de puntos y calcular resimenes topoldgi-
cos de los datos: diagramas de persistencia, codigos de barra y persistencia landscape entre otros. Dada
una funcién de valores reales f, la homologia persistente describe como la topologia de los conjuntos de
nivel inferior {x: f(x) <r} (o conjuntos de nivel superior {x: f(x) >t} ) cambia cuando t aumenta de
—oo a oo (0 decrece o a —oo). Esta informacidn es codificada en los restimenes topolégicos por ejemplo
los diagramas de persistencia. Estos resimenes proporcionan informaciones utiles acerca de la estructura
y geometria de los datos, su objetivo fundamental: cuantificar la incertidumbre, ruido y la reproducibili-
dad de los descriptores. La principal premisa en el marco de TDA es poder definir objetos estadisticos o
estadigrafos sobre estos resimenes: media, mediana, varianzas y esperanzas condicionales.

De manera general la teoria TDA se basa principalmente en enfoques deterministas que no tienen
en cuenta la naturaleza aleatoria de los datos y la variabilidad intrinseca de las cantidades topolégicas que
infieren. En consecuencia la mayoria de los métodos correspondientes permanecen en exploracion, sin ser
capaz de distinguir de manera eficiente entre la informacién y el ruido topolégico. Un enfoque estadistico
para TDA significa considerar que los datos se generaron a partir de una distribucion desconocida, pero
que las caracteristicas topoldgicas inferidas por sus métodos son vistos como estimadores de cantidades
topoldgicas que describen un objeto subyacente. Los objetivos principales de este nuevo enfoque siguen
las siguientes lineas:

» Estudiar razones de convergencia para métodos TDA

= Proporcionar regiones de confianza para caracteristicas topoldgicas y discutir las importancias de la
cantidades topoldgicas estimadas.

= Seleccionar escalas relevantes en la que se consideran los fendmenos topoldgicos como una funcién
de los datos observados.

= Trabajar con valores extremos y proporcionar métodos robustos para TDA

= Proporcionar enfoques funcionales para poder inferir con mayor facilidad estadisticos sobre los des-
criptores.

El presente reporte continda de la siguiente forma: en la seccion [2] se introducen algunos trabajos en
los que ha sido aplicado TDA como herramienta en diferentes campos de manera exitosa. Luego en la
seccién [3| presenta algunos métodos para transformar nubes de puntos en complejos, es decir obtener una
representacion discreta de espacios topolégicos conocida como complejos simpliciales. En la seccidon
son estudiados aspectos estadisticos relacionados con la homologia persistente, donde se expone un nuevo
enfoque para este campo emergente. Luego, las secciones [5] y [6] muestran aspectos y propiedades impor-
tantes de los descriptores topolégicos introducidos en la seccién [ para su trabajo desde un punto de vista
probabilistico. Mds tarde en la seccidn[/|se expone la técnica bootstrap de gran utilidad para obtener esti-
maciones del error estadistico, y calcular intervalos de confianza sobre los resimenes.

La seccién 8 muestra algunos resultados en el drea de prueba de hipétesis sobre TDA. En los capitulos
9]y [10] se abordan representaciones funcionales de los descriptores topolégicos estandar con el objetivo
de atacar algunos problemas que se presentan cuando son combinados con herramientas de la inferencia
estadistica; los enfoques expuestos son la persistencia landscape y la funcion rango. Luego en la seccién
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como parte de la bisqueda por axiomatizar de forma abstracta diversas estructuras matematicas como
una sola, mediante el uso de objetos y morfismos se introduce la teoria de categorias sobre la homologia
persistente. Para enfrentar algunos obstdculos que surgen al aplicar técnicas de TDA sobre problemas de
alta dimension, la seccién [12] aborda ideas relacionadas con el método de submuestreo para persistencia
homologia persistente. Para finalizar en los dltimos capitulos se introducen generalizaciones para la teoria
de persistencia, en el capitulo [13|se expone la teoria de homologia persistente zigzag y por ultimo son
comentados los vineyards en el capitulo |14} nueva teoria para el estudio de los diagramas de persistencia
variables en el tiempo. Al final del reporte se encuentran en forma de anexos algunos aspectos basicos
de la inferencia estadistica, en donde se producen la bases tedricas de esta nueva rama; el lector puede
consultar las definiciones de los conceptos utilizados en caso de ser necesario.

2. Analisis Topolégico de Datos en datos reales

El Anélisis Topoldgico de Datos ha sido aplicado sobre datos cientificos y provenientes de contextos muy
variados. Algunos de los &mbitos en los que ya se ha usado son:

= Biologia: Actualmente la Biologia es probablemente el mayor campo de aplicacion de TDA. Existe
una amplia literatura que utiliza homologia persistente y el Algoritmo Mapper para analizar diferentes
tipos de datos bioldgicos.

= Neurociencia: TDA posee un potencial significativo en el estudio de datos complejos que surgen de
los laboratorios de neurociencia. Una parte importante de las investigaciones en este campo consiste
en estudiar las redes, y las redes son particularmente susceptibles a las herramientas topoldgicas.

= Quimica: En los laboratorios de Quimica Analitica o Quimica Fisica se generan grandes volimenes
de datos. En este sentido se desarrollan nuevas herramientas para explorar y valorizar tales conjuntos
de datos y algunos trabajos muestran que el concepto topoldgico es ttil para los diferentes andlisis
necesarios.

= Ciencia de los materiales: La homologia persistente ha encontrado recientemente algunas aplicacio-
nes en el estudio de las estructuras de los materiales; (por ejemplo en materiales amorfos [4]])

= Mineria de datos: El anilisis de datos espacio-temporales y la mineria de datos experimenta un creci-
miento debido a la creciente disponibilidad y conocimiento de una gran cantidad de conjuntos de datos.
En la actualidad se realizan avances para modelar y representar los fenémenos, por ejemplo andlisis de
redes sociales, utilizando técnicas que ofrece TDA. A pesar de que existen resultados experimentales
sigue siendo una direccion de investigaciéon ampliamente inexplorada.

= Vision por computadora: Se trabaja sobre posibles enfoques que combinan las herramientas de TDA
con machine learning para problemas practicos en la visién por computadora, estos andlisis introducen
una nueva area de investigacion dentro del Anélisis Topoldgico de Datos conocida como Topological
Computer Vision.

A continuacién se exponen algunas aplicaciones exitosas en diferentes campos:

2.1. Obstruccion topologica de Filogenia

En [S] Chan y Carlsson realizan una aplicacién de TDA en filogenética. La filogenia es la historia del
desarrollo evolutivo de un grupo de organismos y la filogenética molecular intenta reconstruir este proceso
evolutivo a partir de las secuencias de ADN de los individuos. El método que proponen es el uso de
TDA para distinguir que tan cercano estd un espacio métrico de ser aditivo. No proponen un arbol o
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una red, sino que describen las propiedades topoldgicas del proceso evolutivo y exponen un estimador
para la taza de eventos horizontales, logrando capturar eventos horizontales complejos (aquellos en los
que intervienen mds de dos especies). La hipétesis principal del método es que encontrar agujeros en la
estructura topolégica asociada a los datos implica la existencia de eventos reticulares.

Vertical
{over time)

&
Vertical
{over time)
‘ Y
| |
L 4

D r{/ﬂ‘_‘\\;\\
\

Fig. 1. Vinculacién de la topologia algebraica a la evolucién. (A) un drbol que representa la evolucidn vertical, (B) una estructura
reticulada captura la evolucién horizontal, (C) un arbol se puede comprimir en un punto, (D) lo mismo no se puede hacer para un
estructura reticulada sin destruir el agujero en el centro.

Horizontal
{across lineages)

2.2. Analisis de superficies 3D

En [6] se presenta una investigacion sobre descriptores topoldgicos para el andlisis de superficies 3D con
el objetivo de su descripcién y clasificacidon de acuerdo con su micro-estructura geométrica. Se investigan
diferentes descriptores topolégicos y se analiza su capacidad para discriminar de forma estructural dife-
rentes parches de superficies 3D.

Los espacios topolégicos que aparecen en el andlisis de datos son construidos de pequefias piezas.
Una herramienta natural en el estudio de imdgenes multidimensionales con métodos topoldgicos son los
hiper-cubos(puntos, bordes, cuadrados, cubos, etc...), por ejemplo un pixel en un imagen 2-dimensional
es equivalente a un cuadrado y un voxel en un volumen 3-dimensional es equivalente a un cubo. Tales
representaciones se convierten en una herramienta natural en el estudio de conjuntos de datos multidimen-
sionales.

En el articulo se realizan una serie de experimentos donde se investiga sobre la robustez de los descrip-
tores topoldgicos para el andlisis de superficies 3-D y se compara y combina con descriptores tradicionales
no topoldgicos. Se muestra que los descriptores topoldgicos contribuyen con informacién adicional valio-
sa a los descriptores anteriores y mejoran la precision de clasificacion cuando se combina con descriptores
no topoldgicos. Se llega a la conclusion de que los descriptores topoldgicos son complementarios a los
descriptores de imégenes tradicionales y representan la informacién necesaria para obtener el maximo
rendimiento en clasificacién que lo esperado.
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(a) (b) (c)

Fig. 2. (a) Nube de puntos 3D de la superficie, (b) La proyeccién profundidad de la superficie con curvatura global, (c) etique-
tado real que especifica las zonas con diferente topografia, tales como la figura con forma humana en el centro cuya cabeza
estd marcada con una flecha.

2.3. Aplicacion sobre diagramas de fases en aleaciones metalicas

En el articulo [7] se estudia la dindmica de separacion de fases en aleaciones metdlicas binarias como se
describe en el modelo de Cahn-Hilliard-Cook estocéstico. Los autores proponen la persistencia landscape
(representacion funcional de los diagramas de persistencia) como una métrica topoldgica para analizar
la informacién de conectividad en micro-estructuras. Utilizando la persistencia landscape se puede obte-
ner una secuencia de objetos discretos que caracteriza la evolucién de la topologia y se demuestra que
el promedio landscapes puede ser utilizado para recuperar informacién en la teoria de Cahn-Hilliard de
separacion de fases. En el articulo se demuestra que cuando se trabaja en un marco estocdstico y evolucio-
nando el tiempo, la informacién topolégica codifica mucho més de lo previsto. Debido a que el modelo es
de naturaleza estocdstica, se captura el comportamiento tipico realizando un promedio de la persistencia
landscape, donde se demuestra que este codifica informacién suficiente para tomar las decisiones.

La informacién topolédgica de la evolucién de las micro-estructuras sélo es suficiente para detectar
la informacién de concentracion y la etapa de descomposicion real de los datos. Los resultados indicaron
que los pardmetros del sistema en un proceso de separacién de fases afectan a la topologia considera-
blemente mas de lo previsto. La Homologia como conocemos es un camino para cuantificar los espacios
topolégicos a través de una secuencia de nimeros enteros en su forma més reducida. Este estudio es el
primero en utilizar la informacién homologia en el contexto de la validacion del modelo. Basado en los
datos experimentales se demostré que si el ruido en el sistema es demasiado bajo, los niimeros de Betti ob-
servados en la evolucidn son cualitativamente diferente de los experimentales. Ademds se demuestra que
mientras los nimeros de Betti se pueden utilizar para separar grandes cantidades en un comportamiento
limite, la caracteristica de Euler promediada s6lo puede describir los efectos de contorno.

2.4. Desarrollo de un marco estadistico en Analisis Topolégico de Datos para ser aplicado en
datos reales

En [8]] se propone un método nticleo en los diagramas de persistencia para desarrollar un marco estadistico
en TDA (ver fig{3), el niicleo propuesto satisface las propiedades de estabilidad con respecto a la distancia.
El método se aplica en datos practicos sobre proteinas y vidrio de 6xidos, los resultados muestran ventaja
en comparacion con otros métodos existentes.
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Dado que un diagrama de persistencia es un conjunto de puntos de tamaifio variable, no es sencillo
aplicar métodos de andlisis de datos estadisticos, que normalmente asumen los datos vectoriales. Los au-
tores proponen un nucleo para diagramas de persistencia, llamado Persistence Weighted Gaussian Kernel
(PWGK), la vectorizacién de los diagramas de persistencia permite aplicar cualquier método nicleo para
diagramas de persistencia. El ndcleo utilizado permite controlar el efecto de la persistencia en el anélisis
de datos y desde el punto de vista de los célculos proporciona una aproximacion precisa y eficiente para
calcular la matriz de Gram, adecuado para aplicaciones précticas en TDA.

Data Persistence diagram

d
XCR E— D,(X)

Vector Statistics
(3) o SVM
Ek(.“,léq()()) —_— « Kernel PCA
K¢

» Change point analysis  ete.,
Fig. 3. Una data X se transforma en un diagrama de persistencia D,(X), (2) D,(X)se asigna a un vector Ej,, (,ug“’(‘x)), donde k
q

es el nicleo y w es el peso controlando el efecto de persistencia. Este vector proporciona método estadistico para diagramas de
persistencia.

2.5. Reconocimiento de acciones humanas en video

Los autores en [[9] proponen un nuevo marco para el anélisis dindmico de las acciones humanas a partir
de los datos de captura de movimiento en 3D usando TDA. La tarea de reconocer las actividades humanas
tiene una amplia gama de aplicaciones tales como vigilancia, seguimiento de la salud y la animacién. El
modelado de la evolucién espacio-temporal de las articulaciones del cuerpo humano se realiza tradicional-
mente mediante la definicién de un espacio estado y el aprendizaje de una funcién que transforma el estado
actual al estado siguiente. En el articulo se trabaja con un espacio de fases reconstruido a partir de los datos
de series temporales, que preserva las propiedades topolédgicas del sistema dindmico subyacente de una
accion determinada; tratan el atractor reconstruido como una nube de puntos y extraen las caracteristicas
topoldgicas de la nube de puntos basado en homologia persistente. Ademads incorporan relaciones entre
los puntos de tiempo adyacentes en la construccién del complejo simplicial de la nube de puntos.

El enfoque propuesto aborda los inconvenientes de los métodos tradicionales, mediante la combi-
nacién de los principios del anélisis de series de tiempo no lineales y TDA, para extraer caracteristicas
robustas y discriminativas del espacio de fase reconstruido.

2.6. Algoritmo Mapper para identificar un subgrupo del cancer de seno

En [10]] se introduce un método que extrae informacién de los datos microarrays de alto rendimiento y
mediante el uso de la topologia proporciona un mayor detalle de la informacién que las técnicas analiticas
actuales. El método denominado Andlisis de Progresion de la Enfermedad (PAD), identifica aspectos ro-
bustos del andlisis de cluster, luego encuentra caracteristicas biologicamente significativas en estos datos
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Fig. 4. Reconstruccién del espacio fase de atractores dindmicos mediante la incorporacién de retraso. a) y ) muestra la vista
3D de las trayectorias de los atractores Lorenz y Rossler. Este ejemplo muestra que la reconstruccion del espacio fase preserva
ciertas propiedades topoldgicas del atractor original.

y aporta una imagen sencilla o gréfico para explorar atin més estos datos. En el articulo se utiliza como un
ejemplo para analizar la progresion del cancer de mama. Mediante la preservacion de la geometria de los
datos, PAD identifica un subconjunto tnico de los cdnceres de mama que presenta caracteristicas clinicas
claras y coherentes. El método tiene la capacidad de capturar los detalles, incluso, en un gran conjunto de
datos, en situaciones en la que los métodos tradicionales tienden a desaparecer esos detalles en cuestion y
se puede aplicar a cualquier situacion en la que exista una nocién de similitud o proximidad, no sélo en
los datos euclidianos.

El método es una aplicacién del Algoritmo Mapper [2]]; herramienta matemaética que identifica la
forma de un conjunto de datos a lo largo de una funcidn filtro preasignada. La idea principal es identificar
las agrupaciones locales dentro de los datos y luego comprender la interaccién entre estos pequeios gru-
pos al conectarlos donde se forma un grifico cuya forma captura aspectos de la topologia del conjunto de
datos. La figuraf3] ilustra como la construccion resulta un conjunto de puntos con una forma mds o menos
circular en un grafico. Claramente formas similares tienen graficos similares, incluso cuando la forma es
un tanto distorsionada.

DATA
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Fig. 5. Mapper comienza con un conjunto de puntos de datos y una funcién filtro f, produce un grifico de color que captura
la forma de los datos. (A) La imagen de la funcién f se subdivide en intervalos superpuestos. (B) cada pieza es agrupada por
separado, (C) cada agrupacién es representada por un disco coloreado, un bin de puntos, (D) identifica pares de bins que tiene
puntos en comun, (E) conecta pares de bins que tienen puntos en comin por un borde.
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2.7. Homologia Persistente en redes ponderadas

Dentro del campo de la neurociencia en [[11] se describe por primera vez una variacién de la homologia
persistente que permite tratar con redes ponderadas, se conoce como la homologia scaffolds que ofrece
una nueva medida de la importancia topolégica de bordes en el sistema original en cuanto a la frecuencia
con que son parte de los generadores de los grupos de homologia y como la persistencia son los generado-
res a la cual pertenecen. Aplican el método a un conjunto de datos de resonancia magnética funcional que
comprende un grupo de sujetos inyectados con una placebo y otro inyectado con psilocibina. El anélisis
de la homologia scaffolds revela la existencia de un conjunto de bordes que son predominantes en térmi-
nos de su persistencia a pesar de que son estadisticamente parte del mismo nimero de ciclos en las dos
condiciones.

2.8. Estudio de imagenes cerebrales y autismo

Chung y colaboradores presentan en [[12] un nuevo enfoque para caracterizar sefiales en imdgenes, utili-
zando técnicas de la topologia algebraica computacional.

El método que se propone, utiliza todos los valores criticos locales en la caracterizacion de la sefial y al
hacerlo ofrece un nuevo marco de reduccién y andlisis de datos para la cuantificacién de la sefial. Se apli-
ca el método para sefiales simuladas unidimensionales y datos de grosor cortical 2D. Dado que el grosor
cortical es muy ruidoso se aplica un nicleo de suavizado para eliminar el ruido de alta frecuencia espacial
antes de la filtracion. Este es el primer trabajo que aplica el concepto de homologia persistente para datos
de imédgenes médicas.

El método es aplicado tanto en datos de neuroimigenes reales como en simuladas, donde para la
simulacién utilizan el ruido gaussiano 1D. Los datos de neuroimagen 2D proviene de un estudio de re-
sonancia magnética, donde el interés se centra en la cuantificacién del patron de grosor cortical andmalo
en sujetos autistas, si existe. Se demuestra que existen patrones de homologia persistente Ginicos para el
grupo de autismo.

Fig. 6. Mapas planos de grosor cortical a diferentes escalas de suavizado. Los mdximos y minimos se denotan con cruces negras
y blancas respectivamente. El suavizado se realiza a lo largo de la esfera unidad usando los dngulos asociados a una 2-esfera, lo
que produce menos cantidad de puntos criticos y a su vez menor nimero de emparejamientos.



10 Guillermo Aguirre Carrazana y Edel Garcia Reyes

2.9. Proteinas

En utilizan TDA para el estudio de la proteina maltose-binding(MBP) la cual se encuentra en el
Escherichia coli. Un ejemplo de la proteina lo podemos ver en la figurai7} La proteina es una estructura
dindmica y los cambios en su estructura son de relevancia bioldgica; puede estar en una conformacién
abierta o cerrada. El objetivo de los autores en el articulo es clasificar el estado de la proteina.

Cada proteina es representada por 370 puntos (correspondiente a los aminodcidos) en un espacio 3D.
Los autores construyen un modelo dindmico de la estructura de la protefna (ya que la estructura cambia
en el tiempo) a partir de la que definen distancias dindmicas entre los 370 puntos. Entonces una pro-
teina es representada por una matriz distancia (370x370). A partir de la matriz distancia se construye un
diagrama de persistencia. En el siguiente paso se convierte el diagrama de persistencia en un conjunto
de funciones llamadas landscapes como se define en [14]]. Al convertir el diagrama en un conjunto de
funciones unidimensionales, permite que sea mds f4cil utilizar herramientas estadisticas. En el trabajo se
realiza una prueba de permutacién de dos muestras usando las distancias integradas entre las funciones
landscapes como una prueba estadistica. El p-valor es 5,83x107%, lo que sugiere una diferencia entre las
conformaciones abiertas y cerradas. Esto sugiere que los landscapes pueden ser utilizados para clasificar
proteinas como abiertas o cerradas. También muestran que ciertos sitios en la proteina, conocidos como
sitios activos, estdn asociados con bucles en la proteina.

Fig. 7. Una proteina maltose binding(MBP).

2.10. Aplicacion sobre seguimiento de objetos en video

El trabajo [15] presenta una teoria unificada para el seguimiento de objetos: utilizando Seguimiento de
multiples hipétesis (MHT), Andlisis Topoldgico de Datos (TDA) y machine learning. Realizan una serie
de innovaciones como son el uso de caracteristicas topoldgicas robustas para codificar la informacién del
comportamiento donde modelos estadisticos se ajustan a distribuciones sobre estas caracteristicas. La idea
principal es usar medidas topoldgicas del comportamieno para reducir tracklets improbables en el algo-
ritmo MHT. TDA no sélo nos ofrece la clasificacion del comportamiento objetivo, sino también ayuda a
resolver un problema mas dificil, el seguimiento de objetivos: conectar los puntos mediante la asociacién,
con los datos objetivos.

Para cada tracklet asocian funciones que describan el comportamiento. En el articulo se centran en
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la velocidad, aceleracién y giro, pero en un marco general trabajan para cualquiera de las funciones. Dado
dos tracklets T\ y T, utilizan estas funciones para conocer si los agentes asociados a 77 y T, son los mis-
mos.

Por supuesto, existen diferentes maneras para resumir los datos funcionales: valores criticos, varia-
cién total entre otros. La solucién propuesta consiste en considerar un diagrama de persistencia (PD) que
proporciona una imagen de los datos funcionales estables al ruido, facil de calcular, y captura las ca-
racteristicas importantes de cada funcién sin necesidad de alineaciones. Como conocemos los diagramas
de persistencia son una de las principales herramientas de TDA, adapta métodos de topologia algebraica
para encontrar la estructura de los conjuntos de datos complejos. Una vez que los diagramas han sido
calculados, la pregunta que nos surge es ;como interpretarlo?. En el trabajo se propone un método de
machine-learning aplicado para interpretar los PD en un contexto estadisticon y clasificarlos en tipos de
comportamiento.

En el trabajo se demuestra la utilidad de los métodos de TDA mediante su integracién con un pro-
grama de seguimiento MHT existente, donde se puede notar la mejora apreciable de los resultados.

En la figura podemos notar que MHT con caracteristicas topoldgicas es capaz de corregir el error
asociado después de la interseccién. Se estima el comportamiento del conductor antes de la interseccion
y que el comportamiento que surgié después de la interseccidn se puede utilizar la informacién del com-
portamiento para asociar correctamente los datos. Sin las caracteristicas topoldgicas el tracklet no podria
corregirse a s misma.

2lracks, 2 vehicles
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Time = 605 48 (1 clustersintracker)
- 3
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Fig. 8. Seguimiento luego de interceptarse 2 vehiculos.

2.11. Datos financieros

En [16] aplican la teoria TDA para el anélisis de datos financieros, usando los datos generados por un
método general de matemadtica financiera. Se investigd la relacion entre los descriptores topolégicos de
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TDA y las medidas de riesgo financieras tradicionales, como las tasas de crecimiento, la volatilidad y
los coeficientes de correlacion. Se estudié el espacio utilizado en la fijacién de precios de las opciones
europeas donde los resultados apoyaron la eficacia de TDA como medida de riesgo. De manera particular
los cédigos de barra pueden detectar el cambio rapido en un corto periodo de tiempo. En este sentido TDA
ofrece una nueva naturaleza que es diferente de las medidas de riesgo tradicionales.

2.12. Otras aplicaciones

En el reporte son mencionados brevemente algunos ejemplos de aplicaciones en diferentes areas. La ca-
racteristica de Euler es una cantidad topolégica que ha desempefiado un papel importante en varios as-
pectos de la probabilidad, asi como para aplicaciones en astrofisica y neurociencia [[17/18]]. También se
ha utilizado para la clasificacién de formas [19]. En [20] utilizan métodos topoldgicos para estudiar las
interacciones entre los sistemas de raices de las plantas. Carstens en [21]] utiliza la homologia persistente
para describir la estructura de las redes de colaboracién. En el articulo [22] utilizan TDA en el andlisis de
biomoléculas. En [23]] se introduce el rol que cumple TDA en la Quimiometria. En la actualidad existe una
amplia literatura sobre las aplicaciones de TDA en la neurociencia incluidas [24,25126/27128]]. El sitio web
http://www.chadgiusti.com/algtop—neuro—bibliography.html mantiene una biblio-
grafia de referencia en este campo.

Las matematicas aplicadas enfrentan el problema de la complejidad computacional; un problema en
relacién con el célculo de la homologia persistente es la eleccion del complejo, donde se siguen estudiando
formas eficientes para reducir el costo computacional. Debido a esto antes de indagar en el enfoque es-
tadistico sobre TDA, se deben introducir los métodos que existen para obtener los complejos simpliciales.

3. Dela nube de puntos a los complejos

En Anélisis Topolégico de Datos se asume que los datos son muestreados del espacio subyacente X y el
objetivo principal es recuperar la topologia de X. El proceso generalmente sigue los dos pasos siguientes
donde el segundo resulta ser el mds complejo:

1. Aproximar X utilizando una estructura combinatorial por ejemplo: complejos simpliciales.
2. Utilizar técnicas de la topologia algebraica para calcular invariantes topoldgicos de estas estructuras
por ejemplo: homologia persistente [3129] .

Existen numerosos métodos para completar el primer paso del anélisis; separados en geométricos y al-
gebraicos. Los complejos Cech y Vietoris-Rips son los métodos algebraicos mas comunes, sin embargo la
complejidad del cdlculo resulta igual a la multiplicacion de matrices; el primero a menudo puede ser apro-
ximado por el segundo, lo cual es relevante por su andlisis en conjunto de datos de altas dimensiones. Se
han estudiado formas eficientes para reducir el costo computacional introduciendo métodos geométricos:
los complejos alpha 301, los complejos flow [31]]. Tienen la ventaja de ser métodos rdpidos y relativamente
pequeiios, pero desafortunadamente dependen de los complejos Delaunay [32]. Otro método popular es el
trabajo con witness complex [33]]. A continuacién son abordados temas relacionados con los dos métodos
algebraicos mds utilizados, construidos sobre puntos aleatorios (i.i.d) en un espacio euclidiano R¢. Luego
son explicados los de cardcter geométricos, menos usados en la actualidad.
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Un problema principal al usar herramientas de homologia simplicial para estudiar una base de da-
tos X = {x;};"; C R" es que no se dispone de una estructura simplicial a priori. Tratar de construir un
complejo simplicial a partir de X puede resultar dificil. Una primera estrategia es la de considerar la ho-
mologia de los espacios X¢ = |J*| B(x;,€), donde una bola de radio € es centrada alrededor de cada punto
en X. La unién de bolas X, constituye un buen descriptor combinatorial, el proceso se puede observar en
9.

Fig. 9. Descriptor combinatorial.

En un nube de puntos X, a pesar de que el pardmetro € es continuo se puede verificar que en realidad
existe s6lo un nimero finito de complejos simpliciales K1 C K, C - - - K,.(concepto de filtracion)[34] que se
puede construir a partir de {X¢|e > 0} un ejemplo se puede ver en la figura:

Fig. 10. Esquema de la filtracién de un complejo.

Por otra parte una de las aplicaciones de la homologia persistente es construir complejos simpliciales
a partir de nubes de puntos en R". Si X = {x;}/_, C R" para cada valor de € > 0 son calculados H(X,), la
homologia del complejo simplicial resultante. Mientras incremente € la unién de bolas crece, y las inclu-
siones resultantes inducen una correspondencia entre homologia de grupos. Es decir si € < §, la inclusién
i : X¢ — X; induce un mapeo entre los grupos de homologia: H(i) : H(X¢) — H(Xs) denominado
homomorfismo de inclusién. Cada nivel de la filtracién contiene su propia homologia y las inclusiones
relacionan las homologias de los distintos niveles. Los grupos de homologia persistentes contienen clases
homoldgicas que son estables en el intervalo de € a d: tales clases nacen en un tiempo no posterior al €, y
siguen vivas en 8. Sea & = €+ p; las clases de homologia persistentes que permanecen vivas para grandes
valores de p detectan caracteristicas topoldgicas estables de X , mientras que las clases que sobreviven
sOlo para pequeiios valores de p son inestables 6 componentes topoldgicas tipo ruido.
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3.1. Métodos algebraicos

3.1.1. Complejos de Cech

El Complejo de Cech generado por un conjunto de puntos X es un complejo simplicial formado por
vértices, bordes, tridngulos y caras de altas dimensiones. La definicion general es bastante amplia, en la
mayoria de los articulos revisados se trabaja un caso especial expuesto en [35] que usa la interseccidn de
bolas euclidianas suficientes para el posterior andlisis.

Definicion 1 (Complejos de Cech ) Sea X = {x1,x2,--- ,x, } un coleccién de puntos en R y sea € > 0. El
complejo C¢(X) de un conjunto de bolas {By,(€)} se construye como sigue:

1. Un O-simplice (vértices) son los puntos en X
2. Unk-simplice [x;,, - ,x;,] es un Ce(X) si (NE_o Be(x;,) # 0 (los k-simplices corresponden a k+ 1 bolas
con interseccion no vacia)

Fig. 11. C¢(X) para X = {x{,x2,--- ,x¢} y € > 0. El complejo contiene 6 vértices, 2 bordes y un tridngulo.

Un paradigma en TDA es crear U, (X)(conjunto de vecindades) como una estimacién de alguna sub-
variedad subyacente, M C RY, a partir del cual X es la muestra y luego considerar su homologfa, normal-
mente a través de lo que se conoce como la homologia persistente o por medio de nimeros Betti como se
aborda en [36]]. Los lectores interesados en la teoria de homologia pueden referirse a [37)38]]. Un resultado
importante en esta drea es el Lema del Nervio [39]], une el Complejo de Cech ég(X ) y el conjunto de
vecindades U (X) y desde un punto de vista de TDA afirma que son equivalentes homotépicamente, y en
particular tienen los mismos grupos de homologia. Sin embargo dado que la definicién de Complejo de
Cech es esencialmente combinatoria, es computacionalmente mds accesible y por lo tanto de mayor uso
en las aplicaciones. El interés en trabajar con los complejos de Cech es debido a que primeramente es un
complejo de alta dimensién andlogo de un grafo geométrico; un estudio extenso sobre grafos geométri-
cos aleatorios lo podemos ver en [40]. Ademas resulta menos complejo examinar el Complejo de Cech
en lugar de la estructura geométrica Ug(X). La topologfa de Cech esta estrechamente relacionada con la
topologia del complejos alpha. Sin embargo cuando la dimensién es mayor que 3 su cdlculo se convierte
en poco practico.

Otro método utilizado, estrechamente vinculado con el anterior y mds fécil para calcular la filtracién
es Vietoris-Rips.

3.1.2.  Complejo Vietoris-Rips

En ocasiones no es factible calcular complejos Cech en la practica y los complejos alpha s6lo pueden
calcularse de manera eficiente en la dimension 3 o menor. Los complejos Vietoris-Rips fueron introducidos
por Vietoris en [41] con el fin de extender la homologia simplicial a una teoria de la homologia de espacios
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métricos mas generales. Aunque generalmente no son tan rapidos como los complejos alpha en bajas
dimensiones, su calculo puede ser eficiente en altas dimensiones.

Definicién 2 (Complejos Vietoris-Rips) Sea X = {x1,x3,--- ,x,} un coleccién de puntos en R? y sea
e > 0. El complejo Re(X) se construye como sigue:

G:{xlax27"' ,Xk} GIéS(X) A HXi—XjH <eg vz7.]6 {17 7k} (1)

La definicién de los complejos Cech y Vietoris-Rips no se limita solo al caso de espacio euclidianos, se
pueden definir para un conjunto de puntos en cualquier espacio métrico. De hecho en[42] se extiende para
cualquier espacio métrico. Por otra parte satisface la propiedad siguiente que juega un papel importante
en TDA; para mayor detalle se puede revisar [43]].

Lema 1 Sea X un conjunto finito de puntos en R? y € > 0. Entonces existe una cadena de mapas de
inclusion[44)].

A

Re(X) = C 5e(X) = R f5,(X). (2)

Esto significa que una propiedad topolégica que persiste bajo la inclusion Re(X) — Ry (X) con & >
\/2€ es una caracteristica topolégica de Ce (X). La idea principal es que la informacion sobre las carac-
teristicas topolégicas que persisten bajo la inclusién anterior revelan mayor informacién que las dos por
separado. En [45]] se analiza desde un punto de vista computacional, que el complejo de Rips es menos
costoso que el correspondiente complejo de Cech, a pesar de tener mas simplices.

Un aspecto insatisfactorio de los resultados anteriores es la dependencia de un conocimiento a priori
de la escala caracteristica €. Una manera de manejar el hecho de poder realizar una buena eleccion del € es
considerar invariantes homoldgicos multiescala que codifican los cambios en forma de homologia, cuando
€ varia. En [45] realizan un estudio de como seleccionar el pardmetro €; para € suficientemente pequeio,
el complejo es un conjunto discreto y para € suficientemente grande, el complejo es un simplice de alta
dimension.

Un problema que persiste es que los simplices pueden tener dimensiones muy altas. A continua-
cién son abordados algunos complejos expuestos en [33146/47]] que surgen de las técnicas de la geometria
computacional para atacar el problema.

3.2. Meétodos geométricos

3.2.1. Diagrama de Voronoi y los Complejos Delaunay
Sea X un conjunto finito de puntos en RY. Como primer paso se define la celda Voronoi de un punto x en
X siendo el conjunto de puntos V, C R? para x més cercana de los puntos en X:

Vx:{ueRd:Hu—xHSHu—x’HVx'EX}. 3)
Veamos que si x y x’ son dos puntos en el plano entonces sus regiones Voronoi se intersectan a lo largo

del punto medio de los dos puntos. Con n puntos diferentes la regién de Voronoi de x se convierte en la
interseccién de las normales de punto medio de x y los otros puntos (ver fig:[12).
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Fig. 12. Diagrama Voronoi de puntos en el plano.

Podemos ver que la unién de celdas Voronoi cubre R? y se definen los diagramas Voronoi de X como
una coleccion de celdas de sus puntos.

Definicion 3 Complejo Delaunay

El Complejo Delaunay D(X) de un conjunto finito X € R¢ se define como el nervio del diagrama de
Voronoi.

A continuacién introducimos una familia de subcomplejos de los Complejos Delaunay.

3.2.2.  Los complejos Alpha

Estos complejos son similares a los Complejos Cech, pero difieren de ellos por tener realizacién geométri-
ca natural. Sea B(x,€) bola cerrada en x con radio € y se define R(x,€) como la interseccién de las celdas
Voronoi V, con B(x,€)

R(x,€) = Vi NB(x,¢). 4)

Sean x y X' € X dos elementos cualquiera o bien tienen interseccion disjunta o se solopan a lo largo de
un pieza comun de sus limites. Por lo tanto veamos que la unién de R(x,€) Vx € X cubre la unién de las
bolas cerradas.

Definicion 4 Complejos Alpha

A(X,e) = {G eX

M R(x.e) £ @} . 5)

X€o

Una explicacion més detallada es dada en [47]].
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Fig. 13. La uni6n de bolas se descompone en regiones convexas por las celdas Voronoi.

3.2.3.  Complejos Witness

Los complejos alpha requieren del cdlculo del diagrama de Voronoi, esto significa que la complejidad
depende del espacio ambiente, asi como del nimero de puntos. Una posible solucién a esto es utilizar los
complejos witness donde para hacer frente al problema de la cantidad de puntos se introducen los puntos
landmark

La idea es seleccionar un subconjunto de puntos L C X que capture con mayor precisiéon posible
la topologia de los datos originales. Existen dos enfoques para la seleccién de puntos landmark. El enfo-
que simple es elegir un subconjunto de X al azar y un enfoque mds sofisticado es el método secuencial
max-min. El algoritmo elige puntos tales que la distancia desde los datos originales a los puntos landmark
es minima.

Sea L;_; el conjunto de los primeros (i — 1)- puntos landmark, entonces el punto landmark i-ésimo es
el x € X que maximiza ||/ — x|| sobre L;_1. Los puntos landmark son de manera general uniformemente
distribuidos, pero el método también tiende a escoger puntos extremales. A continuacién definimos los
complejos witness y algunas ventajas, detalles especificos se pueden encontrar en [33]].

Definicion 5 Complejos witness
W (X, L,¢€) se define de tal manera que su conjunto de vértices es L, y para k > 0y vértices ; el p-simplice
formado por {ly,--- ,1,} pertenece al complejo si todas sus caras estdn y si existe un punto x € X tal que:

max {[[lo = x|[,--- ||l = x[|} < &+ mi(x), (6)

my(x) es la distancia de un punto x € X a sus k+ 1-puntos landmark cercanos (tener en cuenta que el
punto x puede ser un punto landmark).

De acuerdo a [33] estos complejos se pueden calcular facilmente, son adaptables a métricas arbitra-
rias, utilizan un ndmero pequefio de celdas y no sufren el problema de la dimensionalidad. Se muestran
algunos ejemplos donde la combinacién de estos complejos con homologia persistente es muy eficaz en
la préctica, incluso para datos ruidosos.

Expuestas las diferentes vias tanto de manera algebraica como geométricas para obtener los com-
plejos simpliciales, como paso siguiente al andlisis se explica la homologia persistente que estudia la
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forma en que varia la homologia en una filtracién. A continuacién se expone un enfoque estadistico sobre
la tematica, principal para el estudio de TDA.

4. Enfoque estadistico para homologia persistente

TDA se refiere a un conjunto de métodos para encontrar la estructura topoldgica de los datos. Un rama
del TDA es la homologia persistente que aplicada a una filtracién de un complejo simplicial, se encarga
de llevar la cuenta del momento i en el que nace una clase de homologia y del momento j en el que
desaparece la misma clase; lo que conduce el andlisis hacia los descriptores topoldgicos, por ejemplo los
diagramas de persistencia. En el capitulo se introducen aspectos estadisticos relacionados con el tema.

La Homologia simplicial es un formalismo matematico utilizado para resumir la conectividad glo-
bal de un espacio topolégico; asocia un espacio topoldgico dado con una sucesién de grupos abelianos(o
en contextos mas generales modulos o cualquier elemento sobre una categoria abeliana). Su principal
motivacién es detectar las componentes conexas, tineles, agujeros, etc., de un espacio topoldgico X con
este objetivo surgen los grupos de homologia. El p-ésimo grupo de homologia H,(X) es el conjunto de
las clases de equivalencia de ciclos que encierra los agujeros p-dimensional. El rango B, es llamado el
p-ésimo ntimero Betti, en el caso de las tres primeras dimensiones existe una interpretacion intuitiva ya
que PBp concuerda con el nimero de componentes conexas de S, ; con el nimero de agujeros y 3, con el
nimero de cavidades [48]].

Fig. 14. El circulo tiene una componente conexa y un agujero (Bo = 1,p; = 1). Una esfera en R? tiene una componente conexa
y una cavidad (Bp = 1,1 = 0,B, = 1). El toro tiene una componente conexa, dos agujeros(los dos circulos no equivalentes en
rojo) y una cavidad encerrada (Bp = 1,51 =2,B2 = 1).

A continuacién se expone una introduccion a esta herramienta, mds detalles son explicados en [48l49]].
Dada una funcién de valores reales f : X — R definida para un subespacio triangulable de R, la ho-
mologia persistente describe los cambios en la topologia de los conjuntos de nivel inferior(o superior)
f~!(—eo,t] cuando t aumenta de —oo a oo . Por ejemplo considerando los conjuntos de nivel inferior
L, = {x e X: f(x) <t}, el indice ¢ se considera como un parametro de escala que conduce la filtracion
de subespacios, tales que L, C Ly, V¢ < s. Tal filtracion induce una familia {H(L,) : t € R} de grupos de
homologia y la inclusién L, — L induce una familia de homomorfismos H(L,) — H(L;).

La homologia persistente describe f mediante los restimenes topoldgicos que contienen la informa-
cién topoldgica del nacimiento y muerte de las caracteristicas homoldgicas que existieron durante algtin
intervalo de tiempo ¢. Las principales caracteristicas de un conjunto incluyen las componentes conexas
(homologia de orden 0), los tineles (homologia de orden 1), huecos (homologia de orden 2), etc. Estas
caracteristicas aparecen y desaparecen cuando ¢ aumenta. Por ejemplo las componentes conexas de L,
mueren cuando se combinan con otras componentes conexas.
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Cada caracteristica topoldgica tiene un tiempo de nacimiento b y un tiempo de muerte d. En gene-
ral existe un conjunto de caracteristicas con tiempos de vida y muerte asociados (b1,d;), -, (bm,dm)-
Estos puntos pueden ser ploteados en el plano resultando un diagrama de persistencia P. Alternativamente
los pares (b;,d;) son presentados como intervalos [b;,d;|, donde el conjunto de intervalos ploteados se
representa en un cddigo de barra. Se consideran los diagramas de persistencia y los c6digos de barra como
restimenes topoldgicos de la funcién de entrada o los datos. Puntos cercanos a la diagonal en el diagrama
(es decir intervalos pequefios) tienen tiempo de vida cortos y se consideran ruidos topoldgicos. La mayoria
de las aplicaciones se interesan en el caracteristicas que podemos distinguir del ruido, es decir aquellas
que persisten para un rango mayor de valores. Se han encontrado aplicaciones en diferentes campos, in-
cluyendo neurociencia [50], bio-informadtica [51], clasificacién de formas [52], agrupamiento [53]], redes
de sensores [[54].

Entre los primeros resultados estadisticos sobre homologia persistente en un entorno paramétrico lo
encontramos en [S5]], donde suponen que los datos son muestreados aleatoriamente de una distribucion
de probabilidad desconocida, se construyen dos complejos de cadenas filtrados: el complejo Morse y el
complejo Cech. Usando la homologia persistente uno puede calcular los nimeros Betti que proporciona
una descripcion topoldgica de la distribucion de probabilidad. Se demuestra que con el uso de estimadores
estadisticos para las muestras de ciertas familias de distribuciones se puede recuperar la homologia persis-
tente de la distribucién subyacente. El enfoque dado en [56] desarrolla la teoria de probabilidad necesaria
para definir objetos estadisticos bdsicos tales como medias, varianzas y probabilidades condicionales en el
espacio de los diagramas de persistencia, donde demuestra que estos espacios con una métrica Wasserstein
son completos y separables. Bubenick introduce en [[14] una representacién funcional de los diagramas de
persistencia, denominado persistencia landscapes que veremos su desarrollo en[9}

Signature: persisi€nce|
diagran

Build geometric Compute persistent
filtered complex on
top of data

_ set . complex {
. — —_— i

T e _—

Filtered homology of the
Metric data T simplicial "'”“l"’h'x- .

o i ?
— (-dimensional homology

Fig. 15. Proceso clasico para persistencia en TDA.

A continuacién son expuestos algunos detalles de la homologia persistente para las funciones de dis-
tancia y funciones de densidad, que proporciona una mayor informacién para la construccién de los dia-
gramas de persistencia [S7].

4.1. Homologia persistente de la funcion distancia
Primero consideramos el caso donde f es la funcion distancia. Dado los datos S, = {X1,---,X,} interesa

entender la homologia del espacio topolégico compacto d-dimensional X C R” de la que fueron mues-
treados los datos y sea dx : R — R la funcién distancia a X, no negativa definida por:

ds (x) = infyexd(x,y) Vx € RY (7)
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Donde d(x,y) = ||x —y||» es la distancia euclidiana entre x e y en R?. La funcién de distancia a X es
continua y en efecto 1-Lipstchiz: Vx,x' € RY, |dk(x) —dk(x')| < ||x —x’||. Ademds X es completamente
caracterizada por dx dado que X = dy ' (0).

La homologia persistente resume como las caracteristicas topoldgicas de L, = {x: ds, <t} cambian
en funcién de r. Cada caracteristica tiene un tiempo de vida b y de muerte d. En general se tienen un
conjunto de caracteristicas con sus tiempos de vida y muerte asociados: {(b;,d;)}_,, estos puntos pueden
ser ploteados en el plano y son obtenidos lo que se conoce como diagramas de persistencia P (resumen de

la funcién de entrada o los datos).[48,58]].

Si la muestra es lo suficientemente densa y el espacio topolégico se encuentra en R”, entonces F,(X)
es un subgrupo del grupo de homologfa p-ésimo del conjunto subnivel L, = {x: Ds, (x) <t} para un
intervalo de valores de tiempo ¢. Tarea dificil resulta seleccionar el correcto valor ¢: ¢ pequefio tiene la
homologia de n puntos y un ¢ mayor nos da la homologia de un solo punto. Utilizando la homologia
persistente se evita la eleccion de un unico ¢ mediante la asignacion de un valor de persistencia a cada
generador de homologia no trivial, que es realizado como L para algin ¢ no negativo. Como ¢ varia, las
caracteristicas de nacimiento y muerte S,, son resumidas utilizando el diagrama de nacimiento empirico
P. Donde P es considerado como una estimacién del diagrama de persistencia observado del espacio sub-
yacente S. Recordar que los puntos cerca de la diagonal tienen poco tiempo de vida y son considerados
ruidos topoldgicos.

Sample Sub-level set ‘I:G_s Sub-level set fﬂ_a Persistence Diagram
® o o ©»
— " - - £ai
. @ ®
— . . - 2 - oo A
: * e g 7 % : - edim0
- Q- Adim 1
@ @ o Q
T 1 T T T T T T T T T 1 T T T 1 T T 1 I T o I 1 T T T T 1
-3 A 1 3 3 - 1 3 =3 -1 1 3 00 10 20 3.0
Birth

Fig. 16. Sample:S3( muestreado del circulo de radio 2; Sub-level set 205: consta de 2 componentes conexas y 0 loops; Sub-level
set Z()?g: {x:ds,, <0,8}, al aumentar ¢ se observa el nacimiento y muerte de caracteristicas topoldgica por ejemplo una de las
componentes conectadas muere (se fusiond con otra) y se formo un agujero de dimensién 1, las bolas rosadas representan la
funcién de distancia que se tocan entre si en el centro del circulo. Persistence Diagram resume las caracteristicas topoldgicas
de los puntos muestreados. Los puntos negros representan las componentes conexas: 30 componentes conexas se presentan con
t = 0 y mueren con el aumento de ¢, s6lo una componente conexa persiste para grandes valores de ¢. El tridngulo rojo representa
el tnico agujero 1-dimensional que es formado con t = 0,8 y muere en ¢ = 2.

4.1.1. Puntos criticos de la funcion distancia

Dado un conjunto compacto X C R, la funcién distancia es usualmente diferenciable. Por ejemplo si X
es un cuadrado en el plano, dx es no diferenciable a lo largo de la diagonal de X. Sin embargo, es posible
definir un campo de vector gradiente generalizado Vyx : R? — R para dx que coincide con el gradiente
clésico en los puntos donde dx es diferenciable.

Sea x € RY y I'x(x) el conjunto de puntos en X mds cercano a x:

FX(X) :{yGX:d(x,y) de(x)}, ()
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este es un subconjunto compacto no vacio de X.

Sea ox(x) bola cerrada mds pequefia que encierra I'x(x) y sea Ox(x) el centro y de radio Fx(x).
Para x € RY, el gradiente generalizado se define:

x—0x(x)
Vx(x) = ; €))
yparax € X, Vx(x) =0
Fig. 17. Gradiente generalizado de la funcién distancia para un conjunto compacto.
La norma del gradiente esta dada por:
Fx(x)?

Vx(x)|>=1- 10
H X(X)H RX(X)Z (10)

Equivalentemente la norma de Vx(x) es el coseno del dngulo mitad del cono mds pequeiio que contie-
ne I'x (x). Una explicacién mas detalla la podemos encontrar en [34].

En [59]] realizan un estudio del nimero de puntos criticos de dx cuando X es un proceso Poisson.
La teoria de Morse no se aplica directamente a la funcién de distancia, principalmente porque no es di-
ferenciable en todas partes. Si embargo se demuestra que se puede definir una nocién de puntos criticos
no degenerada para la funcién distancia, asi como su indice de Morse. En particular analizan el compor-
tamiento limite de M- nimero de puntos criticos de dyy con indice Morse k- como la densidad de puntos.
Se analiza como los puntos criticos son por si mismo intrinsecamente interesante, y el conocimiento de
su comportamiento tiene implicaciones inmediatas a través de la teoria de Morse para el estudio de la
topologia de los complejos de Cech construidos sobre los conjuntos de puntos aleatorios.

4.2. Homologia persistente de la funcion de densidad

La mayor parte de la literatura sobre la topologia computacional se centra en la funcién de distancia. Pero
si se quiere la homologia del conjunto X y no se observa X directamente, mds bien se observa una muestra
Sn = {Xi,---,X,} de una distribucién P que se concentra en 6 cerca X C RP. Es decir, utilizar los datos
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para construir un estimador de densidad suave y luego encontrar el diagrama de persistencia definido por
una filtracion de los conjuntos de nivel superior del estimador de densidad [48/49].

Por ejemplo, si se supone que X es un circulo. Entonces la homologia del conjunto de datos S, no
es igual a la homologia de X; sin embargo el conjunto L, = {x: ds, <€} = J/_, B(x;,€) captura a homo-
logia de X para un intervalo de valores €.

Sea Xi,---,X, una muestra de P, donde X; € RP, se utilizan los datos para construir un estimador
de densidad suavizado. Un enfoque diferente de suavizado basado en distancias de difusién es discutido
en [60].

Sea X el soporte d-dimensional de P. Se define la densidad de la medida de probabilidad %, versién
suavizada por la convolucién con el Nicleo.

pix) = [ oK <”x_h””2) dP(u), (11)

P, = PxK;, donde K;,(A) = h " PK(h'A) y K = [, K(t)dt. El estimador estdndar para pj, es el estimador
de densidad del Nucleo:
- Ly 1 (=Xl
=-) =K|{—— . 12
=1 Lok (15 (12)
Donde el Nicleo K satisface [ K(x)dx = 1y el pardametro de suavizado & es conocido como el ancho
de banda. En la préctica el Nucleo K se elige generalmente para ser una funcion de densidad de probabili-
dad unimodal simétrica alrededor de cero. Una popular eleccién en los trabajos revisados para el Nicleo

es el gaussiano K (y) = Lﬁexp(%yz)[ﬂ].
T

El objetivo es poder estimar P, usando el diagrama P, de los conjuntos de nivel superior {x : py(x) >1}.
pn es de interés por varias razones, primero los conjuntos de nivel superior de una densidad son de interés
intrinseco en estadistica y machine learning y la homologia de estos conjuntos proporciona informacién
estructural acerca de la densidad. Las componentes conexas de estos conjuntos se usan para la agrupacion.
En segundo lugar bajo condiciones apropiadas se obtiene informacién topoldgica sobre un conjunto de
interés X. Es mostrado en la fig: suponiendo que X es un compacto d-manifold suave, p es la densidad
de P con respecto a la medida de Hausdorff en X.

Luego de expuesto una panordmica acerca del enfoque estadistico para la homologia persistente y
algunos conceptos bdésicos, el siguiente capitulo ofrece una descripcién de los resimenes topoldgicos
estandar que se obtienen y son analizados los resultados desde un punto de vista probabilistico.

5. Diagramas de persistencia

Utilizando la seccién 4] se considera que la clase de homologia & nacié en L; y muere al entrar en Ly,
establecer b(a) =1 y d(a) = s, representar cada clase (o) por un punto (b(a),d(ct)), resultando entonces
un multiconjunto de puntos en R? con el eje horizontal correspondiente a el nacimiento de la clase y el
vertical a la muerte. La persistencia de a es la diferencia pers(a) = d(a) — b(at), donde en un contexto
general se obtienen puntos con infinita persistencia que corresponden a los puntos de la forma (eo,s) 0

(£, ).
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Sample Density Estimator Upper-level set (t=0.1) Density Persistence Diagram
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Fig. 18. Sample: 500 puntos de datos de un circulo de radio 1: Density Estimator Nicleo Gaussiano con ancho de banda 7 = 0,3.
Upper level: Uy | = {x: p, > 0,1}. Density Persistence Diagram resume las caracteristicas topol6gicas de los conjuntos de
nivel superior del estimador de densidad del niicleo. Los puntos negros representas las dos componentes conexas que aparecieron

aproximadamente en ¢t = 0,27, pero uno de ellos inmediatamente muere por la fusién con otro. El tridngulo rojo representa el
unico agujero 1-dimensional que se forma en ¢ = 0,12 y muere r = 0,01.

00 01 02 03 04
Death

Definicion 6 La persistencia total de grado p de una diagrama P se define como:

Pers,(P) = Z(pers(t))p. (13)

teP

Definicion 7 Un diagrama de persistencia es un multiconjunto de puntos en R? junto con la diagonal
A= {(x, y) ER?|x = y}, donde cada punto en la diagonal tiene multiplicidad infinito.

Notar que el diagrama se encuentra totalmente contenido en el semiplano por encima de la diagonal
A dado que la muerte siempre se produce después del nacimiento; en [62] se demuestra como estos dia-
gramas estan bien definidos para cualquier espacio métrico y en particular para cualquier espacio métrico
compacto. Las caracteristicas de mayor persistencia son las representadas por los puntos mds alejados de
la diagonal, mientras que los puntos cercanos pueden ser interpretados como ruidos topoldgicos.

Un diagrama de persistencia es estable si un pequefio cambio en la funcién de entrada produce un
pequeiio cambia en el diagrama. Existen diferentes elecciones de métricas en el espacio de los diagramas
de persistencia, andlogas a la variedad de métricas en el espacio de funciones. Se trabaja de manera ge-
neral con una distancia métrica que es analoga a la distancia L? en el espacio de funciones en un espacio
discreto. Una familia natural de métrica se discute en [63]]

Definicion 8 (Distancia Wasserstein) La distancia Wasserstein entre dos diagramas de persistencia, dy y
d, se define:

1

P

Wyldi,do) = | infy Y [le=v(0)[IL | (14)

x€ed
donde 'y es el conjunto de todas las biyecciones entre Dy D,; es no vacio debido a la diagonal.

En el diagrama de persistencia vacio dp, representa el diagrama que contiene solo la diagonal. Obser-
var que la Pers,,(d) =27 (W, (d,dy))? parat € d.

Caso Particular
Para p = o se obtiene la distancia bottleneck definida como el infimo de los y para los cuales existe
una coincidencia entre los diagramas, de tal forma que dos puntos s6lo pueden ser igualados si la distancia
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es menor que Yy todos los puntos a una distancia mayor que 7y de la diagonal deben ser igualados:
By (dy,d2) = infysupica, ||t —Y(t)||o- (15)
En [56] la métrica W), es utilizada para definir el siguiente espacio de diagramas de persistencia.
D, ={d|W,(d,dp) < oo} = {d|Pers,(d) < e} p>1. (16)

Senalar que la distancia p-Wasserstein es una modificacién del concepto clasico de la teoria de proba-
bilidad. Dadas u y v medidas de probabilidad [35|en un espacio métrico (X, p), la distancia p-Wasserstein
entre u y v se define:

WP(;“?‘}) = <ian€F(u,v) /XXX pp(s>t)dY(svt)> ’ ’ (17)

donde I'(u,v) es una coleccién de medidas de probabilidad en XxX. Requerir finitud del p- momento de la
medida de probabilidad u es similar a requerir la finitud de la persistencia total de grado p de un diagrama
d y significa que para algin ¢y € X se tiene:

/X 07 (10, )d(z) < oo. (18)

La principal diferencia entre la distancia Wasserstein para los diagramas de persistencia y la distancia
para las medidas de probabilidad se debe a la funcidn tinica de la diagonal en el primer caso.

En [64] son demostrados dos resultados de estabilidad para las funciones Lipschitz en espacios métri-
cos triangulable y compactos. Se formulan dos funciones, la primera en términos de la distancia de Was-
serstein entre sus diagramas de persistencia y la segunda en términos de su persistencia total. Se supone
que X es un espacio métrico tal que para cualquier diagrama de persistencia d calculado por un funcién
Liptschiz f con constante Liptschiz Lip(f) < 1 y ademds cumple la condicién de tame |'} obtenemos
Pers, (d) < Cx que depende sélo de X implicando que la persistencia total de grado p es acotada.

Proposicion 1 (Estabilidad Wasserstein) Si X es un espacio métrico compacto, triangulable que implica
persistencia total de grado k acotada para algiin k > 1y f1, f> : X — R son funciones Liptschitz tame,
entonces Y dimensiones l 'y p > k tenemos:

Wo(Di(f),Di(f2)) < CHIIfi = fall (19)
donde C = meax{Lip(fl),Lip(fz)k} .

Teorema 1 Si (X,d) es un espacio métrico completo separable y p un niimero positivo, entonces el espa-
cio métrico (D,,W,) es separable y completo.

5.1. Propiedades del espacio de los diagramas de persistencia

A continuacién son expuestas las propiedades particulares que posee el espacio que conforma los diagra-
mas de persistencia para luego poder aplicar inferencia estadistica sobre estos espacios mediante objetos
estadisticos como: varianzas, esperanzas y probabilidades condicionales.

I f:X — R es tame si tiene un niimero finito de valores criticos homolégicos y los grupos de homologfa Hy (f~!(—ee, ] son
de dimension finitaVk € Zy a € R
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Teorema 2 (D,,W,) es completo

Ideas de la demostracion
Un espacio métrico se dice completo, si toda sucesion de Cauchy es convergente:
Sea {d,} € D), un sucesion de Cauchy:

= Demostrar que {d, } converge en “persistence-wise” a un diagrama d*.
» d* €D,
= Demostrar que {d,} converge a d* en la métrica W,.

Demostrar cada paso requiere de una serie de suposiciones y lemas que el lector puede revisar en [56]].
Teorema 3 D, es separable

Un espacio topolégico es separable si posee un subconjunto denso y numerable, para demostrarlo se
trabaja con un subconjunto de diagramas de persistencia con multiplicidad total finita de tal manera que
sus puntos tienen coordenadas racionales: S C D), = {d €Dyl |d| <oV xeQ? Vxe d} .

Sid € D,, entonces Ve > 0 3 o > 0; W, (lo(d),dp) y lo, parte o-inferior de d ﬂ Si ug es la parte o-
superiorE] se cumple:

€
Wp(d,pa(d)) < Wy (lu(d),do) < 5 (20)
Dado que Q2| es denso en R2a(@)l existe d; € S tal que W, (dy, pa(d)) < 5. Entonces:
Wp(dadS) S Wp(dnu(x(d)) +Wp(d57,u(l(d)) < 87 (21)

esto implica la densidad del conjunto S.

Notar que S = (J_o Sy, donde S, = {d € S| |d| = m}. Cada S,, es isomorfo a un subconjunto de Q"
y este es numerable.

— S es numerable.

Compacidad en D,

En [56]] se exige compacidad para los diagramas de persistencia, para esto se requiere de condiciones
que debe cumplir D,,. Se analizan casos de diagramas de persistencia que no son compactos en D, se
definen restricciones para el conjunto S C D), para poder entonces lograr compacidad por la eliminacion
de estos ejemplos.

Ejemplo 1 S C D, subconjunto de diagramas con un solo punto fuera de la diagonal de multiplicidad 1
y persistencia € > 0. Sea {d,} € S tal que b(t) = 2ng, tenemos(verﬁg.@):

Wyldnod) = (517 +(5))" = ()7 22)

ZtelyetedVpers(t) <o
3telyetedVpers(t) >
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dyin
(2n45) T o}

iy
(2n+3)e T

(2n41)e T [0}

e 2dnt+l)e  2Ant2)e

Fig. 19. Grifico de tres diagramas consecutivos de la sucesién d,,.

Para eliminar este ejemplo se imponen una de las dos condiciones referidas a la acotacién para el
nacimiento y la muerte de la caracteristica expuesta en [56].

Las condiciones de acotacion no son suficientes para asegurar la compacidad relativa como se muestra
en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 2 S = {d|W,(d,dp) <e}N{d|b(t) >0Vvd(t) <CVted}(e,C>0). Sea {d,} € S diagramas
con un sélo punto fuera de la diagonal t,, = (0, 217%) con multiplicidad 2". Entonces:

1 m \?
Vn,m € Nym > n; Wy(dy,dy) > (2m—1 (221_pg> )

1

=27 ¢, (23)

=

ya que al menos tenemos 2"~ puntos de persistencia 2 "reenla diagonal; por lo tanto una subsucesion
de {d,} puede ser Cauchyy S no es relativamente compacto.(ver ﬁg..

(b)

1 [da] =27
2 ve @]
o |dn—l| _— -2u+l

27 e T
| _n+2 |d"_2| i

s o e

Fig. 20. Cada punto representa un diagrama con un sélo punto fuera de la diagonal cuya multiplicidad crece mientras la persis-
tencia disminuye.

Para lidiar con el problema anterior se introduce la siguiente definicién:
Definicion 9 VS C D, se denomina uniforme si Ve >0 3o > 0; W,(loy(d),do) <€ Vd €S.

La exclusion de los casos expuestos anteriormente es suficiente para lograr la acotacidn general.
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Definicion 10 VS C D, es totalmente acotado si y sélo si Ve > 0, 3 una €-red EI finita de S.
Notése que :

= Todo conjunto totalmente acotado, es acotado pues es union finita de conjuntos acotados.

= Si S es totalmente acotado, entonces [S] es también totalmente acotado.

= Todo espacio totalmente acotado es separable, pues para todo n se construye una %—red finita {A,},
cuya unién es un conjunto numerable siempre denso.

Para comprender la definicién anterior veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3 En [, es totalmente acotado de dimension infinita el paralelepipedo fundamental o ladrillo de
Hilbert definido por:

1
= {(Sn)Q‘Sn‘ < 1 Vn}. (24)

Demostracion: Sea € > 0 y n tal que 2T1_1 < 5. Relacionamos el vector s = (s,) con el vector s* =
(S1,+++,50,0,---,0). Entonces:

1 1 1

oo 2 ) 1 2 2 ) 1 2
d(s,s") Y %] < X <2k_1> <l ) 7| (25)

k=n+1 k=n+1

es decir;

d(s,s") < < (26)

on—1

Para cada n fijo, el conjunto IT* de puntos del tipo de s* es totalmente acotado, por ser acotado en
un espacio de dimension finita n. Tomando una 5-red finita de IT* ella lo serd también de 11, quedando
ast demostrado que el ladrillo de Hilbert es totalmente acotado.

ool m

6. Inferencia estadistica con diagramas de persistencia

Se han realizado varios intentos, con diferentes enfoques para estudiar los diagramas de persistencia desde
un punto de vista probabilistico; por ejemplo [65166,67168]]. Con el fin de utilizar los diagramas de persis-
tencia como una verdadera herramienta estadistica surgen naturales cuestiones sobre estos restimenes.

1. (Es posible definir medidas de probabilidad sobre los resimenes?

2. (Es posible definir medias y varianzas (Fréchet)?

3. (Establecer relaciones entre la distribucién de muestreo de los datos y la distribucién en el resumen
topolégico?

4. ;Calcular media y varianzas (Fréchet) ?

5. (Obtener la concentracién de la media de Fréchet?

Existen una variedad de razonas para querer caracterizar propiedades estadisticas de los diagramas.
Por ejemplo dada una nube de puntos muy grande S, es ventajoso trabajar con submuestras de los datos
que producen nubes de puntos mds pequeiias Sy, -, S, y asi calcular la media y la varianza del conjunto
de diagramas de persistencia obtenido a partir de los n submuestreados conjunto de datos. En términos
estadisticos consiste en calcular una estimacion bootstrap [69]] de diagramas de persistencia de los datos.

4ACEesunagredde Sparag>0ssiVs €S JacA;d(s,a) <e
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Pero estos procedimientos requieren de una buena definicién para la media y varianza de un conjunto de
diagramas. Se han realizado algunos progresos en cuanto a la comprension de la media de las distribucio-
nes de los diagramas de persistencia [S6] Mileyko demuestra que el espacio de los diagramas (D,,W,)
es un espacio Polish ! y por lo tanto es posible definir la media de Fréchet. En particular se demuestra
que la medida de Fréchet de un conjunto finito de diagramas de persistencia siempre existe pero no es
necesariamente Unica. Una posible solucién se argumenta en [67] donde se da una alternativa definicién
probabilistica combinando la media con conceptos de teoria de juego; logrando que esta media proba-
bilistica sea continua y tnica.

Un pardmetro estadistico es una cantidad que describe atributos de una coleccién de datos, que re-
sume informacién acerca de los datos. La teoria estadistica define un parametro estadistico como una
funcién de una muestra donde dicha funcién es independiente de la distribucién de la muestra; es decir
puede decirse antes de la realizacion de los datos. El término estadistico es usado tanto para la funcién
como para el valor de la funcién en una muestra dada.

Existen tres tipos de pardmetros estadisticos: de centralizacion, de posicion y los de dispersion. Las
medidas de centralizacién indican en torno a que valor (centro) se distribuyen los datos, incluyen la me-
dia, la moda y la mediana. Las medidas de posicién dividen un conjunto de datos en grupos con el mismo
nimero de individuos pero es necesario que los datos se encuentren ordenados, incluyen los cuartiles,
deciles y percentiles. Por ultimo las medidas de dispersion o variabilidad incluyen la desviacién estdndar,
varianza, desviacién media y el rango de los valores (diferencia entre el mayor y el menor de los datos de
una distribucién estadistica) y nos informa sobre cuanto se alejan del centro los valores de la distribucion.
Las tendencias centrales y sus correspondientes medidas de variabilidad son soluciones para la optimiza-
cion de las diferentes funciones de costos basadas en la métricas p-Wasserstein.

En [63] se establece la definicién natural de la media y la mediana de un conjunto de diagramas
considerando las funciones de costo andlogas a los de las muestras de los nimeros reales y la definicién
de estos pardmetros estadisticos como las soluciones para la optimizacién de estas funciones. Es decir se
caracterizan las funciones por los minimos locales y al hacerlo se caracteriza por la media y la mediana.
Esto sugiere para direcciones futuras que el trabajo hecho para la media se extienda para la mediana. Pero
la discontinuidad y la falta de unicidad de la media y la mediana como muestra Turner en su articulo hace
la inferencia estadistica mucho mads dificil. Una posible solucién consiste en considerar un enfoque alter-
nativo probabilistico dada en [65] donde se establece un algoritmo para el calculo de la media y varianza.

Con este fin se requiere de una distribucién de probabilidad Py en (D,,B(D,)) donde B(D,) es
la 6-dlgebra Borel en D,,.

Dado un espacio de probabilidad (D, B(D,),?P) la cantidad:
Varp = infaep, [Fiz/ Wy(d1,dr)*dP(d)) <ol , (27)
Dy

es la varianza Fréchet de P y el conjunto en el cual obtenemos el valor:
Ep= {dz EDP‘F(dQ) :VGFT}, (28)

1 Un espacio se dice "Polish”’si es metrizable, con métrica separable y completa.
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es la esperanza Fréchet también conocida como la media Fréchet. En [S6] se demuestra que para naturales
restricciones de una distribucion de diagramas de persistencia ‘Pp el diagrama esperado y la varianza sobre
estos diagramas estan definidos. Surge la interrogante de si existe la esperanza de Fréchet para medidas de
probabilidad con soporte compacto:

Teorema 4 (Mileyko-Mukherjee-Harer) Sea ‘P una medida de probabilidad en (D, B(D,)) con segundo
momento finito. Si P tiene un soporte compacto entonces K p_.

6.1. Correspondencia, seleccion y agrupaciones

En [65] se da un algoritmo para calcular una estimacion de la media de Fréchet de un conjunto de dia-
gramas. Dicho algoritmo centra su andlisis en la comprensién de un andlogo para la distancia Wasserstein
con el fin de trabajar con mds de dos diagramas.

Un diagrama es representado como una lista de sus puntos fuera de la diagonal X = [x1,--- ,x]. Dado que
se trabaja con diagramas con nimero finito de puntos fuera de la diagonal, se supone implicitamente que
esta lista es finita.

Definicion 11 Sea X = [x1,--- , x| y Y = [y1,- - ,yk] diagramas. Un correspondencia entre X y Y es un
biyeccion ¢ : X — Y. Una correspondencia optima es aquella que alcanza la distancia Wasserstein.

Ahora se necesita entender como definir correspondencia cuando existen N-diagramas en lugar de 2.
Para ello son definidas selecciones y agrupaciones que restringen las correspondencias cuando N = 2.

Definicion 12 Dado un conjunto de diagramas X\, --- ,X,, una seleccion es un punto de cada diagrama,
donde ese punto puede ser A. La seleccion trivial para un punto particular fuera de la diagonal x € X; es
la seleccion my la cual elige x para X; y A para cualquier otro diagrama.

Un agrupamiento es un conjunto de selecciones de modo que cada punto fuera de la diagonal de cada
diagrama es parte exactamente de una seleccion.

Un agrupamiento de N diagramas que tiene k selecciones puede ser almacenado como una matriz G
de kxN, donde la entrada G(i, j) = x significa que la seleccién de orden j tiene el punto x € X;. Veamos un
ejemplo, donde el agrupamiento estd dado por la matriz.

-D* -DI D,
1 b T T
2 a Al A
3| A vy g
41 A z A
o] A 2 R
6 ¢ A A

Fig. 21. Agrupamiento Fréchet.

A representa la diagonal; tener en cuenta que las agrupaciones se consideran equivalentes hasta un
reordenamiento de las selecciones, por la adicién o eliminacion de cualquier nimero de (A, A, - - - ,A) filas.

La media de una seleccion s es el punto denotado means(s) que minimiza la suma de los cuadra-
dos de las distancias a los elementos de la seleccidn; s consiste de N puntos: {p1,---, pn} con p; = (x;,;)
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fuera de la diagonal y el resto copias de la diagonal A. El célculo brinda el punto:

1

meansX(s)zz—Nk (N—i—k)Zx,-—f—(N—k)Zyi,(N—k)in+(N+k)Zy[ . (29)

La media de una agrupacion, media(G) es un diagrama en D), con un punto en la media de cada selec-
cién. Notar que con la media de la seleccidn se obtiene un punto, mientras que la media de un agrupacion
aporta un diagrama.

(A) (B)

Fig. 22. Ejemplo de una agrupacion de tres diagramas de persistencia dados en A. En este ejemplo la agrupacion tiene 4 selec-
ciones y la matriz correspondiente 21} Los circulos negros en el diagrama B ofrece el diagrama de media asociado a este grupo
en particular.

Turner en [65] muestra que la métrica L>-Wasserstein en un conjunto de diagramas de persistencia
produce un espacio geodésico y que la estructura adicional se puede aprovechar para construir un algorit-
mo y as{ poder calcular la media de Fréchet y demostrar La Ley de los Grande Ntimeros. En [[67] Munch
adopta un enfoque diferente e introduce una variante de la media Fréchet como una medida de probabili-
dad en los diagramas; Si bien esto produce una media Unica, la solucién no es un diagrama de persistencia.

Técnicas para calcular conjuntos de confianzas que permitan separa la sefial del ruido topoldgico
se han investigado en[68l70/57]]. Alguno autores se enfocan en la métrica Bootleneck(caso especial de
la métrica p-Wasserstein con p = o) sefialando que se pueden obtener similares resultados para el caso
general bajo supuestos mds fuertes sobre el espacio topolégico subyacente. En el siguiente capitulo se
aborda la problematica mediante la técnica de bootstrap.

7. Bootstrap para diagramas de persistencia

La técnica bootstrap introducida por B.Efron 1979 proporciona estimaciones del error estadistico impo-
niendo escasas restricciones sobre las variables aleatorias analizadas y estableciéndose como un proce-
dimiento de carécter general, independientemente del estadistico considerado. Consiste en aproximar la
precision de un estimador a partir de una muestra de datos u observaciones, donde la precision se mide
como la inversa de la varianza de un estimador. Esta distribucién de estadisticos a través de las muestras
definen una distribucién muestral empirica, la cual puede ser utilizada para definir estabilidad e hipdtesis
estadisticas.
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Conocer la precision o el error cuadritico medio (ECM) 42| de estimadores de la varianza suele ser
algebraicamente complicado. El método Bootstrap permite obtener una buena aproximacion del ECM y
otras estimaciones a partir de la muestra, ain sin conocer la distribucién de donde provienen los datos.

7.1. Aspectos generales

Considerar las variables aleatorias X1, X>, - - - , X, igualmente distribuidas con funcién ¥ y representar me-
diante el conjunto {x;,x2,---,x,} la muestra correspondiente a extracciones aleatorias sobre las referidas
variables. Es vdlido destacar que los valores correspondientes a las muestras permiten obtener la distri-
bucién empirica ., que constituye la estimacién paramétrica de mdxima verosimilitud de la funcién de
distribucién ¥ . La media y la varianza de X [71] estd dada por:

n X,'
07 =Ex[X] =) —, (30)
i=1
n 2
oy =Varg,(X) =Y (X; —87.) (31)

También se definen otras medidas y pardmetros: mediana, curtosis, coeficientes de asimetria, etc - - -,
todos ellos dependientes de la distribucion.

Como se conoce la homologia persistente permite cuantificar los cambios topoldgicas de los conjun-
tos de nivel superior con un multiconjunto de puntos en el plano extendido considerado como el diagrama
de persistencia (). Otro camino para representar las informacion descrita por P es la funcién landscape
M : R — R; obtener estos restimenes puede ser muy dificil directamente. En su lugar se supone que p
corresponde a la distribucion de probabilidad P. Dada una muestra de tamafio 7, creamos un estimador de
la funcién de densidad de probabilidad p, usando un estimador de densidad por Nicleo. Como r crece,
pn se aproxima a la verdadera probabilidad de densidad. Dado un n suficientemente grande se calcula
el diagrama P, y el landscape A, correspondiente a p,. Pero muchas veces conocer la estimacion de un
diagrama de persistencia o landscape no es suficiente, saltan a la vista varias interrogantes cémo: que tan
cerca puede ser el diagrama estimado del verdadero; una respuesta a esto puede ser construir un conjun-
to de confidencia para los diagramas y una banda de confianza para los landscapes. Para resolver esta
interrogante se utiliza el método Bootstrap:

7.2. Método

En la mayoria de los problemas de estimacion, es importante dar un indicador de la precisién de un es-
timador dado. Un método simple es proporcionar un estimador del sesgo y la varianza del estimador,
mads preciso es un intervalo de confianza para el estimador. Este capitulo se concentra en el intervalo de
confianza bootstrap y de manera general discute el procedimiento bootstrap cémo método para estimar la
distribucién de un estadistico dado.

Sea X1,Xa, - -+, X, variables aleatorias i.i.d, tomando valores en el espacio de medida (X, 7, P). Supo-
ner que interesa estimar el pardmetro de valor real 0 correspondiente a la distribucion P de la observacion.
Estimar 0 usando el estadistico 6 = g(Xi,---,X,), estos pardmetros pueden ser la media de la poblacion y
la media de la muestra. Una explicacién tedrica mds detallada la encontramos [[72]].
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La distribucién de la diferencia  — 6 contiene toda la informacién necesaria para construir un in-
tervalo de confianza de nivel (1 — o) para 6[68]; es decir se tiene un intervalo [a,b] dependiendo de
los datos tal que P(8 € [a,b]) > 1 — o.. En particular si se conoce la distribucién ¥ de 6 — 6 enton-
ces los cuantiles F (1 —a/2) y F'(a/2) pueden ser calculados. Ademds los ajustes son obtenidos
a=0—F""(1—0/2)yb=06—F '(0/2), resultando el intervalo de confianza 1 — o para 6:

PO € [a,b])) =P (F ' (a/2) <O-0<F'(1-a/2))=1-o. (32)

Desafortunadamente la distribucién de & — 6 depende de la distribucién desconocida P de las ob-
servaciones y no puede ser utilizada para evaluar el desempeio de 0; por lo tanto el primer paso en el
procedimiento Bootstrap debe ser aproximar P. Lo interesante de este paso es la eleccién del estimador,
si se tiene que las observaciones generales son una muestra aleatorias (X, --,X,) de una distribucién de
probabilidad P, un candidato es la distribucién empirica P, = n~' Y. 8y. de las observaciones, principal
para un bootstrap empirico. Obteniendo asi una nueva muestra (X}, ---,X,); luego estimar la distribucién
F (r) con la distribucién F (r) = P,(6* —8 < r) donde 6* = g(X,--- ,X}).

La distribucion ﬁ se obtiene por diferentes métodos, en [68] trabajan con el método de aproxi-
macién por simulacién: para B grande, obtener B valores diferentes de 6* y aproximar F (r) como:
F(r) = %Z?:ﬂ (é}‘ — 6 < r). Dado que los cuantiles de 7 aproximan los cuantiles de 7, se define el
intervalo de confianza estimado como:

C, = é—ﬂ?n*l(l—oc/z),é—ﬁ*l(oc/z)]. (33)
El procedimiento anterior se resume en los siguientes pasos: Procedimiento Bootstrap

Calcular el estimador 6 = g(Xy, -, Xp).

Obtener X;,---,X;" de P, y calcular 6* = g(X;",--- ,X}).

Repetir el paso anterior B veces para obtener @’[, e ,ég.

Capturar los cuantiles de 9~7 y construir el intervalo de confianza C,

Sl

En el procedimiento se pueden cometer dos posibles errores; en el paso de aproximar ¥ con F y luego
el paso de calcular F por simulacién . El error en la simulacion se produce en la probabilidad segura del
intervalo de confianza resultante, en principio se puede hacer arbitrariamente pequefio, por la elecciéon de
las muestras bootstrap lo suficientemente grande.

Formalmente se demuestra que sup,|F(r) — F(r)| 5010 que implica que el intervalo de confianza defi-
nido en[33]es asint6ticamente consistente a nivel 1 — a <> lim (inf),—P(8 € C,) > 1 —a.

Cuando una variable aleatoria es una funcidn, en lugar de un valor real, el proceso empirico bootstrap
es utilizado para encontrar una banda de confianza para la funcién A(z). Esto es encontrar un par de fun-
ciones a(t) y b(t) tal que la probabilidad que A(r) € [a(t),b(t)] V¢ es al menos 1 — o, la descripcién de esta
técnica la podemos encontrar [[72/73]].

7.3. Aplicaciones del Bootstrap

Apoyados en la seccién 4.2} se busca encontrar un conjunto de confianza para la distancia de bootleneck
i.e, un intervalo C = [0, ¢,] tal que limsup,—colPh(Weo(Ph, ) € [0,¢n]) > 1 — 0t con o € (0, 1). Utilizando
el Teorema de Estabilidad es suficiente encontrar ¢, tal que limsup,—«Ps(||pn — pallw > cn) < o0 [48].
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Para encontrar ¢, usamos Bootstrap: Sea ¥ = { = (Hx;””)} ,basandonos en él méto-
xeX

do empirico bootstrap se define pj,(x) = Pfy, pn(x) = P, fx y 0 =sups.cs|Gufsl = v/nllpn — pnllw. El
aproximado 1 — a cuantil g se puede obtener a través de la simulacion, i.e:

1 & ;
qazinf{quZI(\ﬂn)HﬁiﬁhIIZq)Soc}, (34)
=1

donde p;; (x) denota la distribucion de probabilidad correspondiente a la j-muestra bootstrap.

Teorema S [48]. Tenemos que:
limsupy—P (v/1|pn = palle > o) < 0 (35)
Por el teorema de estabilidad se cumple: lim,_,..]P (Wm(@’h, B) > %) <.

El conjunto de confianza C, es un subconjunto de todos los diagramas de persistencia cuya distancia
a P es al menos c¢,:

C, = {%:Wm(f@,i’) gc,,}. (36)

Se puede visualizar C, centrando una caja de longitud 2c, en cada punto p en el diagrama de persis-
tencia. El punto p se considera ruido si la caja correspondiente interseca a la diagonal. Alternativamente
se puede visualizar el conjunto de confianza por adiccién de una banda v/2c, cerca de la diagonal del
diagrama de persistencia; en este caso la interpretacién que se obtiene es que los puntos en la banda
no son significativamente diferentes del ruido y los que estdn por encima se pueden interpretar como la
representacion de una caracteristica topoldgica significativa. Para mas detalle se pueden referir a [48l68]].

Persistence Diagram Persistence Diagram
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0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
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Fig. 23. Primero se obtiene el intervalo de confianza [0, c,] para We. (1’37 P), y ¢y se puede obtener mediante el método bootstrap.

Ejemplo 4 (Ejemplo 2.2 de [l68]) El Toro es intersectado (S'xS') en R? y se utiliza el algoritmo de mues-
treo de rechazo de (R = 1,5,r = 0,8) para muestrear 10,000 puntos uniformemente del toro. Entonces
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se calcula el diagrama de persistencia P, usando el niicleo Gaussiano con ancho de banda h = 0,25 y
bootstrap es utilizado para construir un intervalo de confianza [0;0,01] con 0,95 % para Ww(@’h, Py) (ver
fig{24). Se puede notar que el conjunto confianza captura correctamente la topologia del toro. Es decir
solo los puntos que representan caracteristicas significativas del toro radican lejos del eje horizontal.

Density Diagram x : pn(x) > 0.034 x: Pn(x) > 0.027
0.040
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Fig. 24. El primer grafico representa el diagrama de persistencia de los conjuntos de nivel superior de un estimador de densidad
ntcleo en el toro 3D. La cajas de lado = 2x0,001 cerca de los puntos representan el 95 % de confianza para P, las otras dos
figuras representan proyecciones 2D de diferentes de conjuntos de nivel superior.

En [[74]] trabajan sobre un espacio métrico compacto medible (X, dx, gy )con una distribucién de referencia
fijada P. Se define la distancia homolégica en X relativa para P como:

HDZ((XvaX’/JX)vP):dPr(q)Z(XvaXnuX)vP)' (37)

Consideran MH Dy un estadistico robusto relacionado con HDY, para construirlo se comienza con un
diagrama de referencia y se calcula la distancia media al diagrama de la submuestra. Para HDj el camino
para construir un intervalo de confianza es trabajando con la simulacién Monte Carlo. Si se trabaja con
MHD;y, se pueden definir intervalos de confianza, mediante técnicas no-paramétricas estandar para la me-
diana y media recortada [75]]. Para la mediana utilizan estadisticos de orden con el objetivo de determinar
los limites de un intervalo que contiene la mediana real con confianza 1 — o y un anélisis similar se realiza
para la media recortada donde el intervalo se obtiene de la desviacion estandar de la muestra.

Una aplicacién inmediata de los conjuntos de confianzas descritos anteriormente es la formalizacién
de pruebas de hipétesis capaces de determinar el ruido topolégico de las caracteristicas importantes. De
forma general se tratan los diagramas como pruebas estadisticas no paramétricas, donde dadas dos mues-
tras separadas, interesa el estudio de la prueba que rechaza la hipétesis nula de homogeneidad basado
exclusivamente en caracteristicas homoldgicas. Algunos resultados de la prueba de hipétesis para homo-
logia persistente se presentan en [66/14] estos se basan principalmente en pruebas de permutacién pero no
proporcionan un riguroso andlisis estadistico de la capacidad de estos procedimientos, a continuacion se
analizan algunos resultados obtenidos dentro del rea.

8. Prueba de hipétesis para Analisis Topolégico de Datos

Las pruebas de significancia de hipdtesis nula [[76]; en lo adelante NHST, por sus siglas en inglés es una
herramienta estadistica cominmente usada que proporciona una medida del nivel de evidencia en contra de
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una hipétesis. NHST cuantifica las diferencias entre dos tipos de objetos o procesos subyacentes utilizando
los diagramas de persistencia como observaciones. Por ejemplo pueden proporcionar una condicion nece-
saria en cuanto a si todos los diagramas de persistencia particulares se pueden utilizar para la clasificacion.
Como se estudié en secciones previas el espacio de los diagramas es geométricamente complicado, por lo
cual no es posible utilizar cualquiera de los modelos paramétricos para las distribuciones, por lo que no es
posible realizar NHST usando un método que requiera de un modelo paramétrico subyacente. El enfoque
utilizado por Robinson y Turner en [66] consiste en encontrar una funcién de pérdida conjunta relevante
y luego usar una prueba de aleatorizacién [[77]). La teoria que encierra la prueba de aleatorizacién muestra
que dados dos conjuntos de diagramas extraidos de la misma distribucidn, el valor de p que se obtiene, es
una variable aleatoria con una distribucién uniforme sobre un subconjunto uniformemente espaciado de
[0,1]. Sin embargo no se conoce ninguna teoria sobre si el valor de p es necesariamente pequefio si las
distribuciones son diferentes, ademds debido a que los diagramas de persistencia son resimenes estadisti-
cos es posible que la distribucion de los objetos subyacentes bajo andlisis pueda ser diferente, pero las
distribuciones correspondientes de los diagramas sean similares.

8.1. Prueba de significancia de hipétesis nula (NHST)

Los pasos de la prueba son los siguientes:

= Seleccionar un parametro que represente los datos de alguna manera y sobre la que una hipétesis
pertinente puede formarse.

= Elegir un estadistico a utilizar para estimar el pardmetro.

= Predecir el comportamiento del estadistico bajo la hipétesis nula, tratando de capturar todo el rango
de variabilidad que se encuentra implicito en el modelo.

= Comparar el valor observado de la prueba estadistica con el comportamiento esperado bajo la hipétesis
nula.

Ademads se requiere nombrar un punto de corte, conocido como el tamafio de la prueba que es por
definicion la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es verdadera. Entonces la probabilidad
de observar un resultado tan o mas extremo que la prueba estadistica observada se calcula basdndose en
experimentos repetidos y en el supuesto de que la hipétesis nula es verdadera.

El p-valor se define como la probabilidad repetida en fase de experimentacién de que un resultado
tan o0 més extremo que se observaria condicionada a la hipétesis nula es verdadera. Los p-valores verda-
deros nunca son ceros (con probabilidad uno) y se pueden utilizar para realizar prueba de hipétesis nula
seleccionando un umbral o y rechazando la hipétesis nula cuando el valor p es menor a 0.

La potencia de una prueba de hipdtesis nula describe los errores de tipo I y tipo II en términos
de la comparacién del valor p con el umbral o.. Una prueba mas potente es mejor para rechazar la hipéte-
sis nula cuando de hecho es falsa. Para Hy hipdtesis nula y H; hipdtesis alternativa se define la potencia
de NHST por:

potencia = P(rechazar Hy|H) verdadera.)

No obstante se puede aproximar la evaluacion de diferentes pruebas estadisticas mediante el uso de
experimentos de simulacion, y la evaluacion de la proporcion de veces que las hipdtesis son rechazadas
a un nivel nominal basado en diferencias especificas. Se puede comparar estas proporciones directamente
entre diferentes pruebas estadisticas para dar una idea de las ventajas relativas de la prueba.
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8.2. Pruebas aleatorias

Las Pruebas Aleatorias, también conocidas como Pruebas Realeatorias o Pruebas Permutacionales, fueron
el primer tipo de procedimiento de re-muestreo. Este método utiliza muestras del mismo tamafio que la
original y no necesita de reasignacién de valores. El requisito indispensable en esta prueba es la presencia
de algun tipo de aleatorizacion en el experimento. Suavizan el andlisis de la necesidad de nombrar a un
modelo formal de las distribuciones subyacentes bajo la hipétesis nula, proporcionando una estimacién
empirica de la distribucién del estadistico de prueba. S6lo se necesita una nocién del costo o la funcién de
pérdida y se obtiene entonces asi, una pérdida conjunta para una separacién de los diagramas en dos con-
juntos diferentes. Se puede aleatorizar el etiquetado, de cuales diagramas pertenecen a cuales conjuntos y
calcular los costos para diferentes conjuntos de etiquetas.

Se asume que se tiene una coleccion de n-diagramas de persistencia independientes y un esquema
de etiquetado provisional que divide la coleccidn en dos colecciones posiblemente disimiles, X;contiene
ny diagramas y X, contiene n. EL objetivo es evaluar la fuerza de la evidencia de que los procesos que
generan la colecciones X; y X, difieran.

8.3. Prueba estadistica

La simulacién puede proceder mediante la suma de la distancia por pares de las observaciones que se
asignan al azar a un mismo grupo. Cuando las observaciones se encuentran en la recta real, la medida
de localizacién se obtiene minimizando la norma L, la localizacién estimada es la media, y la norma L,
es una funcién monoétona de la varianza. En [66] se propone que la media o la suma de las varianzas de
los dos grupos seria un estadistico de prueba sensible. La expresion usual para la varianza de la muestra
estd en la forma més cercana para la norma L, evaluada en su minimo, es:

o% =

Zn:(xi -3, (38)

1 n

2 2

Oy ="~ (xi —x;)”. 39)
STC= PR ICE

Para los diagramas de persistencia etiquetado con L en los conjuntos X; = {X;1,X12, -, Xin} Y

Xo ={X21,X27,-- , X2, } la prueba estadistica andloga es:

2 1 MmNy

G%qz(L) =Y 2 (im—1) Y Y (X — X ) (40)

m=1 i=1j=1

Pero la distancia entre las medias no es una prueba estadistica adecuada para conjuntos de diagramas
de persistencia. Existe un alto costo computacional de calcular la media para cada permutacién. Ademads
la media de Fréchet no es necesariamente tnica lo cual conduce a problemas de definicion de esta funcién
de pérdida, cuando no lo es.



Andlisis topolégico de datos: una mirada estadistica 37

Una opcién de la funcién de pérdida para un simple conjunto es la varianza o el costo total(F, o F).
En lugar de esto, Turner [66] utiliza la funciéon de distancia dos a dos, que es mucho maés rapida de calcular.

La funcion de pérdida conjunta correspondiente a la etiqueta L en conjuntos de diagramas en {X; 1,X1 2, -+, X1 5, }
yXo ={X21,X22, -, X2, } que se utiliza es:

1

- . A\2
Wmn—1) + Y (X X,)*. (41)

ij=1

n
Y (XX )
lv.jzl

costo(L) = 2m(ni—1)

Esto es la suma de las distancia media al cuadrado dentro de los conjuntos.

Algoritmo

1. Elegir el nimero de repeticiones N
2. Calcular Cost(Lopservada) para las etiquetas observadas.
3. Conjunto Z =0
4. Repetir los pasos siguiente N veces:
= Mezclar aleatoriamente las etiquetas del grupo entre todas las n observaciones para dar el etique-
tado L
» Calcular Cost(L) para la nueva muestra
» SiCost(L) < Cost(Lopservada) €ntonces Z+ = 1
5. SeaZ/=n
6. Salida Z

La salida Z del algoritmo estd fuertemente relacionada a varias probabilidades. Desde que se elige cada
uno de los re-etiquetados de manera independiente sabemos que:

E(Z) = P(Cost(L) < Cost(Lobservada))- @

La Ley de los Grandes Numeros 44| garantiza que: Z — E(Z) con N — e con probabilidad uno. El
radio de convergencia es exponencial. Se justifica la salida de un p-valor por el siguiente lema:

Lema 2 Sea {Xi1,X12, , Xin}y Xo ={X21,X22,--+,Xo,} se obtienen diagramas de persistencia
i.i.d (ambos conjuntos de la misma distribucion) y sea o el p- valor calculado por el algoritmo anterior.
Entonces ¥p € |0, 1] tenemos P(a. < p) < p. La prueba del lema la podemos encontrar en [166]]

Ejemplo 5 (Nubes de puntos de diferentes formas muestreados con variacion de ruido)
Sea K el circulo unitario y L una parte del circulo con radio 3 /5 con un circulo de radio 4/5. K y L tienen
la misma longitud.

Figure: K Fagansd.

Fig. 25. Ruido para las muestras.



38 Guillermo Aguirre Carrazana y Edel Garcia Reyes

Muestras K y L con ruido Gaussiano N(0,G) para construir nubes de puntos que contienen 50 puntos
ii.d.

Para cada ejecucion de la simulacién se crearon 20 nubes de puntos para K y L y se calculan los pri-
meros diagramas de homologia persistente para la filtraciéon Rips para K y L. Se simula para encontrar los
valores de p para diferentes opciones de ruido.

Se ejecuta la simulacién 5 veces cada una para cada incremento 0,01 de 6. Los resultados se muestran
en la siguiente figura:

Fig. 26. Valores de p simulado dado el pardmetro de ruido, 20 nube de puntos para Ky L.

Esta simulacién demuestra que para esta K y L cuando el ruido es suficientemente bajo, entonces los
p-valores son menores y es vélido decir que los diagramas de persistencia provienen de diferentes distri-
buciones y por lo tanto las formas subyacentes K y L deben ser diferentes. Cuando el ruido se incrementa
no podemos rechazar la hipétesis nula. También se puede ver un andlisis de la distribucién de los valores
de p para una simulacién muy similar.

En lo expuesto anteriormente se muestra un ejemplo de como los métodos no paramétricos pueden
ser adaptados para el uso de estadistica en los resimenes topoldgicos. Existe mucho potencial en la explo-
racion de otros métodos no paramétricos. Alternativamente como direccion futura se pueden considerar
diferentes funciones de costo en este marco de pruebas al azar para formar los métodos relacionados con
la prueba de hipétesis nula. Otro campo abierto de investigacion puede ser realizar la prueba de hipétesis
alternativa cuando las observaciones son diagramas de persistencia.

En los capitulos anteriores se fundamenta que no es facil cuantificar o realizar inferencia estadisti-
ca en los resimenes topoldgicos estdndar (codigo de barra o diagramas de persistencia). A continuacién
introducimos un nuevo descriptor topolégico denominado persistencia landscape, representacion fun-
cional de los anteriores con el objetivo de poder usar todas las herramientas que nos ofrece el Analisis
Funcional.
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9. Inferencia utilizando persistencia landscape

El nuevo enfoque proporcionado por Peter Bubenik en 2012 [[14] define una nuevo descriptor topolégico
para los datos, asignando los diagramas de persistencia o cédigos de barra a ciertas funciones.

Las principales ventajas de este descriptor radican en la representacién funcional de los anteriores
y la no pérdida de informacidn con respecto a los resimenes originales. Se define como una secuencia de
funciones lineales a trozos y por lo tanto es posible utilizar la estructura de espacio vectorial de su espacio
funcional subyacente. Dado que el espacio funcional es un espacio de Banach [29]separable se puede apli-
car la teoria de variables aleatorias con valores en dicho espacio y utilizar técnicas y teorias existentes de
la estadistica no paramétrica. La persistencia landscape es estable [[78164162] con respecto a la distancia L”
(1 < p < =), pequeiias perturbaciones en los datos dan lugar a pequefias perturbaciones en los pares bajo
la eleccién adecuada de distancia. Esta herramienta proporciona cdlculos mucho més répidos, algunos de
estos pueden ser la obtencion de la media, clculo de distancias entre restimenes topolégicos que pueden
ser ttiles cuando otros métodos son costosos computacionalmente. Variantes de la persistencia landscape
tales como siluetas [70] han sido trabajadas.

En el Andlisis Topolégico de Datos [79], los datos de interés se codifican en un complejo finito filtrado:

KoCK C---CK,. 43)

Para ser més preciso se aplica homologia en algtin grado con coeficientes en algin campo dado para
la filtracién y asi obtener una secuencia de espacio vectoriales con dimensidn finita y un mapeo lineal:

H(Ky) — H(K;) — --- — H(K,), (44)

que se conoce como el médulo de persistencia asociado a la filtracién. Cuando el rango de todos los homo-
morfismos H(K;) — H(Kj),t < s son finitos, el médulo se dice que es g-tame [62] y puede ser resumido
como un multiconjunto de puntos en el plano real {(b;,d;)} con b; < d; que representan las caracteristicas
homolégicas que aparecieron en la filtracién en ¢ = b; y desaparecieron ¢t = d; obteniendo asi un diagra-
ma de persistencia y considerando estos puntos como intervalos [b;,d;) se obtienen los cdigos de barra
explicados anteriormente. Podemos generalizar que b;,d; € R por estar asociado a una correspondiente
secuencia creciente de numeros reales.

Representar los pares nacimiento-muerte (b;,d;) del diagrama de persistencia como un multiconjunto

2
cape [14], primero construimos la funcion lineal a pedazos A 4) : R — [0, 0] para cada par nacimiento-
muerte.

finito de puntos: D = {(#, M)} , donde I es un conjunto finito. Para definir la persistencia lands-
iel

0 six¢ (b,d)
Apay(x) =14 x—b sixe (b,24] 45)
d—x sixe (24.d)

Con el objetivo de definir el landscape se consideran de forma equivalente A(k,x) = A : R — R,
p=1,2,3,--- donde M (x) es el k-ésimo mayor valor de {A, 4)(x) }?:1 , en particular 1-max es la fun-
cién méaxima usual. Se establece A (x) = 0 si el conjunto {A(bhdi) (x) };’:] contiene menos de k puntos. Los
andlisis siguientes son realizados para b y d finitos, luego se explica un extension para los casos en que b
y/o d son infinitos.
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Fig. 27. Los circulos indican los puntos en el diagrama de persistencia D. Cada punto (x,y) corresponde a una funcién fwayy
el landscape A(k, -) es la k-ésima funcién mayor del grafico. En particular la curva azul corresponde al landscape A(1,-).

Los landscapes cumple las siguientes propiedades:

1. () >0

2. M(t) > M1 (2)

3. M(2) es 1-Lipstchiz
Notar que las dos primeras propiedades se obtienen directamente de la definicién. La 3era propiedad se

cumple dado que las funciones {A(b,-,di) (x) }:’:1 cumplen la condicién de 1-Lipstchiz [14].

9.1. Norma para persistencia landscapes

Sea (S,A,u) espacio medible 31}

= Si f: S — R definida y-casi donde quiera, para 1 < p <o, [|f||, = [f\f|pd,u]%
» Parap=oco; ||f|le=supescf=inf {acR|u{seS]|f(s)>a}=0}

Para 1 < p <o, LP(S) ={f:S — R| ||f]|, < oo}. Para obtener un espacio normado se define la relacién
de equivalencia:

Vf,g €Ll (u), f~g < f=gcs(||f—zll,=0). (46)

Entonces se define L”(S) = LP(S)/ ~. Donde para 1 < p <o, L, es un espacio vectorial y si f € L”(u)
se cumple que || f||, =0 < f=0ucd

Para los espacios R y R? se usa la medida de Lebesgue. En NxR aplicando el Teorema de Fubini
y utilizando el producto de la medida contadora en Ny la medida de Lebesgue en R, se obtiene para
I<p<eoyhi:NxR—R:

MG = Y ()1} 47
k=1

Por teorema de Riez-Fisher se cumple que (L”(u),||-||,) es un espacio de Banach.

9.2. Punto de vista probabilistico

Para comenzar con el andlisis, Bubenik asume que la persistencia landscapes se encuentra en L,(S) para
algin 1 < p < oo, donde S = NxR. De manera que L,(S) es un espacio de Banach separable, ademas
para p = 2 cumple que es un espacio de Hilbert, pero no se utiliza esta estructura, se trabaja con espacios
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de Banach(p > 2) con el objetivo de aplicar toda la teoria existente de variables aleatorias en dicho espacio.

Considerar el descriptor topolégico como una variable aleatoria con valores en el espacio resumen

S. Sea el espacio de probabilidad subyacente (Q,F,P) que consta de un espacio muestral Q, una c-dlge-

bra F de eventos, y una medida de probabilidad P. Uniendo estas construcciones mediante una funcién
obtenemos:

X:(Q,F,P) — (5,4,P), (48)

donde § es el espacio resumen con la suposicion de alguna métrica asociada, A es la correspondiente
c-édlgebra de Borel.

Considerar A persistencia landscape correspondiente una variable aleatoria Borel con valores en el
espacio de Banach separable L”(S). Entonces para ® € Q, X (o) es el dato y A(®) = A(X(®)) =: Aes el
correspondiente resumen estadistico.

Si tenemos una muestra de variables aleatorias Xy, ---, X, i.i.d con la misma distribucién que X, es
ttil tener una buena nocién de la media u de X y la media X,,, y poder demostrar que X,, — u y ser capaz
de calcular X,,(w), w € Q.

Sea Ay,---, Ay, las persistencia landscapes correspondientes a las muestras. Usando la estructura de
espacio vectorial de L”(S), la media landscapes estd dada por la media puntual (A(®) = A).

A (e). (49)
1

S| =

Xk(t) =

n

1

Para poder decir que la media landscape converge a la persistencia landscape esperada, se deben co-
nocer algunos resultados de probabilidad en espacio de Banach explicados en [[14]], a continuacién se
exponen los de mayor importancia.

Usando la Ley Fuerte de los Grandes Numeros [44|y aplicandolo a la persistencia landscape obte-
nemos:

Teorema 6 \'(X) — E(M(X)) (c.s) ssi E||M(X)|| < oo. Aquf || - || corresponde a la norma L,
De manera similar se adapta el Teorema Central del Limite 22| para persistencia landscape:

Teorema 7 Asumiendo M(X) € LP(S) con 2 < p < oo. Si E[[M(X)|| < oo y E(||MX)[|*) < oo entonces
VAN (X) — E(MX))] converge débil a una variable aleatoria Gaussiana con matrix de covarianza

Var[MX)].

Como se menciona en [[14] los resultados de los dos teoremas anteriores pueden ser aplicados para obtener
una variable aleatoria de valor real que satisface el Teorema Central del Limite.

Corolario 1 Sea M(X) € LP(S) donde 2 < p < o con E||M(X)|| < ooy E(||MX)||?) < oo. Entonces para
cualquier f € L1(S) con %4—% =1, sea

v = [ 00 = 1)) (50
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La segunda igualdad muestra que en este caso se trabaja con norma 1. De esto se deduce que:
VY, — E(Y)] 5 N(0, Var(¥)), (51

donde d denota la convergencia en distribucion

9.3. Medida de similitud

A continuacién se introduce una explicacion de la distancia basada en persistencia landscape y se aplica
para demostrar que la Persistencia Landscape es una resumen estadistico estable:

Suponer que se tienen 2 muestras y son denotados los landscapes correspondientes: A () y k}c(t).
Entonces la distancia puede ser medida por la ecuacién |52} la cual compara por pares el drea debajo de las
curvas de nivel k superiores entre Ly A'.

1/p
=], = [;/Rkka)—k}{(r)”] - (52)

Uno de los inconvenientes de la medida de distancia considerada en la anterior ecuacion es que sélo
los paisajes k superiores se consideran y el resto se descartan.

Para introducir el concepto de estabilidad, recordar que dada una funcién de valores reales f: X — R
en un espacio topoldgico X; M(f) denota el correspondiente médulo de persistencia, donde M(f)(a) =

H(f~'((e,a))).
Teorema 8 (Teorema de Estabilidad ~-Landscape) Sea f,g : X — R. Entonces:

Au(M(f),M(g)) <||f — &l|e- (53)

El teorema anterior implica la estabilidad de la persistencia landscapes con respecto a la norma del
supremo, es vélido destacar que las funciones no cumplen ningtin supuesto.

A continuacién se muestra brevemente como la distancia landscapes aporta limites inferiores para
la distancia Bottleneck y Wasserstein [42]:

Sea D un diagrama de persistencia, Persi(D) = ¥; lf persistencia total del diagrama D = {x j}. Sea

D' un diagrama equivalente al que se le aflade una cantidad de puntos en la diagonal segin sea necesario,
esto es razonable ya que los puntos en la diagonal tienen persistencia cero. Notar que cada diagrama de
persistencia tiene un tnico representante D sin puntos en la diagonal (|D| = |D|).

Al permitirnos poder agregar una mayor cantidad de puntos en el diagonal se establecen biyecciones
entre los diagramas: ¢ : D — D' que puede ser representado por ¢ : x; — x’;, donde j € J con |J| = [D|+|D'|,
donde €; = |[x; — x}|| =max(|b; — b'|,|d; — d’]).

La distancia de Bottleneck [78] entre diagramas de persistencia Dy D’ estd dada por:
W..(D,D') = info.p—p Sup€;, (54)

donde se toma el infimo sobre todas las biyecciones de D a D’. Por lo que para el diagrama vacio
(Ww(D,0) = %sup ;1;.) Entonces la distancia landscape estd acotada por Bottleneck:
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Teorema 9 Para los diagramas de persistencia D y D/,
Aw(D,D") < W (D,D'). (55)
Para p > 1 la distancia p-Wasserstein [[64] estd dada por:

W,(D,D') = infopp (Y €07 (56)

J

La distancia landscape tiene una mayor relacién con la versién ponderada de la distancia Wasserstein:
_ , . » 1
W,(D,D') = qu,:D%D,[lesj]p. (57)
J

Supongamos que los diagramas son finitos. El siguiente resultado limita la distancia p-landscape.

Teorema 10 Si n = |D|+ |D'| entonces:
\p . < 2 < p+1
AP(D,D ) < ming.p—p Z lij +— Z g . (58)
=1 p+1i5

Del teorema se obtiene un limite inferior para la distancia Wasserstein.

Corolario 2

AP L] ,
Wp(D,D )[J 2 min (1,2 |:W°°(D70)+p—|—1:| AP(D7D )P) . (59)

Usando lo expuesto anteriormente se obtiene como resultado final el teorema de estabilidad:

Teorema 11 (Teorema de estabilidad p-Landscape) Sea X un espacio métrico compacto triangulable que
implica que la persistencia total de grado k esta limitada por algiin niimero real k > 1, sea [ y g funciones
Liptchiz tame. Entonces:

Ap(D(f),D(g))" < ClIf — g™, (60)
Vp >k, donde C = Cx k|| fl|(Lip(f)* + Lip(8)*) + Cx per1 57 (Lip(f) ! + Lip(g)**).

De esta forma el diagrama de persistencia es estable con respecto a la distancia p-landscape si p > k
donde X estd acotado por Persi(D) =} ; lf . De igual manera la persistencia landscape es estable con res-
pecto a la p-norma si p > k.

Se trabaja actualmente en algunos enfoques para inferir estadisticos sobre la persistencia landscape.
Por ejemplo la obtencidén de intervalos de confianza para la media landscape mediante el método Bootstrap
[68]]. Prueba de hipétesis sobre dos muestras X y Y de v.a con el objetivo de ser capaces de probar hasta
que momento la hipétesis nula ux = uy es verdadera.
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9.4. Bootstrap para persistencia landscape

En [[70] se demuestra que la persistencia landscape media converge débilmente a un proceso gaussiano y
se construye una banda de confianza con 95 % para la media landscape usando el método de multiplier
bootstrap.

Teorema 12 (Banda de confianza para persistencia landscapes [168] ) El intervalo C,(t) indexado por
t € R, se define por Cy(t) = [Mi(t) — \[77%( )+ \[] es una banda de confianza para u(t):

limy P (u(t) € Cy(t) Vt) > 1 — . (61)

Las bandas de confianzas son una herramienta importante para la inferencia estadistica, ya que permi-
ten cuantificar y visualizar la incertidumbre acerca de la funcién de persistencia landscape media y, y para
detectar ruido topolégico. Un ejemplo dado por Fabrizio Lecci en [57] 1o podemos ver en fig{28]

Mean 1st Landscape (n=30)
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Fig. 28. El primer gréfico muestra 8000 epicentros de los terremotos en latitud/longitud [—75,75]x[100, 100] de magnitud mayor
que 0,5 registrado entre 1970 y 2009. Se muestrearon aleatoriamente m = 400 epicentros y se calculo el diagrama de persistencia
aproximado de la funcién distancia (Betti 1). Se repite el procedimiento en 30 momentos, y se calcula la media empirica landscape
. Usando bootstrap multiplicador se obtiene una banda de confianza con 95 % para u(t).

Se supone que Y7,Ya, - - - , ¥, son muestras (i.i.d.) de una variable aleatoria Y y similarmente Y/,Y;,---,Y, son
iid de Y’. Asumimos que se mantienen los supuestos anteriores y Y se define como en Definimos
u=E(Y)yy =E(Y’"). Vamos a probar la hipétesis de interés nula: u = p/':

Primero, observar que la media muestral ¥ = 1 ~ Y1 (Y;) es un estimador insesgado de u y la varianza
de la ‘muestra 5% = n_l Y© ,(Y;—Y)?esun estlmador insesgado de Var(Y') similares resultados se aplican
paraY’y slz,/.

Suponiendo que las muestras estan vinculadas (antes y después) el z-test estadistico para dos muestras se
define como: -
Xp — Y-Y
= D ,UO = . (62)
so/Vi [ s
n n'

Para obtener ¢, se definen un conjunto de variables aleatorias gaussianas con media O y varianza 1
(&1 = (&1,---,En)) y se define el proceso de multiplier bootstrap.

@n(fl) :@n( é;n ft . \/’Z&-” ft (t))a re [OvT]' (63)
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Sea g(a) como el tnico valor tal que:

B (supi|Gal£)] > gal Ay A ) =0 (64)
Donde g(o) puede ser aproximado por simulacién Monte Carlo. Sea 6 = SUP1e(0,T] ]@n( /)| una mues-
tra bootstrap; repetimos el proceso B-veces, se obtienen B valores de rendimiento 0 S ,6,,:
1 & ~
g(o) =i =) I1(0; <ap. 65
q(o) lnsz;l(j>Z)_ (65)

Se toma B tan grande como se quiera para que el error de Monte Carlo sea arbitrariamente pequefio.
Por lo tanto cuando se utiliza el método bootstrap uno ignora el error en el aproximacion. Una explicacion
maés detallada de este método la encontramos en [[/0l68]]. Actualmente se investigan métodos para estimar
la diferencia entre la media landscape de submuestras y la media del conjunto de datos originales.

10. Funcion rango

La funcién rango es otro enfoque funcional para la homologia persistente que consiste en una funcién
con valores enteros, de dos variables reales y se puede considerar como una funcion de distribucién acu-
mulativa del diagrama de persistencia. Dado que la funcién rango es justamente una funcién, es posible
aplicar técnicas estadisticas para analizar su distribucién. Dicha funcién esta relacionada con la funcién
tamafio [80] y también se ha definido para persistencia multidimensional en el caso de las filtraciones
que se construyen a partir de dos o mas parametros. Este enfoque funcional al igual que la persistencia
landscape proporciona un marco mds simple para inferir estadisticos, por ejemplo medias y varianzas de
los descriptores topoldgicos. En este capitulo se exponen los conocimientos necesarios para poder definir
el nuevo enfoque apoyandonos en [81].

Se retorna a la definicién de grupos de homologia persistente y cuantificarlos por su rango mediante
los llamados ndmeros Betti:

Bi(a,b) := rang Hi(a,b), a <b. (66)

Como se conoce el grupo de homologia k-ésimo de K se define como:
Hy(K) := Zi(K) /Bi(K). (67)

Considerando la definicién de grupos de homologia persistente de una filtracién. Una filtracién K =
{K;|r € R} es un complejo simplicial numerable indexado sobre los nimeros reales tales que K, es un
complejo simplicial y K, C K}, para a < b. Se desea describir como la topologia de la filtracién cambia
cuando el pardmetro aumenta. Para a < b tenemos la inclusién de complejos simpliciales: i : K, — Kp que
induce los mapas de inclusién:

iB : Bk(Ka) — Bk(Kb) iZ . Zk(Ka) — Zk(Kb). (68)

Estas inclusiones inducen homomorfismos que generalmente no son inclusiones en los grupos de
homologia:
i7" Hi(Ka) = Hi(K)- (69)
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La imagen de iz_’b consta de las clases de equivalencia de los ciclos que estaban presentes en K,

donde la equivalencia homoldgica es medida con respecto a los limites en Kj,. Por lo tanto se define el
grupo de homologia persistente para a < b como:

H(a,b) = i(Z(Ka))/ (Bi(Kp) Ni(Zi(Ka)))- (70)

Observar que Hy(a,a) = Hy(a) y que Bi(a,a) = Bi(K,) los cual motiva a el uso de la misma simbo-
logia para la funcién rango como una generalizacién de los nimeros Betti.

Sea R*" := {(x,y) € (—oUR)x(RUw) : x < y}. Se define la funcién rango k-dimensional corres-
pondiente a la filtracién de K como:

Bu(K):R* =7 (71)
(a,b) — dim Hy(a,b).

Existen dos argumentos para el nombre rango; Bi(K)(a,b) es el rango de Hy(a,b) visto como un
médulo sobre Z,. Alternativamente dado que Hy(a, b) es isomorfo a i~ (Hy(K,)) sabemos que Bk (K) (a,b)
es el rango de la funcién ig*b :Hi(K,) — Hyi(Kp).

Se denomina a una filtracién tame si dimH(a,b) es finita para toda a < b y se restringe el anali-
sis a las filtraciones tame, que se satisface con cualquier aplicacion que implique datos finitos.

La funcién rango contiene la misma informaciéon que los diagramas de persistencia y los cédigos

de barra usados frecuentemente. En nuestro caso decimos que una clase de homologia o € Hy(Kp(q)) nace

. ) p s—b(0l . . .
en by, si estd en el co-nicleo de z,‘{ () para cualquier s < b(a); es decir si o no es la imagen de cual-

quier ciclo que se produce a principios de la filtracion. La clase de homologia de o muere en d(a.) si para

b(a) <t < d(a) tenemos o ¢ ker(izm)_”) pero o € ker(ii(oo_)d(a)). De manera informal podemos pensar
en el proceso de morir como el ciclo de convertirse en un limite o la fusién de dos ciclos. La diferencia
d(a) — b(o) se denomina persistencia del ciclo o. Algunos ciclos pueden nunca morir y se les denomina
como clases esenciales.

La funciones rangos pueden ser tratadas como una funcién acumulativa del diagrama de persistencia.
Esto es debido a que como la cantidad Bi(a,b) es igual al nimero de puntos del diagrama de persistencia
en la region (—oo,a|x[b, ). Debido a la correspondencia es facil obtener la funcién rango de los diagramas
de persistencia y viceversa.

Si B es una funcién rango entonces para a < ¢ < b < d tenemos:
B(c,b) —Bla,b) —B(c,d) +Bla,d) = 0. (72)

Como se demostré en el capitulo anterior, el conjunto de funciones landscape forman un espacio de
Banach, en este nuevo enfoque Turner [81]] demuestra que las funciones rango forman un subconjunto de
un espacio de Hilber{30|de funciones. Los espacio de Hilbert constituyen una generalizacion del concepto
de espacio euclideo, permite que nociones de técnicas algebraicas y geométricas aplicables a espacios de
dimension dos y tres se extiendan a espacios de dimensién arbitraria, incluyendo espacios de dimensién
finita.
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Fig.29. B(c,b) — B(a,b) — B(c,d) + B(a,d) para la funcién rango B es el nimero de puntos en el diagrama de persistencia
correspondiente que vemos en la regiéon sombreada.

10.1. Métrica asociada

La funcién rango surge en el espacio de funciones de valores reales del espacio métrico Riemanniano
(R2* g). Considerar una métrica d(-,-) en el espacio de funciones definido por:

d(f.h)* = /R , (f=h)dy, (73)

donde u es 1a medida en R?T correspondiente a la métrica g. Existen diferente elecciones para la métrica
y por lo tanto también para su correspondiente medida. Pero surge el problema de que dependiendo de la
eleccion de u, la distancia por pares entre las funciones rango puede ser infinita. Por ejemplo, seleccionan-
do la medida de Lebesgue la distancia entre funciones rango sélo puede ser finita cuando sus respectivos
conjuntos de clases esenciales tienen igual tiempo de nacimiento. De lo contrario existe una regién infinita
en el plano donde las funciones de rango difieren y la medida de Lebesgue de la region es infinita. Para
atacar el problema se consideran diferentes medidas en R?* obtenida por la multiplicacién de la medida
de Lebesgue por una funcién de peso:

p((x,) = 0y —x)A((x,y))- (74)

Tomando ¢ en funcién de (y — x) implica que la medida u es una funcién de la persistencia o la vida
util de cada clase de homologia. Dada la funcién de ponderacién la funcién distancia estd dada por:

do(f )P = [ (F = P00y~ x)dxdy 75)
x<y
El siguiente lema establece condiciones suficientes para garantizar que las funciones rango estan se-
paradas a una distancia finita. Luego dado un conjunto de funciones rango, por pares con distancia finita,
podemos considerar el espacio afin en el que se encuentran para obtener la media y realizar anélisis de
componentes principales.

Lema 3 Sea ¢ : [0,00] — [0,00] tal que [;"¢(t)dt < oo. Sea fx y fi las funciones rango construidas a
partir de las filtraciones K; y L;. Si K y Lo son complejos simpliciales finitos con H,(Kw) = H,(Lw) y
H,(K_w) = Hi(L_o) entonces do(fx, f1) < oo
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Fijando una funcién 4 : R — R y considerando el espacio de funciones, denotado por A(%), que se
encuentran a una distancia finita de 4. Este es un espacio afin que se puede transformar en un espacio de
vectores, V (h), centrado sobre h: V(h) ={f —h: f € A(h)}. Ademas se puede definir un producto interno
en V (h) utilizando:

(vi,m) = / vivadu. (76)
R2+
Sea B!,B?,---,B" funciones de rango de dimensién k. Se define la funcién rango media:
_ 1 .
Bla,b) =~} Bi(a,b) V(a,b) eR*". (77)
n

I
-

1

La funcién rango media es poco probable que sea una funcién de homologia persistente, ya que pro-
bablemente contiene algunos valores enteros, pero sin embargo se puede demostrar que conserva la pro-
piedades de monotonia de funciones de homologia persistente.

En [81] ofrecen los primeros pasos para realizar Analisis de Componentes Principales mediante
el uso de la matriz de productos internos de un conjunto de funciones centradas. A continuacién se analiza
el caso cuando lo datos son de dimension finita. Se trabaja con una adaptacién de PCA para datos funcio-
nales, y se representa cada funcién por sus valores, donde cada una se convierte en una fila de la matriz
X y cada columna es una coordenada en el que se evaldan las funciones. Las componentes principales
son los vectores propios de X’ X ordenados por el mayor valor propio correspondiente. Las entradas en la
matriz producto son funciones cuyo producto interno se define con respecto a la funcién de ponderacion
dicha representacién interpreta las matrices como operadores lineales de la forma siguiente:

Dado un conjunto de n funciones rango {fi, f2,-- -, fn} se define los operadores lineales.

X:[*(R*,g) - R"

8 — (<gaf1 >7<g7f2 >y ><gafn >)
XT:R" = [*(R*",g)

n
(a1,a2, ,an) = Y aif;
i=1

Para encontrar las funciones de ponderacién de las componentes principales ¢, S, -+ ,G,. Se calcula
primeramente los valores y vectores propios de la matriz de productos internos (< f;, fj >)! j=1 y entonces

el conjunto ¢ es la funcién de norma unitaria que es un multiplo escalar de X Twr, (wy vectores propios)

La funciones rango como descriptor topoldgico significa un paso de avance en el andlisis de com-
ponentes principales con el objetivo de poder distinguir entre procesos puntuales espaciales generados
por diferentes modelos. Pero siguen existiendo cuestiones tedricas sobre su andlisis por explorar. Como la
robustez de la distancia por pares entre las funciones de rango que estdn bajo diferentes elecciones de la
funcién de ponderacidn|75|entre otras.
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11. Categorizacion de la homologia persistente

En los dltimos afios la topologia algebraica ha experimentado un proceso de abstraccion de sus fundamen-
tos tedricos, este proceso ofrece la posibilidad de aclarar algunas ideas y pruebas, permitiendo generalizar
y aplicar todos sus conceptos. El desarrollo y uso de la teoria de categorias es una parte critica dentro de
este proceso. Pensado cémo un marco de referencia en el cual muchas de las definiciones admiten genera-
lizaciones, y donde se puede considerar mds modos de persistencia. ;Por qué aplicar teoria de categorias?:

= Permite un tratamiento uniforme para varias versiones de persistencia.

Ofrece pruebas simples, comunes a algunos resultados basicos de persistencia.
Elimina supuestos.

Aplica persistencia para enfoques mas generales.

Permite que el funtor homologia sea sustituido por otros funtores.
Proporciona un marco para nuevas aplicaciones.

Bubenick y Scott [82] han trabajado sobre categorizacién de la homologia persistente. Este enfoque
si bien se ha centrado sobre los diagramas de tipo finito (R, <) puede ser aplicable a las categorias mas
generales de diagramas de espacios vectoriales. Estudian la categoria de los funtores (R, <) — Vecty y se
demuestra que la categoria de los mddulos de persistencia es abeliana. Se aprovecha esto para demostrar
el teorema de estabilidad: para funciones arbitrarias no necesariamente continuas (X — R) de un espa-
cio topoldgico, y para cualquier funtor H de un espacio topoldgico a una categoria de diagramas reales
indexados en una categoria abeliana D. La distancia de intercalado entre los diagramas generada por la
aplicacién de H para las filtraciones de los conjuntos subnivel de las funciones es acotado superiormente
por la distancia L., de las funciones. Ademds Bubenick y Scott demuestran que muchas de las categorias
que emergen de forma natural en la homologia persistente son abelianas.

A continuacién se ofrecen algunas definiciones bésicas de la teoria de categorias, ttiles para poder
entender los razonamientos que se muestran en el capitulo:

Definicion 13 Una categoria C consta de los siguiente datos:

1. Un conjunto Ob(C) de objetos, (A,B,---)
2. Para cada par de objetos de C, conjunto de morfismos Mor(C), (f,g,--+)
3. Para cada terna de objetos (A,B,C) de C, una ley de composicion:

0:C(A,B)xC(B,C) — C(A,C)
tal que:
= Axiomal: f:A—B;/g:B—C;H:C—D

ho(gof)=(hog)of

= Axioma 2: para cada objeto A existe un morfismo

14:A—>AeC(AA)
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tal que para cualquier f :A —BANg:C—A

lyog=g N fola=f
Ejemplos de categorias:

» Una categoria VecX de espacios vectoriales sobre un campo K. Los objetos son espacios vectoriales
sobre K y los morfismos son transformaciones lineales. Una generalizacién de esto es cuando R es un
anillo conmutativo con identidad y consideramos las categoria Modg de médulos unitarios sobre R y
morfismos de médulos.

= Todo espacio topoldgico (X, T) es una categoria. La clase de elementos son los abiertos de la topologia
T(X),siU,V € T(X)yU CV entonces Homx(U,V) = {if;} donde if; es la funcién de inclusion de
U a V. En caso contrario, Homx (U,V) = 0.

» Una categoria Gr/ dos grafos dirigidos y homomorfismos de grafos dirigidos, con la ley de composi-
cién usual.

= Sea (X, <) un conjunto pre-ordenado, considerar una categoria cx=) que tiene como objetos los
elementos de X, siendo:

{x—=y} six<y
CX=) (x,y) =
0 otro caso

Se consideran dos ejemplos cldsicos en el que se aplica la homologia persistente y se muestran como
encajan en el marco categérico. Ademds se puede notar como los diagramas indexados por [n], (Z4,<)y
(Z,<) son casos especiales de los diagramas indexados por (R, <). Finalmente la homologia persistente
es definida:

Sea K un complejo simplicial finito, con una filtracion:

0=KyCK C---CK,=K. (78)

Entonces, se obtiene un diagrama de espacios topoldgicos indexado por [n], i.e. K € Top[”], con
K(i) = K; y K(i < j) dado por la inclusion.

Sea Hj el funtor de homologia simplicial de grado k con coeficientes en un campo F. Entonces
HK esun diagrama [n]-indexado de espacios vectoriales de dimension finita. Esto es, HyK (i) = Hy(K;, F)y
HyK(i < j) es el mapa inducido en la homologia con la inclusién K; — K . Asi que HiK € Vecl! (cate-
goria de un espacio vectorial de dimension finita). Es posible resumir la homologia en todos los grados
para obtener HF € Vec!", dada por HF (i) = & H;(K;, F).

11.1. Conjuntos de subnivel

Sea X un espacio topoldgico, y sea f : X — R funcién de valores reales no necesariamente continua en X.
Sea a € R, considerar los conjuntos subnivel:

S ((=e0,a]) = {x € X|f(x) <a}. (79)
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Se trabaja como un espacio topoldgico considerando la topologia del subespacio. Notemos que si
a < b entonces f~!(—o0,a] C f~!(—oo,b] y la inclusién es una aplicacién continua. Los datos se pueden
agrupar en un diagrama de espacios topoldgicos indexado en (R, <), F € Top(R‘S). Para a € R, se define
F(a) = f~!(co,a], y para a < b se define F(a < b) como la inclusién f~!(—oco,a] — f~1(—oo,b]. Es fécil
comprobar que esto define una funtor F : (R, <) — Top.

Sea Hy, el k-ésimo funtor de homologia singular con coeficiente en algiin campo F. Entonces HF (a) =
Hi(f~'(—o0,a],F),y paraa < b, H,F (a < b) induce el mapa en la homologia por la inclusién f~!(—eo, a] —
f~1(—o0,b], si f posee la propiedad de que para todo a € R, Hi(f~!(—oo,a],F) es un espacio vectorial de
dimension finita, entonces Hi F € Vee®5),

Si f tiene las propiedades que Ya € R, H,(f !(—oo,a],F) es de dimensién finita, entonces HF €
Vec®=) esta dado por HF (a) = @Hy (f " (—ee,a],F).

11.2. Diagramas por [n],(Z;,<)y (Z,<)

En lo expuesto anteriormente se ha considerado la categoria indexada sobre (R, <). Sin embargo se inclu-
yen los casos para [n], (Z , <) y (Z, <) mediante la siguiente observacién. Considerar F € Top"; entonces
es posible extender F a un diagrama indexado (R, <) como sigue. El funtor inclusiéni: [n] — (R, <) dada
por i(j) = j tiene un funtor retraccién r : (R, <) — [n] dada por:

0 si a<o0
r(a)= < |a] si0<a<n. (80)

n si a>n
Por lo tanto la funcién compuesta Fr es un elemento de Top(R‘S) y Fri = F. Se define de manera
andloga los funtores retraccion para (Z4,<)y (Z,<).

Definicion 14 Homologia Persistente
Dado un diagrama F € Top(R’S), se define el k-ésimo grupo de homologia p-persistente de F (a) como la
imagen del mapa HiF (a < a+ p).

Definicion 15 Mddulo de persistencia
Diagramas en Vec[”], Vec(ZJr’S), Vec®:<) se conocen como los médulos de persistencia.

11.3. Interleavings de diagramas

Considerando la categoria (R, <), cuyos objetos son niimeros reales y el conjunto de morfismos de a a b
consiste de un Gnico morfismo si a < by en otro caso es vacio. Para b > 0, se define 7 : (R, <) — (R, <)
a el funtor dado por Ty(a) = a+ by se define np(a) : a < a+b. Notar que 7T, = Tp4c y que NpNe = Npte-

Sea D una categoria; € > Oy sea F,G € DR.S).
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Definicion 16 Un e-intercalado de F y G consiste de transformaciones naturales ¢ : F — GTy yy : G —
FT, i.e. tal que:

(R, <) —> (R, <) —> (R, <)
Fl é (Fl é}' iF

D D D

Fig. 30. Interleaving.

(W) = Fnoe A (9T:)W = GNae

Si (F,G,¢,y) es una e-intercalados, entonces F y G estdn €-intercalados. La existencia de las transforma-
ciones naturales y y ¢ implican la existencia de diagramas conmutativos para todo a < b [82].

Definicion 17 Decimos que d(F,G) < € si F y G estdn e-intercalados. Explicitamente:
d(F,G)=inf{e>0|FAG estin €—intercalados}, (81)
donde el conjunto d(F,G) = e si F'y G no estdn €-intercalados para cualquier € > 0.

Teorema 13 La funcion d definida anteriormente es un pseudo-métrica extendida en cualquier subcon-
Junto de la clase de diagramas indexado-(R, <) en D.

Corolario 3 Silos diagramas cuya distancia intercalacion es 0 son identificados, entonces d es una métri-
ca extendida en este conjunto de las clases de equivalencia.

Desde el punto de vista categdrico, los cdlculos de homologia persistente se llevan a cabo en los diagramas
en la categoria Vec de los espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo fijo . En [82]] encon-
tramos un estudio acerca de los diagramas (R, <)-indexado en Vec y se definen algunas configuraciones
usuales en la persistencia topoldgica: diagramas de persistencia, cddigos de barra y la distancia bottleneck.
El principal resultado que se muestra, es una isometria del conjunto de cddigos de barra con la distancia
de bottleneck y el conjunto de objetos de Vec®=) con la distancia intercalacion.

Definicién 18 Dado un intervalo I C R, se define el diagrama y; € Vec'®=) por:
F siael Idp sia,bel

xi(a) = . xla<b)= : (82)
0 otro caso 0 otro caso

El diagrama F € Vec®<) tiene tipo finito si F = @kN:1X1k. Destacar que Xr y Yo son los funtores
constantes F y O respectivamente.

11.4. Diagramas de persistencia y codigos de barra

A continuacién se definen los resimenes topoldgicos para diagramas de tipo finito en Vec® =), donde
dichos diagramas son una categorizacion de los c6digos de barra finito.

Definicion 19 Asumiendo que F € Vec®<) s de tipo finito. Un codigo de barra es un multiconjunto de
intervalos. El cddigo de barra de F es el multiconjunto {Iy};_,, donde F = &}_ ¥, El diagrama de
persistencia de F es el multiconjunto {(ay, bk)}zzl donde ay, < by son los puntos finales de Ix.
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Notar que un c6digo de barra es un multiconjunto finito de intervalos, no un multiconjunto de interva-
los finitos.

Corolario 4 Categorizacion de los codigos de barra
Existe una biyeccion entre las clases de isomorfismos de diagramas de tipo finito en Vec®-=) y codigos de
barra finitos.

11.5. Distancia Bottleneck

A continuacién se define la distancia bottleneck entre dos cédigos de barra en términos de la distancia
intercalacion.

Definicion 20 Dados los multiconjuntos A y B, se define el multiconjunto Ag siendo la union disjunta de
A'y el multiconjunto que contiene el intervalo vacio con cardinalidad |B|. Una biyeccion estable en dos
multiconjuntos A y B es una biyeccion, f : Ap — Ba.Se puede escribir como: f:A =B

Definicion 21 Sea A y A’ dos cédigos de barra. Se define la distancia bottleneck entre By B' por:
dp(A,A") = infr.a—asupreaomrd (X1, X s(1))- (83)

En el lado derecho de [83]se tiene la distancia intercalado. Analizando algunas proposiciones que de-
muestra Bubenick en [82] se deriva que esta nueva definicioén de la distancia bottleneck es equivalente a
la que se muestra en [[78]. Con el andlisis anterior realizado estamos en condiciones de definir la categori-
zacion para el espacio métrico de diagramas de persistencia.

Teorema 14 Sea B el conjunto de cddigos de barra finito, dp la distancia bottleneck y d la distancia
intercalacion. El mapeo ), definido por x({Ix }s_,) = ®}_, X1, aporta una inmersion isométrica de espacios
métricos:

% : (B,dg) — (Vec'®=) d). (84)

En este capitulo fueron mostrados algunos pasos para estudiar la persistencia considerando diagramas
indexados por (R, <). Si embargo existen versiones de la persistencia en el que el objeto de estudio se
puede analizar como diagramas con una categoria de indexacién mds general. Por ejemplo ser capaces
de considerar los diagramas indexados por (R”", <) para persistencia multidimensional y la categoria - —
- ¢ - — --- < - para persistencia zig-zag de la cual se analizan algunos conceptos para su comprension en
capitulos posteriores.

12. Meétodos de submuestreo para homologia persistente

La complejidad con respecto al tiempo y el espacio de los algoritmos para homologia persistente es uno de
los principales obstdculos en aplicar técnicas de TDA sobre problemas de alta dimension. Para solucionar
el problema de los costos computacionales Chazal en [83]] propone la siguiente estrategia: dada una nube
de puntos grande, escoger varias submuestras, calcular el landscape para cada submuestra y luego com-
binar la informacién. En efecto, contrariamente a los diagramas de persistencia, la persistencia landscape
puede ser promediado de una manera directa.

Una medida de probabilidad u es definida en un espacio métrico (M, p) y el soporte de u es un conjun-
to compacto X,,. En las explicaciones que damos a continuacion se asume que el didmetro de M es finito
y es acotado por % donde T es la misma constante que definimos en el capitulo anterior.
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12.1. Enfoque: Muestras multiples

Sea m un nimero entero positivo, y X = {xi,--- ,x,} C X, muestra de m puntos de la medida u. La co-
rrespondiente persistencia landscape es Ay y se denota por W)/ la medida inducida por u®™ en el espacio
de las persistencias landscapes. La esperanza puntual de la persistencia landscape bajo dicha medida se
define: Eqp [Ax (#)], ¢ € [0,T]. El promedio landscape tiene una contraparte natural empirica que puede ser
utilizado como su estimador insesgado.

Sea (S7',---,S)’) n muestras independientes de tamafio m para u y se define el promedio landscape
como: .

() ==Y Agn(r), Yt €[0,T 85

70 =, L), ViE0.T] (85)

y se propone el uso de A para estimar Ax,.

Ademads del promedio, también considerar el uso de la muestra mds cercana a X, en distancia Haus-
dorff. El método de muestreo mas cercano consiste en seleccionar una muestra de m puntos de X lo més
cerca posible a X, y luego utilizar la muestra para construir un landscape que aproxima Ayx,; donde La
muestra mas cercana es:

~

CZ1 = argSe{S’l",~-~,S,,’”}min dH(S,X'u) (86)

y la correspondiente funcién landscape es A' = A,. El método requiere que el soporte de u ser una

cantidad conocida.
Notas 1 En [83|] se demuestra que lo descrito anteriormente es vdlido para el caso en que u es una medida
discreta con soporte Xy = {x1,---,xy} C RP. Este marco puede ser muy comiin en la prdctica cuando

una medida continua desconocida se aproxima por una medida uniforme discreta.

Chazal [83]] demuestra que el landscape promedio es una cantidad interesante dado que contiene in-
formacion topoldgica acerca de la medida en cuestion u a partir del cual los datos son generados. En
particular se comparan landscapes promedios correspondientes a dos medidas que estdn cerca una de la
otra en la métrica Wasserstein. Llegando a la conclusion que el comportamiento promedio de los landsca-
pes de conjuntos de m puntos muestreados de acuerdo a una medida es estable con respecto a la distancia
Wasserstein.

Teorema 15 Sea X ~ u®™ y Y ~ v®" donde u 'y v son dos medidas de probabilidad en M con soporte
compacto. Sea p > 1 tenemos:

Hu-zq,z, Ax] — Eap[Ay] HM <2mpW, (1, V). 87)

Notas 2 = Para medidas que no estdn definidas en el mismo espacio métrico, la inecuacion del teorema
anterior se puede extender a la métrica Gromov-Wasserstein:

HECDL" x] — Eop [xY]H < 2mr GWy (11, V). (88)

oo

Los resultados del teorema anterior son ttiles por dos razones. En primer lugar nos dice que para un m
fijo, la esperanza (comportamiento topolégico) de un conjunto de m puntos desarrolla alguna informacién
estable acerca de la medida subyacente a partir de la cual se generaron los datos. En segundo lugar propor-
ciona un limite inferior para la distancia Wasserstein entre dos medidas, basado en la sefiales topoldgicas
de muestras de m puntos.
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o = — )‘Filt(iim)

Py = 24 (u®™)
Ap,m(t) = Ep, [A(®)]

Fig. 31. Muestras multiples.

12.2. Experimento

Chazal y colaboradores [83]] aplican el método al problema de las actividades humanas distintivas, se uti-
liza para clasificar 19 actividades realizadas por 8 personas que llevan unidades de sensores en el pecho,
los brazos y las piernas. Para cada actividad existen 7,500 mediciones consecutivas que se tratan como
una nube de puntos 3D en el espacio Euclidiano. Para n = 80, se tienen submuestras de tamafio m = 200
puntos de una nube de puntos para cada actividad, se construye el landscape de la submuestras mds cerca-
nas, el promedio landscape (dim 1) y la matriz de disimilitud basada en la distancia /. de los landscapes
promedio ver fig: 32].

o Lands. of Closest Subsamples = Average Landscapes Dissimilarity Matrix
B = = walking 8 4= = walking
g | — Slepper = Eleppar &£
d- = oastn -4 =- croasly ;
o |— — iumping i =
g - g - g
= = g
o o g
=l =
! y 3
g g s
= T T T T [=] T T T T wal slep. cross. jump
0.00 008 0D QIS 000 008 010 018

Fig. 32. Construccién de landscapes de las muestras mds cercanas, los landscapes promedio con una banda de confianza de 95 %
y la matriz de disimilitud de los pares de distancia /. entre los landscapes promedio.

Como conclusion Chazal presenta un método para aproximar la homologia persistente de un conjunto
utilizando submuestras y proporciona resultados de estabilidad para los nuevos descriptores topolégicos y
limites sobre el riesgo de los estimadores que se proponen.

A continuacién se describe una nueva metodologia para estudiar la persistencia de las caracteristicas
topoldgicas a través de una familia de espacios denominada persistencia zigzag . Se fundamenta sobre la
base de los resultados cldsicos, generalizando la teorfa de gran éxito conocida como homologia persistente
y se dirige a situaciones no cubiertas por la teoria.

13. Persistencia Zigzag

En secciones previas se han analizado resultados relacionados con la homologia persistente y métodos
eficientes para obtener resimenes topolégicos. La homologia persistente ofrece garantias para inferir la
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homologia de un espacio topoldgico desconocido, pero en ocasiones la teoria de la persistencia es limitada.
Un espacio topoldgico de un nube de puntos utilizando sélo célculos de distancias conduce a construc-
ciones de complejos Cech que son extremadamente grandes. Se plantea que en ocasiones los grandes
complejos considerados pueden no ser suficientes para obtener un diagrama de persistencia valido. Por
otro lado se considera rigida en el sentido en que los mapas simpliciales de izquierda a derecha en una
filtracion restringe el drea de aplicacién a la aproximacién multiescala de los espacios topolégicos presen-
tados. Esto motivo a la introduccion de la teoria de homologia persistente zigzag que generaliza la teoria
de persistencia y ofrece una nueva metodologia para estudiar persistencia de caracteristicas topoldgicas a
través de una familia de espacios o conjuntos de datos de nube de puntos; para mayores detalles se pueden
revisar los textos: [84.85186].

La estructura en persistencia zigzag se activa cada vez que se construye un diagrama de zigzag en
espacios topoldgicos o espacios vectoriales: una secuencia de espacios Xp,---, X, donde cada par adya-
cente es conectado por un mapa X; — Xj1+1 6 X; < Xj+1. La novedad de este enfoque es que la direccién de
cada mapa de enlace es arbitraria, en contraste con la teoria habitual de persistencia donde todos los mapas
apuntan en la misma direccidn. Si se trabaja con una secuencia de complejos simpliciales, los mapas de
inclusién como se conoce inducen mapas lineales entre los espacios homolégicos asociado:

Hd(Xl,k) <~ Hd(Xz,k) e o Hd(Xn,k). (89)

En otras palabras todas las flechas corresponden a adicién o supresién de simplices. El algoritmo es
esencialmente un extension del algoritmo de homologia persistente presentado anteriormente. Una dife-
rencia notable con el algoritmo estdndar de persistencia es que no introduce o extrae nuevos simplices en
el final del zigzag sino mas bien en el medio.

En [84] se desarrolla una teoria matematica de la persistencia para diagramas zigzag, se describen
escenarios en topologia aplicada donde es natural considerar diagramas zigzag y se desarrollan algoritmos
para calcular persistencia zigzag. Ademas se introduce el Principio del Diamante, herramienta de calculo
andlogo a el teorema de Mayer-Vietoris en la topologia algebraica clésica.

Definicion 22 Persistencia Zigzag

Sea V un médulo zigzag de tipo arbitrario: (V) <2 Vo <22 ... 25 v,
Pers(V) ={[b;,d;] C{1,---,n}|j=1,--- ,N}. (90)

Un importante resultado de la teoria de persistencia zigzag, es que un médulo zigzag tiene una des-
composicion en intervalos:

V21(br,d) @1(ba,d2) ® -+ @L(byn, din).- oD

Griéficamente la Pers(V) puede representarse en los resimenes topoldgicos que estudiamos anterior-
mente. Ejemplo fig[33]

Con los médulos de persistencia, hay varias maneras equivalentes para reconocer la existencia de una
caracteristica. Se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 2 Sea V un modulo de persistencia de longitud n, y 1 < p < g < n. Son equivalentes:

1. El mapaV,, — V, es no vacio
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—_—ll
1 2 3 4

Fig. 33. Cédigo de barras y diagramas de persistencia: representacién de la persistencia {[1,2],[1,3],[3,3],[3,4]} de un médulo
zigzag de longitud 4.

2. 3x; #£0€V;para p <i<qtal que x;i+\ = fi(x;) parap <i<gq
3. Existe un submddulo de Vp,q| isomorfo a l[p,q|.
4. Existe un sumando de V|p,q| isomorfo a l[p,q| (caracteristica sobre [p,q])

Una estrategia para entender y construir descomposiciones de un t-médulo V por un proceso iterativo,
moviéndose de izquierda a derecha y retener la informacién necesaria en cada etapa. La mayor parte de
esta filtracion se codifica como una filtracion en el extremo derecho de V,.

La filtracion derecha R(V) es calculada de manera incremental y resulta en una filtracién en V,,, con
un tiempo de nacimiento asociado a cada espacio de cociente. Una filtracion en V; se denota:

K= (R).Ri, - ,R)), 92)
donde R? < Ril < <L Rﬁ y Rf =V;. El cociente Ri1 /R?,R%/Ril, e ,Rf/Rf*1 cada una estan asociadas con
un tiempo de nacimiento b] (j =0,--- i), las cuales se guardan en el vector:

bi = (6,07, .b}). (93)

Se puede escribir como el cociente:
R = (Ri /R RY/R;, -+ Ri/Ri™). (94)
El cédlculo de la filtracion derecha depende de la direccidn del mapa. Si tenemos &; y b;, entonces:

m SiV; i) Viy1, entonces

Rier = (fi(R)), fi(R), -+, fi(RY), Vis1) (95)

bi+l = (blvbzzv )biul'i_l)

1

m SiV; LU Vi1, entonces .
biy1 = (i4+1,b},b7,--- ,bl).

Dado que se asume que los complejos simpliciales consecutivos difieren al menos de un simplice, el
cambio en dimensién entre V; y Vi1 es como maximo 1. Similarmente la dimension del espacio cociente
puede ser 0 6 1. La dimensi6n de V; es el rango del grupo de homologia para K; (nimero de Betti, B(K;)):

dim(V;) = rank(H(K(i))) = B(K;) <. 97)
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Por ejemplo la dimensién de los espacios cociente puede ser una secuenciade Oy 1.

Se debe tener en cuenta que la eleccién de una clase de homologia de cada uno de los espacios cociente
no nulos resulta en una base para V;.

Ejemplo 6 Estas son las filtraciones derecha asociadas para 4 casos con longitud 3:

RV L5V L5 v3) = (0, /i V1), fo(V2). V5)
ROV L5 Vo 42 v3) = (0,85 (0). 8, /i (V1) V3)
R(Vi - Vs 25 v3) = (0, 57(0), £(V2),V3)
R(V1 <=V, = V3) = (0,8, (0),8; g1 (0), V5)

Ver fig34] para una representacién esquemadtica:

- — - «

Fig. 34. Representacion para los 4 casos de longitud 3: ff, fg,8f,88.

El principio del diamante [87]
Considere el siguiente diagrama de espacio vectoriales y aplicaciones lineales entre ellos: Sea V' y V—

Wi
f;.;_/ \Sk
, P1 Pi-3 Pr—2 __ ¥ Pr+1 . Pk+2 Pn—1 __
W gk k=2 k=1 Viti #— Viqa — --- —— V,,

wN
Uk

Fig. 35. Principio del Diamante.

los médulos zigzag superior e inferior:

VAR DY I = VRSN S /AN SR VARNY (SN (S NV (99)
Vo=V B3y B g Ly, B 2y, (100)

Donde el Principio del Diamante aporta la siguiente relacion entre la persistencia zigzag de V" y V™~
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Teorema 16 Dado V' y V™~ como anteriormente, suponemos que el diamante medio es exacto. Existe
una biyeccién parcial entre Pers(V™" )y Pers(V ™) con los intervalos matcheados de acuerdo a la siguiente
regla:

Intervalos de tipo [k, k| no se matchean,

Intervalos del tipo [b,k| se matchean con los de tipo [b,k — 1] y viceversa para b <k — 1,
Intervalos del tipo k,d] se matchean con los de tipo [k + 1,d] y viceversa parad > k—+ 1,
Intervalos del tipo [b,d] se matchean con los de tipo [b,d| en todos los otros casos.

Q o @ Q A
=D 9 L® 9 __9_
O O
Fig. 36. Visualizacién del principio del diamante.

Una demostracién del Principio del Diamante realizado por Carlsson y Silva la encontramos en [84].

Aplicaciones
En [85] Carlsson explora el uso de la homologia zigzag para estudiar la informacion topoldgica en con-
juntos de datos de nube de puntos. Podemos ver

Bootstrapping topolégico

Dado un conjunto de datos X interesa comprender la homologia de todo el conjunto de datos de las mues-
tras y como las muestras se relacionan unas con otras. Trabajan con un enfoque estadistico mediante el
método de bootstrap, donde obtienen informacion sobre un conjunto de datos mediante la realizacion de
muestreos:

Fig. 37. Bootsrapping Topoldgico.

Donde interesa saber si las clases de homologia de las muestras estdn midiendo las mismas carac-
teristicas homoldgicas (como a la izquierda) o diferentes caracteristicas (como a la derecha). Para evaluar
la compatibilidad de dos muestras X; y X; consideran la union X; UX;. Donde trabajando con los complejos
Vietoris-Rips se obtiene el complejo simplicial filtrado. Los complejos tienen la propiedad que:

Ve(Xi) C Ve(XiUX)) D Ve(X;). (101)
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Al aplicar el funtor H,(—) se obtiene una descomposicion en intervalos del diagrama zigzag que brin-
da informacién relevante acerca de la compatibilidad de la caracteristicas homolégicas del complejo.

Umbralizacion

Suponer que se tiene un conjunto de datos X y una funcién de filtracion parametrizada f(—,0) : X — R.
Un ejemplo puede ser un estimador de densidad el cual estd parametrizado por algin tipo de pardmetro de
anchura o de varianza. El problema de interés es el estudio homoldgico de como se comporta la funcién
de filtracién en el conjunto de datos para diferentes valores de los pardmetros.

X¢[0,T) ={xeX}; (102)

x es uno de los puntos T % superior clasificados por la funcién de filtracion.
Se necesita conocer como las muestras se relacionan entre si a medida que cambiamos el pardmetro,
por lo que se consideran las secuencias de muestras para una secuencia de pardametros {6;}:

<—Xf[9,~,T] —)Xf[ei,T] UXf[6i+1,T] eXf[G,-H,T] — . (103)

Se puede aplicar una inclusién preservando la construccién del complejo filtrado y calculando la ho-
mologia zigzag. Por ejemplo es posible obtener un cédigo de barras para:

o Hy (VX 165, 7)) = Hy(V (X180, TIUX, 8111, T])) < Hp(VX) 801, T])) =+ (104)

La existencia de intervalos de longitud positiva sugiere la preservacion de caracteristicas homoldgicas
a través de varios valores del pardmetro 0. Del mismo modo se considera la secuencia de intersecciones
andloga a las anteriores.

s —>H,,(V(Xf[6,»,T])) %HP(V(Xf[e,',T] UXf[G,'.H,T])) —>HP(V(Xf[6i+1,T])) e (105)

El célculo de la homologia de las secuencias anteriores revela informacion importante sobre cémo el
pardmetro afecta a las propiedades homoldgicas del conjunto de datos.

Comparacion de complejos Witness

Tauzz y Carlson realizan una comparacion de selecciones landmark para los complejos witness. Estos
complejos witness permiten estimar las propiedades topoldgicas de una nube de puntos con sélo trabajar
con un subconjunto de los puntos actuales.

Un subconjunto L C X es designado como un conjunto landmark, y los puntos son los vértices en
la construccion witness que denotamos por W (X, L) (los puntos en el complemento influyen en la cons-
truccién del complejo pero no aparecen en él). Surgen cuestiones de cémo la homologia persistente de la
aproximacion complejos witness se relaciona con la homologia persistente de todo el conjunto de datos.
Si bien no es posible responder a esta cuestion completamente sin calcular la homologia para toda la nube
de puntos, se discute un método para comparar diferentes submuestras. Se construye un diagrama zigzag
de espacios topoldgicos:

ce —> W(X,L,') < W(X;Li,LiJrl) — W(X,Li+1) < W(X;Ll'+1,Li+2) — (106)

En [88] Adams y Carlsson abordan un problema de evasion para redes de sensores mobiles en la que
los sensores no conocen su ubicacién y en su lugar s6lo miden la conectividad local de los datos. Utilizan
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la persistencia zigzag para producir un criterio de poder discriminatorio equivalente que también permita
el célculo streaming, que es una caracteristica importante para las redes de sensores en movimiento du-
rante un largo periodo de tiempo.

A efectos del anélisis de datos, uno puede hacer crecer los puntos que son lo suficientemente den-
so y luego observar cémo los cambios en la densidad afectan a los médulos de persistencia resultantes,
pero no se puede proporcionar a los cientificos algo tan simple como un diagrama de persistencia. Idear
descriptores eficaces para homologia persistente multidimensional es uno de los desafio centrales para
TDA.

14. Vineyards

La mayoria de los trabajos del andlisis topologico de datos se han centrado en el estudio de nubes de
puntos estaticas. Este capitulo introduce una extension de la teoria de homologia persistente para sistemas
variables en el tiempo. En particular dada una nube de puntos se puede construir su resumen topoldgico,
por ejemplo los diagramas de persistencia. Dado que el diagrama varia continuamente a medida que la
nube de puntos varia de forma continua, se estudia el espacio de los diagramas de persistencia variables
en el tiempo, llamados vineyards introducidos por [89].

En [90] Munch demuestra que con una buena eleccién de métrica, los vineyards son estables para
pequeiias perturbaciones en sus nubes de puntos asociadas. Se define una nueva media para un conjunto
de diagramas de persistencia basado [56[]. El aporte principal de la tesis de Munch es un aplicacién de la
homologia persistente a las predicciones de comportamiento. Se crean vectores de comportamiento para
el seguimiento de agentes en imagenes de satélite y el uso de la homologia O-dimensional para agrupar
agentes por comportamientos. Ademads se construye una estructura de datos flexible para almacenar y con-
sultar los datos con el fin de permitir el desarrollo de nuevos e interesante vectores de comportamiento
para estudiar.

La idea bésica es analizar como los grupos de homologia de un espacio topoldgico cambian mien-
tras el espacio cambia, y poder inferir alguna informacién acerca del espacio original.

14.1. Estabilidad de bottleneck para vineyards

Una nube de puntos dindmica X(z) = {x;(¢),--- ,xn(¢)} es una nube de puntos que se mueve de forma
continua durante una cantidad de tiempo finito. Por simplicidad se asume que el tiempo varia entre O y 1.
Por lo tanto una nube de puntos dindmica es un mapa:

0,1] = (RHN. (107)

t— {x1(2), - ,xn(2)}-

Es natural considerar los diagramas de persistencia variables que surgen de estas nubes de puntos
dindmicas. Entonces dada una nube de puntos dindmica X existe un diagrama de persistencia D(X(z))
para cada tiempo ¢. Esta familia de diagramas se denomina vineyards:

V(X)={D(X())|r €0,1]}. (108)
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[0,1] & De.
t — D(X(1));
donde D., representa el espacio de los diagramas de persistencia.

Corolario 5 Si una nube de punto dindmica X(t) es continua con respecto a la distancia de Hausdorff, el
correspondiente vineyard V (X) es continuo con respecto a la distancia bottleneck.

Con el fin de demostrar la estabilidad para los vineyards se necesitan métricas para el espacio de
nubes de punto dindmica y para el espacio de los vineyards. Dado que existe una nocién de distancia entre
los diagramas para cada tiempo ¢ asi como entre las nubes de puntos estéticas para cada tiempo, dichas
métricas pueden ser integradas sobre el tiempo y asi obtener nuevas métricas homdlogas a las anteriores
pero con la condicién de variables en el tiempo.

Definicion 23 Sean los vineyards V (X) y V(Y) que se obtienen de las nubes de puntos dindmicas X y Y,
la métrica bottleneck integrada esta dada por:

W)V 00,V (1) = [ WaD(K(0), DY 0, (109
y la métrica de Hausdorff integrada:
IH](X,Y) = /0 X, Y(0)dr, (110)

pero para demostrar que en efecto las funciones definidas son las métricas, primero se debe demostrar
que la distancia de Hausdorff y por lo tanto la distancia Bottleneck son continuas cuando las nubes de
puntos dindmicas son continuas, ademds debemos demostrar los axiomas de la definiciéon de métrica.
Estas definiciones y pruebas extensas podemos encontrarlas en [90].

Teorema 17 Teorema de estabilidad para vineyards Dado dos nubes de puntos dindmicas finitas X y Y,
W] (V(X),V(Y)) <I[H](X,Y). (111)

Dado que las traslaciones y rotaciones de las nubes de puntos no cambian los diagramas de persisten-
cia, se obtiene el mismo teorema de estabilidad si sustituimos la métrica de las nubes de puntos dindmicas
por el minimo sobre todas las rotaciones y traslaciones de las nubes de puntos.

14.2. Probabilidad en vineyards

Con un algoritmo para calcular la media de un conjunto de diagramas descrito en el capitulo, se quiere
calcular la media de un conjunto de diagramas de persistencia variables en el tiempo.

Definicion 24 El espacio de vineyards abstracto se define:
V={v:[0,1] = Dy|v continua}, (112)

el espacio de los mapas del intervalo unidad a D, donde v es continuo con respecto a W,
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Fig. 38. Ejemplo de un vineyard. Para cada tiempo, dado en el eje z, existe un diagrama de persistencia. Dado que los vineyards
surgen de nubes de puntos continuas son continuas, cada punto en el diagrama traza un camino llamado vine. Estos vines pueden
tener puntos finales en los tiempos de origen o destino, o en el plano que se proyecta a la diagonal.

14.3. Media de Fréchet para vineyards

Considerar el ejemplo de la Figura[39]; donde tenemos dos diagramas de persistencia superpuestos, (puntos
1, 2 de un diagrama, y puntos a y b del otro). Dado que los 4 puntos forman exactamente un cuadrado,
los pares para la distancia Wasserstein pueden ser {(a, 1), (b,2)} 6 {(a,2),(b,1)}. Entonces se tienen dos
diagramas que dan un minimo de la funcién Fréchet: el diagrama con u y v, 6 el diagrama con x y y.

(a) (b)

Fig. 39. Dado que la correspondencia Wasserstein no es tnica, la media Fréchet tampoco. Existen dos medias posibles dadas en
la fig:b.
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Si dos vineyards pasan a través de esta configuracion, la media de los vineyards construida por efectuar
la media en cada tiempo no sera continua. Considerar por ejemplo dos vineyards de dos puntos cada uno
iniciado en Figuraf40(a) y se mueve a lo largo de las lineas de puntos en la configuracién de la Figura:
MO(b). En la curva de la linea de puntos, los puntos estdn en las esquinas de un cuadrado, asi como en el
ejemplo de la Figuraj39] existen dos posibles elecciones para la media

IR @b
LA
1. @b sl gl
a® n?2 a @ ‘ . 2
Yoy
ae M2
(a) (b)

Fig. 40. Dos vineyards cuya media puntual no es continua. La media es continua hasta que los puntos llegan a la linea, donde
forman un cuadrado y la media salta de forma discontinua.

En [67] se demuestra que la media es en efecto una distribucion en el espacio de los diagramas que es
una caracteristica de la distribucion de los diagramas de la que surgid. Esta nueva definicion proporciona
una herramienta estadistica util para el anélisis de datos topoldgicos. Varias preguntas siguen siendo una
interrogante que pueden ser analizadas en trabajos futuros. Aprovechar esta nueva definicién en el campo
de las estadisticas tradicionales; de manera particular probar la ley de los grandes niimeros, el teorema
central del limite, entre otras. Las investigaciones hasta el momento centran su atencién en la media y
varianza como medidas cuantitativas, derivadas de un conjunto de datos; trabajar con otras medidas como
la mediana y las medidas de posicion pueden ofrecer otras informaciones no descubiertas.

15. Conclusiones

La topologia computacional juega un papel fundamental para agrupar las investigaciones sobre topologia
algebraica, geometria computacional, anélisis de datos y otras dreas cientificas relacionadas. El trabajo
introduce las principales técnicas que han experimentado un crecimiento de manera especial en el drea
de andlisis de datos. Estas técnicas como se observa a lo largo del trabajo se han desarrollado desde un
enfoque estadistico, donde su utilidad y la capacidad que tienen para ser aplicadas en problemas practicos
hace inminente un camino hacia nuevas oportunidades de investigacion. Se reportan aplicaciones exitosas
en el drea de reconocimiento de patrones y en otras que se encuentran referenciadas en la seccion 2]

Debido a lo novedoso de la teoria existen todavia cuestiones abiertas detectadas a lo largo de la in-
vestigacidn sobre el campo. En primer lugar el método de seleccidon del modelo impide hacer frente a los
complejos simpliciales heterogéneos, y no existe una forma explicita para este caso ya que la ecuacién
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que la define es mucho méis complicada que en el caso homogéneo.

Por otra parte el tema de la homologia persistente ha sido utilizada para estudiar la homologia de
los conjuntos de nivel de una funcién dada. Por ejemplo como se expone en 4.2] fundamentado sobre [48]]
donde se analiza que se podria estimar la homologia de X a partir de estimadores de densidad. Pero el
andlisis de riesgo completo del estimador de densidad del Nucleo cuando es utilizado para homologia per-
sistente del soporte de la distribucién no se ha propuesto hasta el momento. Ademds se puede pensar en
usar otros tipos de nicleos, como por ejemplo los nicleos de Laplace y Tridngulo son opciones naturales.
Para ambos, los resultados coinciden con los del Nucleo de Gauss; la distancia bajo el Nucleo de Laplace
es también una métrica, pero no se conoce que es para el Nucleo del Tridngulo. Sin embargo el segundo
seria mas interesante dado que tiene soporte acotado, y puede ser mas facil computacionalmente.

Los razonamientos estadisticos parecen ser ineludibles en TDA, ya que las aplicaciones involucran
algtin tipo de muestreo. De entrada TDA es un problema de inferencia bajo incertidumbre: si se pretende
descubrir la estructura topoldgica de un objeto, jes porque ésta no se conoce!. Existe gran dificultad para
formalizar modelos, pardmetros, etc. ( conceptos convencionales de inferencia que no necesariamente se
aplican de inmediato). Uno de los problemas de origen es la complejidad de los espacios involucrados y
para ellos aplicamos la teoria de probabilidad.

Un problema en la inferencia topoldgica estd asociado a los pardmetros, por ejemplo elegir el ancho de
banda es una pregunta compleja. Es conocido que estas elecciones dependen de la geometria del soporte,
pero por supuesto en la practica estas cantidades son desconocidas. Existen algunas ideas relacionadas
sobre este tema como el seguimiento de la evolucién de la persistencia de las caracteristicas homoldgicas
y la variabilidad del parametro de ajuste. Es posible aplicar las ideas expuestas anteriormente sobre los
métodos de sub-muestreo |12] con el objetivo de seleccionar m de una manera eficiente. Realizar una esti-
macion de la distancia entre u (la media landscape para submuestras) y A (landscape para el conjunto de
datos original) y analizar que informacion es posible extraer de los resultados no se ha investigado. Dentro
del area de TDA se encuentran trabajos que abordan el tema de prueba de hipétesis, de gran importancia
debido a que diferentes tipos de problemas de toma de decisiones, pruebas o experimentos pueden formu-
larse como prueba de hipétesis; pero no se han encontrado articulos que aborden la realizacién de pruebas
de hipdtesis alternativa cuando las observaciones son diagramas de persistencia y también de forma gene-
ral desarrollar pruebas de hipétesis para la comparacién de nubes de puntos.

En el reporte son presentadas ideas relacionadas con la media y la varianza de un conjunto de dia-
gramas, algunas direcciones futuras de trabajo pueden estar centradas en extender los resultados a otros
estadisticos como la mediana y esperanzas condicionales. Los intervalos de confianza expuestos brindan
proteccion contra errores de tipo I i.e falsas detecciones. Es importante investigar el poder de los métodos
para detectar caracteristicas topoldgicas reales y del mismo modo poder cuantificar los limites min-max
para homologia persistente. Seria interesante construir intervalos de confianza para otros pardmetros to-
poldgicos como para el grado total de persistencia.

Debido a diferentes necesidades que surgen de los problemas practicos se han comenzado a desa-
rrollar metodologias para generalizar la persistencia. En un primer caso: la metodologia zigzag que revela
informacién importante acerca de los conjuntos de datos no lineales. Pero saltan interrogantes: ;en que
medida puede la persistencia zigzag ser optimizada?; ;puede superarse la brecha en el rendimiento entre
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la persistencia estdndar y la persistencia zigzag?. El campo de los vineyards no ha sido explotado por los
investigadores, surgen interrogantes de si es posible aprovechar estd nueva definicién en el campo de las
estadisticas tradicionales; en particular ;se podrd probar la ley de los grandes nimeros y el teorema central
del limite.?

Actualmente se centra la atencidn sobre el tema de la persistencia multidimensional donde propo-

ner un enfoque estadistico se hace bastante complejo. La no existencia de una invariante completa para
este caso y el alto costo de la distancias entre médulos de persistencia multidimensional entre otros hace
el estudio més complejo.

Trabajos futuros

Definir los complejos simpliciales heterogéneos y analizar su aplicacién en problemas pricticos.
Combinar herramientas de TDA con machine learning para problemas praticos en la visién por
computadora.

Establecer un marco mediante la teoria de categorias donde se puedan considerar diferentes modos de
persistencia.

Extender las herramientas explicadas en el reporte para los métodos de submuestreos.

Desarrollar pruebas de hipdtesis para comparar nubes de puntos, y trabajar con pruebas de hipétesis
alternativa.

Analizar diferentes representaciones funcionales de los descriptores topoldgicos y establecer ventajas
y desventajas para su posterior uso en problemas practicos.

Centrar la atencidn en la persistencia multidimensional que presenta problemas sin solucion y parcial-
mente resueltos, por ejemplo: la existencia de una invariante completa para este caso.
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Anexo 1: Conceptos topologicos

Definicion 25 (Topologia, Espacio Topoldgico) Sea X un conjunto y sea P(X) la coleccion de los sub-
conjuntos de X. Se dice que T C P(X) es una topologia sobre X si cumple:

n QeTyXeT,
m AyeT, A eT - AIUA €T,
 Voer, Aq €T — UgetAg € T, I conjunto.

Notas 3 La hipotesis 0 € T puede omitirse basdndose en que, UjcpA; = 0 y NicpA; = X.

Los elementos de T se llaman abiertos. Si X es un conjunto y 7 una topologia sobre X, al par (X,T)
se denomina espacio topolégico. Si no hay riesgo de confusién, lo denotamos simplemente por X y sus
elementos se denominan puntos.

Definicion 26 (Espacio métrico) Sea E un conjunto. Un aplicacion d : ExE — Ry es una distancia o
métrica en E si para todos x,y,z € E se cumple:

L d(x,y)<0yd(x,y)=0&x=y;
2. d(x,y) = d(y,x)
3. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (desigualdad triangular)

El par (E,d) se llama espacio métrico.

Definicion 27 Sean (E.dg) y (F,dr) espacios métricosy f : E — F.

» f es continua en xy) € E siy sélosi Ve >0 3 8>0, tal que si dg(x,xg) < & entonces

dr(f(x),f(x0)) <e.

= f escontinua en E silo es entodox € E
= f es un homeomorfismo si es invertible y tanto ella como su inversa son continuas.
» [ es una isometria si para todos x,y € E es dg(x,y) = dr(f(x), f(y))

Definicion 28 Sea (E,d) un espacio métrico

» Se dice que la sucesion {x,} C E es fundamental o de Cauchy si y sdlo si para todo € > 0 existe N,
tal que d(xy,xp) < €Vn,m > N.
» El espacio métrico (E,d) es completo si en él toda sucesion de Cauchy es convergente.

Ejemplo 7 (Cla,b],d.) es completo, donde Cla,b] el espacio de las funciones continuas en [0, 1]

Definicion 29 (Espacio de Banach) El espacio normado (E, ||
E, es de Banach si E es completo.

), donde || - || : E — R es una norma en

La importancia de los espacios de Banach radica en su completitud, que es uno de los conceptos més
frecuentemente explotados en Andlisis Funcional. La razén de esto radica bdsicamente en el Teorema de
Baire .

Teorema 18 (Teorema de Baire) Sea E un espacio métrico completo y E,, una sucesion de abiertos densos
en E, entonces NE,, es densa en E.

Definicion 30 (Espacio de Hilbert) Un espacio euclidiano (E,(-,-)) se llama espacio de Hilbert si es
completo, de dimension infinita y separable (E contiene un subconjunto numerable siempre denso).
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Definicion 31 (Espacio Medible) Sea X un conjunto:

» Un conjunto T C P(X) se llama tribu o G-dlgebra si se cumple:
1. XeT;
2.AeT —A°€eT
3. (A) CT —U,AneT

» Los elementos de T se llaman conjuntos medibles.

» Elpar (X,T) se llama espacio medible.

Definicion 32 Si (X,7) es un espacio topoldgico, la 6-dlgebra generada por la topologia 6(t) se deno-
mina o-dlgebra boreliana.
Teorema 19 Sea f: X — Y y T una G-dlgebra sobre Y, entonces se cumple:

» f~YT) es una -dlgebra en X.
» Si T =o(S) entonces f~'(c(S)) =o(f1(S))

Definicion 33 (Funciones Medibles) Dada f : X — R se denota:
{f<a}={xeX;f(x)<a}, (113)

donde < puede ser <,<,>,> = #.
Si (X,T) e (Y,U) son espacios medibles, se dice que f : X — Y es medible si f~1(U) C T es decir, si
la preimagen de todo conjunto medible en Y es medible en X.

Definicion 34 (Funciones simples) Sea (X,T) un espacio medible. Una funcion s : X — R(6 C) se dice
simple si es medible y solamente toma un niimero finito de valores diferentes.
Representacion natural: s =Y, _jai1Ay;, Ax={s=ax}

Definicion 35 Una medida sobre un espacio medible (X,T) es una funcion de conjuntos u: T — R que
cumple:

= u(0)=0

= U es G-aditiva, es decir:

(A0) CT — u(UpA,) =Y u(Ay).

n

La terna (X, T,u) se denomina espacio de medida.

Si u(X) =1, se dice que u es una probabilidad.

Definicion 36 En un espacio de medida (X,T,u), la medida u se dice completa si y(A) =0y B C A
implica que B € T (y por tanto u(B) = 0)

Integral de funciones medibles
Definicion 37 Una funcion f € M(X,C) se dice integrable si se cumple:
Uil = [ 171da < e (114)
Se define ademads el conjunto:
Li(u)={feM(X,C) integrables} . (115)

Definicion 38 Se dice que una propiedad P se cumple casi donde quiera respecto a u (u c.d.) si existe
A €T tal que u(A) =0
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Los espacios L,

Definicion 39 1. Si f e M(X,C)y0 < p < o se define:

1
il = ([ 11170,
y se denota

Ly(u) ={f € M(X,C);[|fl]p <o}
2. Si f € M(X,Ry) se define el supremo esencial de f como
supescf = inf {a € Ry;u{f >a} =0}.

3.8i f e M(X,C) se define
[1flee = supesc|f],

y se denota

Leo(u) = {f € M(X, (C)); [ f]e0 < o}

Teorema 20 Teorema de Fubini

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

Sean (X,T,u) y (Y,U,\) espacios de medida G-finitos y sea f(x,y) una funcion T ® U-medible con fun-

ciones parciales f. y f~.

n Si0 < f < oo, entonces
x'—>/fx d\ es T —medible,
Y

X — / P du es U—medible,
X
y se cumple
| [ ren)anmdue = [ penduen) ).
xJy XxY
» SifeLi(u®), entonces fy € Li(A) pc.d.y f7 € Li(u) A c.d., lo que implica
[ ey | paueri,

y se cumple el paso anterior.

(121)

(122)

(123)

(124)
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Anexo 2: Conceptos estadisticos

En TDA se dispone de una muestra con un gran volumen de datos, es dificil realizar una interpretacion
de los mismos a partir de un proceso inferencial. Por lo tanto se necesita reducir de alguna manera el
volumen de los datos para ello usualmente se acostumbra a calcular algunos estadisticos como por ejem-
plo: la media, la mediana, el valor mds grande o el mds pequerio, la varianza muestral por citar algunos.
Los estadigrafos o estadisticos juegan un papel importante en la teoria de la inferencia estadistica, son
funciones medibles de los datos que contribuyen en algiin sentido al andlisis que se pretende realizar. La
definicion formal es la siguiente:

Definicion 40 (Estadigrafos) Sea (2, Py, Py) un modelo estadistico. Diremos que T es un estadigrafo si
es una funcion medible de las observaciones que no depende del pardmetro desconocido 0 y se define
como

T:QCR'—+ACR  keN, (125)

X~ T(x). (126)

Debido a que un estadistico define una forma de reduccion o resumen de los datos, el investigador
solamente utiliza el valor observado de un estadistico T (X) en lugar de la muestra x = (x1,--- ,x,), con-
siderard como iguales dos muestras X y'y si satisfacen que T (x) = T(y), aunque los valores muestrales

sean diferentes. Visto desde otra perspectiva, la reduccion de los datos en términos de un estadistico puede
verse a partir del establecimiento de una relacion de equivalencia:

XRy <= Tx) =T(y). (127)

Esta relacion de equivalencia particiona al espacio muestral en clases de equivalencia definidas como

D;={xecQ:T(x)=t}. (128)

Otra nocion de la inferencia estadistica asociada a la idea de la reduccion de los datos es el concepto
de completitud, que en cierto modo es un requerimiento aiin mds fuerte.

Definicion 41 (Completitud) Sea (2, Py, Py) un modelo estadistico y T un estadigrafo, diremos que es
completo (acotadamente completo) para la familia de distribucion de T indizada por © si y solo si para
toda funcion h (acotada) que satisfaga que Eg(h(S)) = 0 se cumple entonces que h = 0, excepto por un
conjunto de probabilidad cero, i.e.:

Eo(h(S)) =0, VO ®= Py(h(S)=0)=1. (129)

El concepto de completitud se encuentra asociado a la familia de distribuciones condicionales del
estadigrafo dado los diferentes valores del pardmetro, es una condicion de clase y se usa para buscar
unicidad entre los estadigrafos.

La variabilidad de un estimador es evaluada por lo que se denomina Error Cuadrdtico Medio (ECM):

Definicion 42 (Error Cuadrdtico Medio (ECM)) Sea (Q, Py, Py) un modelo estadisticoy X = (X1, -+ , Xp)
una muestra, sea T un estimador de T(0), entonces se define el error cuadrdtico medio del estimador como

ECM,)(T) = Eo(T (X) — 1(6))*. (130)
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Convergencia en probabilidad, casi segura y en distribucion

Recordemos algunos resultados bdsicos de convergencia necesarios para los conceptos que se verdn
mds adelante

Definicion 43 (Modos de convergencia) Sea (Q, F ,P) un espacio de probabilidad y {X,} una sucesion
de variables aleatorias, entonces
1. (Casi segura) Diremos que X,, converge casi seguramente a X, o con probabilidad uno si:

P({meQ:Xn(co) H—w>X(w)}> =1, (131)
= 1
{weQ: X, (0) =X} =) {\Xn(w)—X(m)|<k}eT, (132)
k=1 N=1n>N
y se denota como
X, ﬁx (133)

2. (Puntual casi seguramente) Sea X, 9 = X,(0,0) y Xo = X(®,0) con 6 € O se dice que X, g converge
puntualmente casi seguramente a Xy Si

P(lfm |Xn79—X9\:0> —1, Veco. (134)
n—yoo

3. (Uniforme casi seguramente) Sea X, o = X,,(0,0) y Xo = X (®,0) con 6 € O se dice que X, ¢ converge
uniformemente casi seguramente a Xy Si

P(lim sup | X0 — Xo| :0> =1. (135)
n=gco
4. (En probabilidad) Diremos que X,, converge en probabilidad a X o estocdsticamente si:
lim P(|X,—X| >¢€)=0  Ve>0. (136)
n—soo

y se denota por
X, L X. (137)

n—soo

5. (Puntual en probabilidad) Sea X, 9 = X,,(0,0) y Xo = X(®,0) con 0 € O se dice que X, g converge
puntualmente en probabilidad a Xy si

lim P(|X,0—Xeo| >€) =0  Ve>0,V0€0. (138)

n—oo

6. (Uniforme en probabilidad) Sea X, g = X,,(®0,0) y Xo = X (®,0) con 8 € O se dice que X, ¢ converge
uniformemente en probabilidad a Xg si

lim P (sup | X0 — Xo| > 8) =0 Ve > 0. (139)
n—ree \ee®
7. (En media) Diremos que X,, converge en media de orden p a X si:

E(|X,—X|?) — 0, (140)
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y se denota por

Xy — [n— ]L,X. (141)
Cuando p =2 la convergencia se dice que es en media cuadrdtica.
8. (En distribucién) Diremos que X, con funcién de distribucion F,, converge en distribucion o en ley
a X cuya funcion de distribucion se denota por Fx si:
P(X, <x) =F,(x) = Fx(x), (142)

en todo punto de continuidad de Fx y se denota por

D
X, — X.
n—yoo

Definicion 44 (Ley de los Grandes Niimeros) Se dice que la sucesion {X, } de variables aleatorias satis-
face la Ley de los Grandes Niimeros con respecto a las funciones {g,}, gn = gn(X1, -+ ,Xy), si existe
una sucesion de constantes {b,} tales que

1. Ley Fuerte de los Grandes Nimeros

an(Xy,--,X,) — b, — 0. (143)

n—oo
2. Ley Débil de los Grandes Nimeros

gn(X1, -+, Xp) — by —— 0. (144)

n—yoo

Usualmente se toma

1 n n
gn( X1, . Xy) = . Y X, by ==Y E(X;). (145)
ik '

En cuanto al Teorema Central del Limite los resultados cldsicos son los siguientes

Teorema 21 (Moivre-Laplace) Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias Bernoulli i.i.d tales que
E(Xy) =pyV(Xk) = p(1 —p) para todo k = 1,2,--- ,n. Sea S, = Y} X, entonces
Yic1 Xk—np o
np(l—p) n=e

Z ~N(0,1). (146)
Teorema 22 (Linderbeg-Lévy) Sea { X, } una sucesion de variables aleatorias tales que E(Xy) = uy < +oo
paratodok=1,2,--- ,nyV(S,) < +oo, donde S, =Y _, X, entonces

Yici Xi—Yio Mk D
V(Sn) n—soo

Z~N(0,1). (147)

Si las variables son i.i.d. tales que E(X;) = u < +oo y V(X;) = 6% < o0 para todo k = 1,2,--- ,n

entonces n
Yio1 Xk —nu o

\/ﬁG n—yoo

Z~N(0,1). (148)
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Existen diversas situaciones donde a un investigador le resulta de mayor utilidad un conjunto de
posibles valores de un pardmetro que una sola cantidad producida por una estimacion del mismo, dando
lugar a la estimacion por intervalos.

Definicion 45 (Intervalo de Confianza ) Sea X = (X,---,X,) una muestra aleatoria cuya distribucion
depende de un pardmetro 0 desconocido. Diremos que una estimacion por intervalo para una funcion
2(0) del pardmetro escalar 8, es cualquier par de funciones L(X) y U (X) que satisfacen que L(x) < U(x)
para todo punto muestral X € Q del espacio muestral, entonces ICy_q = [L(X);U(X)] es un intervalo de
confianza para g(0) con confianza 1 — a si la probabilidad de cubrimiento o la probabilidad de que el
intervalo aleatorio cubra al verdadero valor del estimando satisface que

P(L(X)<g(®)<UX))=1-o. (149)

Cuando la muestra es observada y el estimador por intervalo es evaluado se tiene entonces la estima-
cion por intervalo. Usualmente 1 — . se conoce como nivel de confianza del intervalo.

Definicion 46 (Limites de Confianza)
Sea X = (X1, -+ ,X,) una muestra aleatoria cuya distribucion depende de un pardmetro © desconoci-
do. Diremos que T* es un limite de confianza superior para g(0) si

P(T*(X) >g(0)) =1—a. (150)
De manera similar se define el limite de confianza inferior Ty:

P(To(X) < g(8)) =1—a. (151)
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