RNPS MNo. 2142 -

ISSN 2072-6287 :

Version Digital N

<l

== REPORTE TECNICO E

CENATAV Reconocimiento E
Centro de Aplicaciones de

Tecnalagias de Avanzada dE Patrnnes m

Métodos de estimacion del campo de
orientacion de impresiones dactilares
a partir de aproximacion de
funciones

Mitchell Valdés Bobes y
José Hernandez Palancar

RT_087 septiembre 2016

7ma. Mo, 21812 /218 y 222,
Rpta. Siboney, Playa;
La Habana.
Cuba. C.P. 12200
www.cenatav.co.cu




RNP5 Mo. 2142
ISSN 2072-6287

Version Digital

""——-""H REPORTE TECNICO
CENATAV Reconocimiento
Setnatoqat 0s Keinsads de Patrones

Métodos de estimacion del campo de
orientacion de impresiones dactilares
a partir de aproximacion de
funciones

Mitchell Valdés Bobes y
José Hernandez Palancar

RT_087 septiembre 2016

7ma. Mo, 21812 ef/218 y 222,
Rpto. Siboneay, Playa;
La Habana.
Cuba. C.F. 12200
whaW.Cenatav.co.cu

SERIE AZUL




Tabla de contenido

I 11 oo 1o o] o SRS 2
2 Estimacion y reconstruccion del campo de orientaCion ...........cccovvvveveieeiie e 4
2.1 Modelos propuestos en la lIEEratura ............ccooviiriiineieecee e 4
2.1.1  Aproximacién de funciones por bases ortogonales [30] .......cccoevvvivivieiiiiieve s 7

2.2 Estimacion y reconstruccion del campo de Orientacion ...........ccocooeoeiriiinciencieneiesceseees 9
2.3  Métodos de mejoramiento del campo de orientacion basados en interpolacion .................. 10
2.3. 1 FOMPEE ...ttt ettt ettt 10
2.3.2  Modelacién del campo de orientacion utilizando bases de polinomios de legendre....12
2.3.3 Dl ettt bbbt R et bt bRt b ne e 15

2.4 Aplicacion en la reconstruccion de las crestas de una impresion dactilar.................c.cc....... 17

3 CONCIUSIONES ...ttt bbbt b e b bt bbb et et b e bbb sae b e 19

Referencias DIDIIOGrATICAS. ........couieiiiiii e 20



Métodos de estimacion del campo de orientacion de impresiones
dactilares a partir de aproximacion de funciones

Mitchell VValdés Bobes y José Herndndez Palancar

Equipo de Investigaciones de Biometria, CENATAYV - DATYS, La Habana, Cuba
{mvaldes, jpalancar}@cenatav.co.cu

RT_087, Serie Azul, CENATAYV - DATYS
Aceptado: 7 de septiembre de 2016

Resumen. Las impresiones dactilares se han convertido en una de las principales formas de
averiguar o comprobar la identidad de una persona. Esto se debe principalmente a que son
inmutables y Unicas para cada ser humano. La mayor parte de los sistemas de identificacion se basa
en las caracteristicas que se extraen de la imagen de la impresion, para realizar el cotejo con las
almacenadas en una base de datos. La extraccién de estas caracteristicas, resulta problematica,
cuando estas imagenes se encuentran dafiadas o tienen mala calidad. En estos casos la estimacién
correcta del campo de orientacion adquiere una importancia vital, para la clasificacion, el
mejoramiento de la calidad y la extraccion de caracteristicas locales y globales de las impresiones.
Existen casos donde se puede estimar el campo de orientacién solo para un &rea reducida, es
importante poder extenderlo para el resto de la imagen puesto que asi adquirimos rasgos adicionales
para el cotejo. Dentro de los métodos de estimacion del campo de orientacion se hace énfasis en los
gue estan basados en aproximacion de funciones, debido a las ventajas practicas que estos presentan
para el trabajo de reconstruccion del campo de orientacion. En este trabajo se presentan los
principales métodos de este tipo, se comparan entre ellos y se presentan conclusiones y
consideraciones para trabajo futuro.

Palabras clave: huella dactilar, calidad, orientacion, aproximacién, bases ortogonales.

Abstract. Fingerprints have become one of the major biometric characteristics to find out or check
someone identity. This is mainly because they are immutable and unique for each human being.
Most of fingerprint identification systems are based on the characteristics extracted from the image,
to make the comparison with the ones stored in a database. The extraction of such those
characteristics can become problematic when the images are damaged or have a poor quality. In
such cases the correct estimation of the orientation field has an enormous importance, to the
classification of the fingerprints, the enhancement of the fingerprint images and the extraction of
local and global characteristics of the impressions. There are some cases when the orientation field
can only be estimated for a small area of a fingerprint, in this cases it’s reconstruction for all the
image is very important so it can provide additional features for the comparison. The scope of this
work is to address the methods based on approximation using orthogonal functional basis. This is
because of their many practical advantages on its application to the reconstruction of partial
Orientation Fields. In this work are presented the most important of those methods, several
comparisons are made, and we discuss the conclusions of this research.

Keywords: fingerprint images, quality, orientation, approximation, orthogonal basis.
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1 Introduccion

En 1892 [1] fue identificado el primer criminal, debido a las huellas dejadas con la punta de sus dedos
en la escena del crimen. Desde ese entonces a la fecha, las impresiones dactilares se han convertido en
uno de los rasgos mas utilizados para averiguar o verificar la identidad de una persona. Si bien en un
principio esta identificacidn se realizaba de forma manual por un perito, la aparicion y el desarrollo de
los sistemas de computo, han permitido que este proceso se realice de forma cada vez mas
automatizada. A estos sistemas se les conoce como Sistemas de ldentificacion Automética de
Impresiones Dactilares o AFIS (Automatic Fingerprint Identification System). En la actualidad la
investigacion forense criminal es una de las &reas que més se vale del uso de las impresiones dactilares,
pero su empleo no esté limitado a esta esfera. Estos sistemas se pueden desplegar en cualquier sector
que precise de la verificacion de la identidad, los ejemplos del sector bancario y el control de acceso son
solo algunos de los que pudiéramos citar.

Debido al gran tamafio de las bases de datos, la comparacion manual de las impresiones por un
perito, ya no es considerado un escenario realista. Por tanto, es absolutamente necesario que los
sistemas automaticos sean confiables y eficientes.

Existen tres niveles de caracteristicas para describir una impresién dactilar Fig.1. EI primero es de
caracter global y los dos restantes son a un nivel local. Las caracteristicas de nivel global o topolégico
estan determinadas por la forma que toman las crestas en la impresion [2] (arcos, presillas, verticilos,
etc.). De estos patrones se pueden obtener ciertos puntos caracteristicos de las impresiones Ilamados
puntos singulares [2], (cores y deltas) que se encuentran en las areas de alta curvatura de las crestas. Si
bien estos puntos caracteristicos son muy Utiles para la indexacion y clasificacion de las impresiones, no
son suficientes para lograr realizar el cotejo con eficacia.

.

\

Fig. 1. En la figura se muestran los tres niveles de caracteristicas: a) Las Caracteristicas Globales, los puntos
singulares, que estan determinados por la forma que tiene el patrén de crestas de la impresion. b) Los dos niveles
de caracteristicas locales en rojo las minucias y en azul las caracteristicas mas finas, en este caso los poros.

El segundo nivel estd conformado por un conjunto de caracteristicas locales de las crestas, estas son
conocidas como minucias. Se han identificado hasta 150 tipos de minucias distintas aunque en la
practica solo se utilizan las terminaciones y las bifurcaciones de las crestas. Las minucias son
ampliamente reconocidas por ser estables y robustas a las condiciones de la impresién [22]. Si bien la
representacion utilizando las minucias de una impresién tienen un gran poder discriminativo, su
extraccion de forma automatica puede ser problemética en impresiones de baja calidad [23]. El tercer
nivel, estd compuesto por las caracteristicas locales de las crestas a un nivel més fino, como son los
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poros, los puntos, etc. [23]. Estas caracteristicas cada vez reciben més atencion debido a su contribucion
a incrementar la eficacia en las comparaciones.

Se conoce como orientacion local de una cresta en un punto al &ngulo que forma dicha cresta en una
vecindad (arbitraria y lo suficientemente pequefia) con el eje horizontal [23]. En lugar de calcular la
orientacion para cada pixel de forma individual, la direccidn se calcula solo en determinadas posiciones,
representandose en una matriz a la que se denomina Campo de Orientacion de la impresién dactilar
[23].

El Campo de Orientacion describe de forma adecuada el patrén de las crestas de la impresion Fig.2.
Es por tanto, Gtil para extraer las caracteristicas de tipo global de las impresiones. Se han propuesto
diferentes métodos basados en el campo de orientacion, para estimar de la posicion y el tipo de los
puntos singulares [16, 21]. Estimar correctamente la topologia de la impresion, es decir la orientacion
local, también es determinante para lograr una clasificacion correcta de la misma a partir del tipo de
dibujo [30, 40].

Fig. 2. Ejemplo de una impresién y su correspondiente campo de orientacién.

En general la extraccion de minucias es una tarea compleja, las dificultades se acrecientan al trabajar
con huellas latentes. La presencia de ruido en la imagen, asi como cicatrices o quemaduras en la punta
de los dedos (u otras deformaciones que alteren el patrén de las crestas papilares), puede llevar a la
aparicién de minucias falsas 0 a que no se detecten algunas minucias verdaderas. Para superar estas
dificultades, se han propuesto métodos de mejoramiento de la calidad de las impresiones [24, 25, 26,
27], generalmente estos métodos estan basados en filtrado de la imagen y los filtros mas utilizados son
los de Gabor. Uno de los parametros que se le debe suministrar a estos filtros es la orientacion del
mismo. Cuando se aplican correctamente se logra mejoramiento ostensible en la calidad de la imagen.
Se observa que la estimacion correcta de la orientacion tiene un impacto directo en el mejoramiento de
imagen y por ende en la extraccion correcta de minucias. Como otra de las aplicaciones del campo de
orientacion, que motivan su estudio, se tiene, los descriptores de minucias basados en orientacion,
propuesto por algunos autores [28, 29], para mejorar la eficiencia y la eficacia del cotejo de
impresiones.

Existen varios métodos para extraer el campo de orientacion a partir de la imagen de la impresion
dactilar. Estos se pueden clasificar en dos grandes grupos: los métodos que trabajan en el dominio de la
frecuencia [14], los que trabajan en el domino espacial [15, 16, 17, 38]. En general estos métodos de
extraccion son eficientes en términos computacionales pero el campo de orientacion resultante depende
mucho de la calidad de la imagen. En los casos donde la imagen es de alta calidad, el campo extraido
por estos métodos es fiel a la orientacion real de las crestas. Sin embargo, cuando estamos en presencia
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de impresiones de baja calidad, o de elementos que modifiquen la huella original, como cicatrices o
guemaduras en el dedo que la origind, los métodos locales no son del todo fiables. Por esta razén ha
sido necesario desarrollar modelos matematicos que permitan adicionar informacion con el objetivo de
lograr una estimacion més acertada. El problema de la calidad de la imagen es ain mayor cuando se
trabaja con impresiones latentes.

Con el objetivo de lograr estimaciones mas fiables del campo de orientacién, se han propuesto en la
literatura diversos modelos matematicos. Un grupo importante de estos es el de los basados en la
aproximacion de funciones. La idea es utilizar una base de funciones ortogonales para aproximar,
utilizando una funcién continua, el campo de orientacion inicial obtenido directamente de la imagen.
Una de las principales ventajas de estos métodos radica en su elevada eficiencia computacional en
comparacion con los basados en modelos probabilisticos. Por otra parte, resultan de gran interés para la
reconstruccion de campos de orientacion incompletos debido a que permiten interpolar las orientaciones
faltantes en éreas relativamente extensas en las que la imagen no brinda informacion atil.

La mayor parte de los trabajos recientes de estimacion del campo de orientacion, se enfocan en la
obtencion de este para impresiones latentes [36, 40, 41]. Si bien estos métodos resultan herramientas
poderosas para el procesamiento automatico de huellas, no son objetivos de este trabajo. Esta
investigacion se centra en los métodos basados en interpolacion. Como se verd en los epigrafes
siguientes, esto se debe a las caracteristicas que poseen gue los hacen deseables para atacar el problema
de la reconstruccion del campo de orientacidn, en areas de la impresioén donde es imposible calcularlo
de forma directa.

En la seccion 2.1 se mostraran los principales enfoques propuestos para la estimacién del campo de
orientacion en impresiones dactilares. En la seccion 2.2 se explicara la diferencia entre Estimacion y
Reconstruccion del campo de orientacion. En la seccion 2.3 se abundard en los detalles de los
principales métodos de estimacion y reconstruccién del campo de orientacion, basados en interpolacion.
Posteriormente en la seccion 2.4 se presentard una aplicacion practica de estos métodos en la
reconstruccion de las crestas de una impresion dactilar. Finalmente se presentaran las conclusiones.

2 Estimacion y reconstruccion del campo de orientacion

2.1 Modelos propuestos en la literatura

El problema de la estimacion campo de orientacién puede interpretarse como un problema de
etiquetado, donde a cada bloque de la imagen se le asigna una etiqueta, en este caso la orientacion
dominante en el bloque. En dependencia la informacién que se utilice para realizar el etiquetado, los
métodos de estimacion se pueden clasificar en dos grupos: los métodos locales y los métodos globales.

Los métodos locales, intentan resolver este problema utilizando la informacién disponible en el
blogue en el que se trabaja, es decir, realizar el etiquetado de forma no contextual. Los métodos locales
de estimacion del campo de orientacion se pueden clasificar a su vez en dos grandes grupos: los que
trabajan en el domino espacial [5, 16] y lo que lo hacen en el dominio espectral [14].

Los métodos que trabajan en el dominio espacial utilizan operadores diferenciales, por ejemplo, los
métodos basados en gradientes. Estos operadores tienen en comun la caracteristica de ser mal
condicionados, lo que implica que pequefios errores en los datos inducen grandes errores en la
estimacion Fig. 3.a. Por otra parte, los métodos que trabajan en el dominio espectral, utilizan operadores
basados en la transformada de Fourier, estos operadores son bien condicionados, pero no pueden lidiar
con la ambigliedad en la estimacion, esta ambigiiedad puede ser ocasionada por el ruido o la falta de
informacién en las imagenes de las impresiones Fig. 3.b.

Los métodos locales no resuelven el problema de estimar la orientacion en impresiones de baja
calidad o con falta de informacidn. Para resolver este problema ha sido necesario desarrollar modelos
que incorporen la informacién contextual de la impresion, es decir métodos que no solo tomen en
cuenta la informacidn presente en un bloque. También resulta util introducir la informacion que aportan
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las relaciones entre las orientaciones de bloques vecinos, asi como el conocimiento que se tiene a priori
de la estructura de las crestas de las impresiones en general. De acuerdo a como se codifica esta
informacion en los modelos, estos se pueden clasificar en dos grandes grupos: los modelos
probabilisticos y los modelos deterministas.
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Fig. 3. Dificultades de los métodos locales de estimacion: a) El efecto del ruido presente en la imagen produce
campos de orientacién podo fiables cuando se utilizan operadores diferenciales. b) Los operadores basados en al
transformada de Fourier son incapaces de decidir entre varias orientaciones presentes en un bloque.

Los métodos probabilisticos parten de asumir que la impresion dactilar y por ende su campo de
orientacion es una realizacién de una variable aleatoria. Estos métodos utilizan el enfoque bayesiano
para obtener un estimador puntual de la distribucién a posteriori, dada una realizacién del campo de
orientacion. Como es usual en otras tareas de procesamiento de imégenes se emplean los Campos
Aleatorios de Markov (MRF) [27, 33, 34] como modelo general para la distribucion a priori del campo
de orientacién. Un caso particular son los métodos basados en algoritmos de aprendizaje [35, 36, 37, 40,
41], estos pueden ser considerados como parte del enfoque probabilistico. Si bien al utilizar estos
métodos se han obtenido muy buenos resultados, su principal desventaja esta en la elevada complejidad
computacional de los mismos.

Los modelos deterministicos también los podemos clasificar en dos grandes grupos: los basados en
puntos singulares y los basados en aproximacion de funciones. Los métodos basados en los puntos
singulares descienden del modelo propuesto por Sherlock y Monro [31] conocido como el modelo de
ceros y polos (Zero-Pole model). Este modelo utiliza la posicion y el tipo de los puntos singulares para
estimar el campo de orientacidn. La idea del modelo es representar la imagen como el plano complejo C
y considerar la funcion racional:

oo, @m0 =)
p)= [etibe Tt (1
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Donde c; y d;son las coordenadas de las ubicaciones de los cores y los deltas los ceros y los polos de

la funcién racional g(z) = % respectivamente.
—dq)..(z—dm

Los autores determinan de forma empirica que lejos de las vecindades de los puntos singulares la
orientacion tiende a un valor constante denotado por 6,,. A partir de la expresion anterior el campo de
orientacion se estima de acuerdo a la siguiente expresion:

6(z) = (arg(p(2)))modrn . (2)

Una mejora del modelo Zero-Pole fue introducida por Vizcaya y Gerhardt [32], utilizando un
modelo de aproximacion lineal a trozos alrededor de los puntos singulares para ajustar la influencia de
los ceros y los polos:

0(z) =0, + % [z Jar arg(z — zgx) — Z Jer arg(z — ch)] : )

Donde gak Y gck, 10s términos de correccion del modelo alrededor de los deltas y los cores son
modelados como una serie de funciones lineales a pedazos. Un trabajo similar es el presentado por
Zhou y Gu [18] donde proponen modelar los términos ggy Y gk @ través de polinomios complejos de
hasta orden 6. Huckemann et al. [15] proponen un modelo unificado, basado en diferenciales
cuadraticos, donde el Zero-Pole y sus generalizaciones pueden ser obtenidos como casos particulares.

Los modelos mostrados basados en los puntos singulares dependen de que la posicién y el tipo de
los puntos singulares haya sido previamente determinada. Esta es su principal limitacion, y los hace
poco Utiles en aplicaciones que requieran alto grado de automatizacion, por ejemplo, la extraccién
automatica de minucias. Otra desventaja que presentan que carecen de poder discriminativo, puesto que
el campo estimado para dos impresiones con puntos singulares ubicados en la misma posicion es
idéntico, asi como su incapacidad para representar el campo de orientacion de impresiones sin puntos
singulares. Sin embargo, estos modelos, pueden resultar muy Utiles para el desarrollo de sistemas
interactivos donde usuarios entrenados puedan suministrar la informacion requerida por el modelo para
realizar la estimacion.

Estimaciéndel CO

(Etiquetado)
Métodos locales Modelos globales
(Etiquetado no contextual) _ (Etiguetado en presencia de contexto)
eficiencia ! l
Dominio espacial eficiencia | Modelos deterministicos
eficacia Dominio espectral
eficacia | Modelos probabilisticos
eficiencia eficacia

Fig. 4. Taxonomia propuesta de los métodos de estimacion y reconstruccion del campo de orientacion.

Los modelos basados in interpolacion, o aproximacion de funciones introducen la informacién
contextual a partir de las restricciones impuestas, debido a que no necesitan la interaccion con el
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usuario, son mas adecuado para las tareas que precisan estimacion automatica del campo de orientacion.
Al estudio de este tipo de modelos se dedicaré la siguiente seccion.

2.1.1 Aproximacidn de funciones por bases ortogonales [30]

El problema de modelar el Campo de Orientacidn puede ser planteado de la siguiente manera: Dados
los datos de entrada, es decir una estimacion inicial del campo de orientacion que representan el campo
de orientacion de la impresion; encontrar la funcion f que mejor modele dichos datos. Esta funcion
debe tener ciertas caracteristicas deseables (i.e continuidad, suavidad, etc.), con esto se logra la
reduccién del ruido presente en la estimacion inicial, conservandose (en cierta medida) las
caracteristicas topologicas del patron de crestas de la impresion.

Si se consideran las funciones reales f definidas en un espacio R provisto de una medida, u tal que
U(R) < oo. Todas las la funciones se suponen medibles y definidas en casi todo R.

Definicién 1. Una funcién f se llama de cuadrado integrable en R cuando la integral existe (i.e es
finita).

[ reodu. @)

El conjunto de todas las funciones de cuadrado integrable en R se designa con L?(R,u) o,
simplemente L2,
Sean f, g € L?, se tiene:
1) f-g € L?, se desprende directamente de la desigualdad |f(x)g(x)| < %[fz(x) + g% (x)].
2) f+ge€L? como[f(x)+g(x)]? < f2(x)+2|f(x) + g(x)| + g?(x), y cada una de las
funciones en el miembro derecho de la desigualdad es de cuadrado integrable.
3) a €R,f € L?entonces af € L?, en efecto [[af (x)]%du = a? [ f2(x)du < oo.

Se define el producto escalar en L2como:

(.90 = [ Fe0gCdn. (5)

Esta claro que se cumplen todas las condiciones de la definicion de un producto escalar:
1) (f,9)=(.f)

2) {fi+f29)={fug)+{f29)

3) (af,9)=alf.g9)

4) (f,fy>0sif+0

Definicion 2. Se llama espacio L? al espacio euclideo, cuyos elementos son las clases de funciones
equivalentes de cuadrado integrable, en el que las operaciones de adicion y multiplicacidn por escalares
se definen de la manera habitual y el producto escalar mediante: (f, g) = [ f(x)g(x)du

En lo adelante se consideraran las funciones de L? definidas en un conjunto medible R con medida u
tal que u(R) < oo.

Definicion 3. Un conjunto de funciones ¢4 (x), ..., ¢,(x) se dice es linealmente independiente si
Yricipi=0=2>¢=0vi=1,..,n

Definicion 4. Dos funciones f(x), g(x) € L?, se dicen ortogonales si y solo si:
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(f.g) = Jf(x)g(x)du =0. (6)

A todo conjunto de funciones {¢,} tal que: (¢;, ;) = 0,Vi # j se le llama conjunto ortogonal. Si
ademas se cumple que (@;, ¢;) =1, se dice que {@x} es un conjunto ortonormal. Por ejemplo las
funciones trigonométricas son un conjunto ortonormal en [—m, r]; y los polinomios de Legendre lo son
en el intervalo [—1,1].

Si L? contiene un conjunto finito completo de funciones linealmente independientes, entonces L? =
M{p,}, es isomorfo a un espacio Euclidiano n-dimensional. En ese caso se dice que L%es n-
dimensional. En otro caso se dice que L?es de dimension infinita.

Sea ey, ey, ..., e, Una base ortonormal en un espacio Euclidiano R™, entonces todo vector x € R™
puede ser escrito de la forma:

- (7)
X = 2 Crér -

k=1

Con

Ckx = (x, ek) . (8)

Definicion 5. Sea f € L?, los nimeros ¢, = (f, e;) se llaman coeficientes de Fourier de f relativos
al conjunto ortonormal {¢,} y la serie Y., cxex, que puede o no converger, se llama serie de Fourier
de f relativa al conjunto ortonormal {¢,}.

Lema 1. Los coeficientes de Fourier minimizan la distancia en el sentido de la norma L?entre f y la
suma S, = Y p=q @k Px- Demostracion en [30].

Definicion 6. Un conjunto ortonormal se dice es cerrado si cumple la identidad de Parseval, es decir:

I =) . ©

k

Teorema 1. En L? todo conjunto ortonormal completo es cerrado, y viceversa. Demostracion en
[30].

Teorema 2 (Teorema de Riesz-Fisher). Sea {¢,} un conjunto arbitrario en L? y los escalares
€1, -e) Cyy -y tales que la serie Y.cZ converge. Entonces existe una funcion £ € L? tal que ¢, = (f, @x) Y
Sz = (f,f) = |If]|>. Demostracion en [30].

Se puede suponer que se parte de la extraccion inicial del campo de orientacion ® (muchos autores
[3, 7, 19] utilizan el método local basado en gradientes [15] para realizar la estimacion inicial del campo
de orientacion de la imagen). La orientacion extraida esté en el rango [0, [, para evitar los problemas
de la periodicidad de la orientacion, asi como de las discontinuidades que pudieran aparecer en los
extremos del intervalo, se propone trabajar con el campo de orientacion correspondiente al doble de los
angulos originales, es decir 20 [3, 7, 15, 19].

Si se considera el campo vectorial V,g = (v, vs) = (cos(26),sin(28)), ambas componentes se
pueden considerar como funciones reales de varias variables. Es conocido que f puede ser representada
su serie de Fourier, en general:

i (10)
F0) = ).

i=0
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En la préctica es necesario truncar esta serie por lo que se expresaria como:

o)

F0) = ) api) +e.

i=0

(11)

Donde k es el orden de la expansion, {¢;} el conjunto de funciones base, c, los coeficientes de
Fourier de f respecto a la base {¢;} y € cierto error. Sabemos por el Lema 1 que los coeficientes de
Fourier minimizan la distancia en el sentido de la norma L2entre f y lasuma S,, = Y™, a;¢;.

No es practico calcular los coeficientes de Fourier de acuerdo a la formula:c; = (f, ¢;). Por tanto los
métodos que se exponen en este trabajo se enfocan tanto en la seleccion de la base ¢; como en la
estimacion por métodos numéricos de los coeficientes.

2.2 Estimacion y reconstruccion del campo de orientacion

La calidad de las imagenes de las impresiones dactilares juega un papel fundamental en la estimacion
de campo de orientacién. Como se ha observado, la presencia de ruido o areas de mala calidad, llevan a
una estimacion inicial incorrecta y crea la necesidad de introducir informacion adicional para corregir
los campos obtenidos. De acuerdo a como se distribuyen las areas de mala calidad en una impresion se
pueden distinguir dos problemas distintos: la estimacion y la reconstruccion del campo de orientacion
Fig. 5.

En lo adelante se entenderd por estimacion del campo de orientacion al proceso de obtener la
orientacion real para cada bloque a partir de la correccion de un campo inicial ruidoso y completo. Este
es el caso de las imagenes que se encuentran afectadas por ruido en su totalidad o de las impresiones
latentes encontradas en escenas del crimen. Por otra parte, se entendera como reconstruccion al proceso
de la obtencién del campo de orientacién para areas de la impresion sobre las que no se tiene
informacién o la informacion presente es tan poco fiable que se asume como ruido y se elimina. La
reconstruccién de la orientacion es especialmente importante al lidiar con impresiones parciales y tiene
una aplicacidn directa en la reconstruccidn de las crestas como se verad mas adelante.
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Fig. 5. a) Imagen de una impresion con areas para las que no se tiene informacion. b) Campo de orientacion
estimado para las areas que contienen informacion confiable. ¢) Campo de orientacion reconstruido en las areas
sobre las que no se tiene informacion.

Para realizar la estimacion es necesario partir de un campo de orientacion completo, el caso de la
reconstruccion se esta ante un problema con datos faltantes. En ambos casos los métodos locales son de
poca utilidad cuando la imagen no brinda informacion fidedigna, es necesario aplicar modelos que
permitan inferir el patrén de crestas en estas areas.
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Cuando se intenta resolver el problema de reconstruir las orientaciones faltantes en areas extensas de
una impresion los métodos probabilisticos presentan problemas, al lidiar con datos faltantes. Esto se
debe a que trabajan con una vecindad explicita y esta pudiera no existir en el escenario descrito. Esto
los hace brindar soluciones pobres para el problema de reconstruccién. Por otra parte, los métodos
basados en interpolacién introducen la informacion contextual a partir de las propias restricciones del
modelo, por tanto, esto los hace mas adecuados para reconstruir grandes areas de una impresioén a partir
de informacion parcial Fig. 6.

En el caso de las impresiones latentes, generalmente no se dispone de orientaciones fiables, o no
existen medios para determinar cuales orientaciones son fiables y cuales no. En este escenario no es
recomendable el uso de los métodos de interpolacion. El enfoque que parece méas propicio es el de
corregir las orientaciones de tal forma que se minimice una cierta funcion de energia. Esta forma de
codificar la informacion contextual la proporciona la estimacion MAP-MRF. Es por esto que para la
estimacion automatica del campo de orientacién en huellas, es recomendable el empleo de métodos
basados en modelos probabilisticos.

3
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Fig. 6. a) Imagen de una impresién a la que se le elimino artificialmente una parte. b) Campo de orientacion
reconstruido utilizando un método probabilistico de diccionarios [25]. ¢) Campo de orientacion reconstruido
utilizando un método de interpolacion basado en la base de Legendre [7].

2.3 Métodos de mejoramiento del campo de orientacion basados en interpolacion

2.3.1 FOMFE

Uno de los modelos mas importantes y citados en la literatura es el propuesto por Wang et al. [3]
Fingerprint Orientation Model Based on 2D Fourier Expansion (FOMFE). En este trabajo se plantea
que debido a la forma que tienen las impresiones es natural conformar @ = {¢,} utilizando un conjunto
de funciones seno y coseno [3] para representar f en su serie de Fourier. Por tanto para una funcion
bivariada en una porcion del plano real A = {(x,y) € R?, -l < x < l,—h < y < h}, su serie de Fourier
tiene la siguiente forma [4]:

k k k (12)
F) = ap(uy) +e@y) = Y ) lmvxnwy, ) + £(x,7) .
i=1 m=0n=0

Donde m,n € N,v = %,

s .
w = —, son las frecuencias fundamentales, y:
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O (mvx, nwy, Bmn) (13)
= Amnl@mn cos(mvx) cos(nwy) + b, sin(mvx) cos(nwy)
+ Cpn cos(mvx) sin(nwy) + d,y,, sin(mvx) sin(nwy)]

1/4,m=n=0
Amn =41/, (m>0n=0)V(m=0,n>0)
1, (@M>0)A(Mn>0)

Como se puede deducir de la expresion anterior, cada pardmetro Bmn = {@mn» Pmn Cmn> Amn} €St4
compuesto por los cuatro parametros de Fourier g deben ser estimados.
Expresado matricialmente puede verse como:

V. = P(x)B.Q"(y), (14)
Vs = P(X)BSQT(y) .

Donde V. = {cos(Vog(x,¥))} Y Vi = {sin(V,9(x,y))} son los pardmetros de entrada, B.y Bs
matrices que contienen los coeficientes de Fourier y P(x) y Q(y) corresponden a los puntos
coordenados en el retrato de fase [3]. De esta forma el problema especifico a resolver por el método
FOMFE es estimar las matrices de coeficientes B,y B, que generen el retrato de fase (i.e campo
vectorial), que mejor ajuste los datos originales. Para resolverlo este puede ser planteado como un
problema clasico de minimos cuadrados:

ming ||Aa — b||?

iEd

Fig. 7. Resultado de estimar el campo de orientaciéon con un método local (izquierda) y con FOMFE (derecha)
para imagenes con distintos grados de calidad. a) Imagen de buena calidad. b) Imagen levemente afectada por
ruido. ¢) Imagen de mala calidad, afectada fuertemente por el ruido.

En el caso de FOMFE, la matriz de disefio A puede ser construida a partir de las (2k + 1)2
funciones base como muestran los autores en [3]. Una de las ventajas que tiene este método para su
implementacion, en términos de eficiencia, es que la matriz de disefio A solo depende de las
coordenadas del plano que se tomen para realizar la evaluacion. Esto quiere decir que para iméagenes de
iguales dimensiones, A no varia, por lo que puede ser pre-calculada ahorrando con esto tiempo de
cémputo.
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El vector de observaciones b se obtiene de los datos y se le aplica un peso, por ejemplo para estimar
V., se construye de la siguiente forma:b = {w(x;y;)  v.(x;,y;)} donde w(x;y;) € {0,1}, en
dependencia si el punto (x;, y;), pertenece al fondo o al area ocupada por la impresion dactilar. De esta
forma se evita que el ruido presente en el fondo, influya de forma negativa en la estimacion.

Existen diferentes técnicas para resolver el problema de minimos cuadrados, los autores proponen la
factorizacion QR de la matriz A. Esto es valido debido a que A es de rango completo para la mayoria de
casos a los que se enfrenta el método [5].

p’

a) b) c) d)

Fig. 8. Efecto del orden de la expansion. a) Imagen Original. b) Campo estimado con un método local. ¢) Campo
estimado con el método FOMFE de orden 2. d) Campo estimado con el método FOMFE de orden 6. Nétese que la
deteccion correcta del punto singular se ve afectada para cuando el orden es bajo (en rojo la posicién estimada y
en azul la posicién real del punto singular).

Uno de los principales problemas a los que se enfrenta este método, y en general todos los métodos
de interpolacion, esta en cdmo escoger el factor k que determina el orden de la expansién polinomial. A
medida que k disminuye se logra una aproximacion mas suave del patron de crestas de la impresion, sin
embargo el método tiende fallar en las areas de alta curvatura, como las presentes alrededor de los
puntos singulares. Por otra parte, si se aumenta el orden de la expansion, si bien se logra una
aproximacién mas cercana a la realidad, se tiende a modelar el ruido que se queria eliminar en primer
lugar Fig. 8.

Como hemos observado los autores proponen un modelo para la estimacion del campo de
orientacion de impresiones dactilares, que no depende de la posicién de los puntos singulares.
Adicionalmente en su trabajo se propone extender el uso del modelo para estimar la posicion de dichos
puntos. Otra aplicacion propuesta para FOMFE es la indexacion de las impresiones a partir de los
coeficientes del sistema. Como principal limitacion del modelo esta el hecho de que es imposible
detectar automaticamente el orden de expansion polinomial que devuelva el mejor resultado para
determinada impresién o determinada estimacion inicial.

2.3.2 Modelacion del campo de orientacién utilizando bases de polinomios de legendre

Ram et al. [7] proponen el uso de otra base, en este caso los polinomios de Legendre (nombrados asi en
honor del matemético francés Andrien-Marie Legendre (1752-1883)). Los polinomios de Legendre son
las soluciones de la ecuacion diferencial de Legendre y pueden ser obtenidos a partir de la formula de
Rodrigues [5]:

o (15)
2t g L0~ DI

Pn(x) =

Sea {@,}n=1, €l conjunto de los polinomios de Legendre, la propiedad de ortogonalidad puede ser
expresada como (¢, $.n) = 0,Vm # n, es bien conocido que:

L 26 (16)

(On, Om) = f
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Donde, 6,,, es la funcion delta de Kronecker: &8,,, = 0 & n =m por lo tanto es claro que el
sistema {¢, }n=1, €s ortogonal en [—1,1]. De hecho, una derivacion alternativa de los polinomios de
Legendre se obtiene llevando a cabo el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt en el conjunto
{1,x,x2, ...} con respecto a un producto interno.

La férmula de Rodrigues no proporciona una forma préctica para calcular los polinomios de
Legendre, sin embargo, los autores proponen de un método iterativo, que mejora considerablemente la
velocidad de cdmputo. Partiendo del hecho de que ¢@o(x) =1y ¢, (x) = x:

2n+1 n (17)
Pn+1 = n—prn - n—_|_1<Pn—1 .

Otra ventaja de que tienen los polinomios de Legendre que los convierte en una opcién atractiva a la
hora de escoger la base polinomial con la que se va a trabajar; es que resulta relativamente simple
generalizar a dimensiones superiores. En el caso particular de las estimacion del campo de orientacion,
se busca una base capaz de generar funciones bivariadas con valores reales. Esta base puede ser
obtenida a partir de los polinomios univariados de Legendre de la siguiente forma [6]:

Oam (%, Y) = Onm ()P (V) - (18)

Pudiera pensarse que una base mas simple como la de los monomios ® = {1, x,y, xy, ..., x" ky*}
pudiera ser mas adecuada para el problema que se intenta resolver; debido a que en términos
computacionales los polinomios de Legendre son mas costosos para calcular y evaluar. EI problema de
este enfoque se encuentra en la falta de estabilidad de las soluciones. Utilizar la base de los monomios
Ileva a la aparicion de sistemas de ecuaciones mal condicionados, esto quiere decir que la solucion de
los mismos es altamente sensible a perturbaciones, tanto en los datos como en la matriz de disefio. Una
forma de resolver este problema es el uso de bases formadas por polinomios ortogonales, que como ya
hemos observado es una propiedad que cumple la base de polinomios de Legendre.

Los polinomios trigonométricos propuestos por Wang et al. [3] también cumplen la propiedad de
ser ortogonales. La aproximacion por serie de Fourier resuelve el problema del nimero de condicion de
la matriz de disefio, su desventaja esta en el elevado costo computacional que requiere evaluar las
funciones trigonométricas. Por otra parte, los polinomios de Legendre pueden calcular a partir de
férmulas recursivas [6] lo que los hace bastante mas eficientes desde el punto de vista computacional.
Los autores muestran en la Tabla 1. que el método propuesto requiere una menor cantidad de
parametros a ser estimado, lo que constituye otra ventaja significativa sobre FOMFE.

Tabla 1. Cantidad de parametros a estimar en FOMFE y Legendre en dependencia del orden de expansion.

Orden 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Legendre 12 20 30 42 56 72 90 110 132
FOMFE 50 98 162 242 338 450 578 722 882

En general se tiene: f(x,y) zZ}‘:Oaj ¢j(x,y) donde @ = [¢y,...¢p,] €s un vector fila que
contiene al conjunto de las funciones base y x = (x, y). Si se define la matriz del sistema como:

<<D(x1)> <¢1(X1) ¢n(X1)> (19)
V= : = : :
D (x;) G1(x) o Pn(x)

y los vectores a = [ay, ...,a,]Ty f = [f(xl),...,f(xj)]T, como los vectores de parametros y de

observaciones respectivamente. Los autores proponen el uso del método de minimos cuadrados para
modelar los datos. Debido que a que todas las regiones de la imagen no aportan la misma cantidad de
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informacidn, se utiliza una méscara de segmentacion para excluir el fondo [7]. De acuerdo a lo anterior
se puede plantear la solucion en el sentido minimo cuadratico como:

: (20)
F = Z w;[®(x;)a” — £ ()]
=1

Como el nimero de ecuaciones es mucho mayor que el de funciones bases (incognitas), se propone
el uso de la técnica de pseudoinversa para estimar la solucion [8, 9]. Si se define W como una matriz
diagonal que contenga los pesos asignados para cada coordenada; el vector a puede ser obtenido como:

a=VTWy)y " WwTwf. (21)

En el caso concreto de interpolar el campo de orientacion, es necesario estimar los coeficientes para
V. y V;, correspondientes al coseno y al seno del doble del angulo. Si denotamos por f. y f; a los
vectores que contienen a las observaciones registradas en 1, y V; respectivamente, el campo de
orientacion regularizado O puede calcularse como:

a=WVTwn)"WWTwf,,
b=VTwv)y"lvTwfy,, (22)
~ 1 ®(x;)a’
O(xj) = Earctanm.

Al igual que en el método FOMFE, los valores de los pesos contenidos en la matriz W se obtienen
de la segmentacion de la impresion, donde w = 1 si pertenece a la region ocupada por la impresion
dactilar y w = 0 si pertenece al fondo. Es importante recalcar que los valores de x = (x,y) deben ser
normalizados al rango de [—1,1] pues este es en el que los polinomios de Legendre cumplen la
propiedad de ortogonalidad.

Si bien la solucidon obtenida es dptima en el sentido minimo cuadratico, los autores plantean que para
evaluar la fidelidad del nuevo campo de orientacion obtenido, debe realizarse una comparacion directa
de los valores de orientacion originales. Los vectores obtenidos a partir de los parametros estimados no
necesariamente generan las orientaciones cercanas a la realidad.

Para realizar esta comparacion y estimar cuan parecido es el nuevo campo de orientacidn obtenido,
se adoptd el método propuesto por Rao y Jain en [12] y modificado por Ford y Strickland en [13]. El
método propone minimizar la siguiente medida de fidelidad entre dos campos de orientacion:

o(x 2 (23)
man w; [sin | arctan—=—
o

Como todos los métodos de interpolacion, el problema de escoger el grado de la expansion, también
estd presente en este método. De nuevo se tiene que un orden polinomial bajo da como resultado una
aproximacién méas suave pero muy imprecisa en regiones cercanas a los puntos singulares y uno méas
elevado logra una representacién mas fiel pero modela el ruido que se quiere suavizar.

Para intentar resolver el problema anteriormente mencionado los autores proponen un método en dos
etapas. En la primera de las mismas se utiliza el método de la pseudoinversa para obtener una primera
aproximacion de los datos con un orden polinomial predeterminado.

La segunda etapa consiste en minimizar la funcion de costo en la expresion anterior para ello se
propone el uso del algoritmo LMA (Levenberg-Marquard-algorithm) [10, 11]. LMA es una técnica
iterativa que encuentra minimos locales para funciones multivariadas que estén expresadas como la
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suma de cuadrados de varias funciones reales no lineales. Si la solucidn inicial esté localizada lejos del
minimo local, el algoritmo tiene una lenta, pero garantizada convergencia, sin embargo si la solucion
inicial se encuentra relativamente ceca del minimo local, la convergencia es extremadamente rapida. En
su trabajo los autores muestran que solo con cinco iteraciones de LMA se logra una mejora substancial
de campo de orientacion [7].
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Fig. 9. Se muestra los campos de orientacion estimados para una impresién aplicando distintos métodos: a)
Imagen Original b) Método Local basado en gradientes, c) FOMFE, d) Método Propuesto. EI método basado en la
expansion polinomial en la base de Legendre da mejores resultados, lo que Ileva a una mejor localizacién de los
puntos singulares.

Si bien, este método presenta semejanzas importantes con FOMFE, presenta tres beneficios
sustanciales que no se deben pasar por alto:

- Ventajas en términos de eficiencia de los polinomios de Legendre sobre las funciones
trigonometricas.

- Como resultado de la estrategia de optimizacion empleada por los autores, se logra una mayor
fidelidad y regularizacién del campo de orientacién, especialmente en las vecindades de los
puntos singulares.

- Posee la habilidad de representar el campo de orientacion de una impresion dactilar con un
namero significativamente menor de parametros.

2.3.3 DCT

Liu et al. [19] proponen el uso de la transformada discreta del coseno (DCT) para modelar el patron de
crestas de las impresiones. La DCT representa una sefial como una combinacion lineal de funciones
coseno oscilando a diferentes frecuencias. Esta es una variante de la transformada discretea de Fourier,
que reemplaza el analisis complejo por numeros reales, a través de una extensién simétrica de la sefial
[19]. La DCT es apropiada para la representacion de comportamientos tanto suaves como periédicos
[20].

Sea 0={1<m<P,1<n<Q}, las funciones base de la DCT en las frecuencias (u,v) se
calculan como:

_ GG, (2m+ 1)u7r) Cn+ Dvr (24)
(puv_\/P_QCOS( P cos( 20 ) .

0<m<P-1,0<n<Q-1
O<u<U-1 0sv<sV-1
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c { 1, sij=0 )
P = =Uu,v
J \/7, otro caso J

Los valores de U,V representan el orden de la expansion de la DCT, los autores se consideran U =
V = M. Los vectores bases de la DCT son generados por la evaluacion de las funciones base en los
puntos coordenados del campo de orientacion. La representacion de una funcién bidimensional en la
base DCT se es la siguiente:

M-1N-1
fm,n) = Z Z Ay Pupy(Mmn) + € = Pa+e€. (25)
u=0 v=0

Donde ® = [@q0, Po1, > Pm—1.m-1] €S €l vector que contiene a la coleccién de las M? funciones
base y a = [ago, Ap1, ---» Ay—1,m—1], POT tanto los coeficientes contenidos en a, pueden ser calculados
resolviendo el problema de minimos cuadrados: min||f — ®af|.

o

Los autores no especifican que estrategias utilizan para encontrar la solucidn, pero se pueden aplicar,
estrategias similares a las propuestas para los métodos anteriores. En nuestra implementacion del
método se utilizo6 la factorizacién QR.

a) b)

Fig. 10. Resultado de aplicar filtrado complejo sobre una imagen, los valores de respuesta mas altos corresponden
a la localizacion de los puntos singulares.

Como en los casos anteriores, orden de la expansion polinomial que se escoge es un problema. Para

intentar resolverlo, los autores proponen combinar la expansién de orden bajo con la de orden alto
asignando pesos a cada de la siguiente forma:

f(m,n) = fi(m,n) + w(im,n)fp(m,n) . (26)

Donde f;(m,n) y f,(m,n) representan la orientacion del bloque (m,n) modelada con orden bajo y
elevado respectivamente, y w(m, n) es el peso asignado a f;, (im, n) en dicho bloque. La idea es que el
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valor de w(m,n) sea bajo en casi toda la impresion dactilar, salvo en las areas cercanas a los puntos
singulares. El problema de estimar los puntos singulares es complejo y depende en gran medida de la
estimacion correcta del campo de orientacion. Para sobreponerse esta dificultad los autores proponen el
método de “Filtrado Complejo” del campo de orientacion [21].

El método de estimacion a partir de la DCT es muy similar a FOMFE, y es superado por Legendre
en términos computacionales, debido a ventajas intrinsecas de la base de Legendre sobre las bases
trigonométricas. Sin embargo, el enfoque propuesto, se revela efectivo debido a que aprovecha las
ventajas, tanto de la expansion polinomial de alto orden como de bajo orden.

2.4 Aplicacién en la reconstruccion de las crestas de una impresion dactilar

En muchos escenarios practicos debido a problemas en el enrolamiento la las impresiones registradas
pueden ser incompletas. Resulta de interés reconstruir las crestas de las impresiones en las areas que
sobre las que no se tiene informacion. Un paso fundamental para lograrlo es la correcta reconstruccion
del campo de orientacion. Es importarte aclarar que extraer minucias es imposible en las &reas
reconstruidas, las crestas reconstruidas se pueden utilizar como un rasgo extendido para el cotejo de
impresiones.

Una idea que ha intrigado a los investigadores es si pudiera reconstruirse la imagen de una impresién
dactilar a partir de un patron de minucias previamente almacenado. En esta direccién Ross et al. [37]
presenta un método que utiliza tripletas de minucias para reconstruir el campo de orientacion y a partir
de este el patrén de crestas de una impresion.

Feng y Jain [38] consideran representar la imagen de una impresiéon como como una imagen de fase,
la cual consiste en una fase continua y una fase espiral (correspondiente a las minucias); los autores
proponen un algoritmo para reconstruir la fase continua a partir de las minucias. Una etapa importante
de este método es la reconstruccion del campo de orientacién de la impresion dactilar, partiendo
Unicamente de la posicion y las orientaciones almacenadas para cada minucia.

El algoritmo propuesto es relativamente simple: a cada bloque se le asigna una orientacion que se
calcula utilizando la minucia mas cercana en cada uno de los 8 sectores (ver Fig. 11.). Se trabaja con el
valor del duplo de las orientaciones «; para hacerlas equivalentes a a;, + m. Luego las componentes
seno y coseno para cada una de las minucias seleccionadas se suman de acuerdo a:

K (27)

u= cos(Ray) wy
% (28)
28

v= sin(a,) wy .

Donde w;, es una funcion de peso, los autores proponen el reciproco de la distancia euclidiana entre
el centro del blogue y la minucia correspondiente. La orientacion del blogue se calcula: ®©(m,n) =

1
—atan (Z)
2 u

B
w

Iﬁlmp.i

.G‘;m

n

e Yooy

q
g Ya

Fig. 11. Las minucias utilizadas para estimar la orientacion del punto central estdn denotadas por los
cuadrados de color sélido.
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Cappelli et al. [39], propone una solucién al mismo problema utilizando prototipos para cada tipo de
minucia y filtrado de Gabor de forma iterativa para extenderlos y generar una imagen sintética de las
impresion original Fig. 12.

Sin embargo, las minucias utilizadas en estos métodos solo proporcionan el conocimiento de la
posicion y la orientacion de estas sobre la imagen de la impresion. Es natural preguntarse si se pudieran
lograr resultados similares utilizando orientaciones correctas sobre las crestas de impresion, no
necesariamente minucias.

Fig. 12. Ejemplo del funcionamiento del método propuesto por Cappelli et al, en cada iteracion se expanden los
prototipos correspondientes a cada minucia hasta recrear una imagen del patrén de crestas de la impresién
original.

Fig. 13. Reconstruccién del campo de orientacion a partir unas pocas orientaciones correctas marcadas de forma
manual sobre la imagen.

Explorando esta idea fue propuesto por nuestro equipo un algoritmo que combina los métodos
anteriores presentados. Para reconstruir el campo de orientacion de una impresion completa a partir de
unas pocas orientaciones marcadas de forma manual, se empela el algoritmo presentado por Feng y Jain
[38], debido a la baja complejidad computacional y de implementacion que presenta Fig. 13. En una
segunda etapa, a partir del campo de orientacién reconstruido se utiliza una técnica como la descrita por
Cappelli et al [39] para reconstruir las crestas de la impresion para &reas de las que no habia
informacién disponible. Esta segunda etapa se realiza aplicando filtrado de Gabor de forma iterativa.
Este método es capaz de reconstruir de forma realista las crestas de una Fig. 14.
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Fig. 14. Resultado de aplicar de filtrado de Gabor forma iterativa sobre la imagen binarizada de una impresion.

3  Conclusiones

Como conclusiones de este trabajo se puede sefialar la importancia que tiene la estimacion correcta del
campo de orientacion de una impresion dactilar. Es conocido que para los casos de impresiones con
mala calidad o con éreas dafiadas, realizar la extraccion directamente de la imagen da como resultado
un campo de orientacion impreciso y fuertemente afectado por el ruido. Por estas razones los modelos
para realizar la rectificacién del campo de orientacion adquieren una importancia vital para la
extraccion de las caracteristicas, tanto globales como locales de la impresion.

El enfoque principal de este trabajo han sido los modelos deterministas, especificamente, los basados
en aproximacion de funciones. Estos métodos tienen como ventajas principales sobre los modelos
basados en puntos singulares, el hecho de que no necesitan informacién suministrada por el usuario,
mas alla de la que se puede extraer de forma automatica de imagen de la impresion, ademas de que son
mas eficientes desde el punto de vista computacional.

Se presentd ademas, la diferencia entre los problemas de estimacién y reconstruccion del campo de
orientacion. Se mostré la ventaja de utilizar los modelos deterministas basados en interpolacién
polinomial para reconstruir las orientaciones en campos iniciales incompletos.

Como principal desventaja se ha observado que se establece un compromiso entre utilizar un orden
polinomial bajo y uno elevado. Con un orden bajo se logra una mayor cancelacion de ruido, pero se
tiende a suavizar demasiado las areas de alta curvatura i.e puntos singulares. Por otra parte, un orden
polinomial alto, garantiza una mayor fidelidad de la estimacion a los datos originales, especialmente en
vecindades de las singularidades, pero se enfrenta al problema del sobre ajuste de los datos, es decir se
tiende a modelar el ruido que se queria cancelar en un principio, otros problemas esta en que se eleva la
cantidad de parametros a estimar. De los tres métodos estudiados a profundidad, dos proponen
estrategias para lidiar con el problema de escoger el orden de la expansién polinomial 6ptimo.

Como trabajo futuro se propone el desarrollo de un modelo general de estimacion y reconstruccion
del campo de orientacion, que pueda incorporar el conocimiento previo acerca de una impresion dada.
Algunas ideas referentes a métodos de este tipo se han planteado en trabajos de que utilizan modelos de
regularizaciéon y optimizacion multi-objetivo [42] que extienden y mejoran los resultados del método
por optimizacién minimos cuadrados. Asi como el estudio de métodos que permitan estimar el valor de
Optimo de la expansién polinomial para un caso particular.
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