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Resumen. En el trabajo se expone un conjunto de criterios de agrupamiento para la estructuracion
de un conjunto de objetos descritos en términos de datos mezclados e incompletos, en los cuales el
ndmero de agrupamientos no es predeterminado. Sobre la base de estas conceptualizaciones se
establecen las relaciones conjuntuales entre cada uno de estos agrupamientos. Ademas, se exponen
los algoritmos para obtener tales estructuraciones y se hace un andlisis de las modificaciones que se
producen en las estructuraciones cuando se efectian diferentes cambios en los datos y se muestran
los procedimientos para obtener los nuevos agrupamientos sin necesidad de recalcular desde el
inicio la nueva estructuracion.

Palabras clave: clasificacion no supervisada, reconocimiento l6gico combinatorio de patrones.

Abstract. In this work, several clustering criteria for structuring a mixed and incomplete dataset are
presented. In these clustering criteria the number of clusters to be built is not specified a priori as a
parameter. Over this conceptualization of clustering, the relations on clusters built by the different
clustering criteria are enunciated. Additionally, the algorithms for structuring a dataset through the
clustering criteria are presented. The analysis of changes in the clusters built by the clustering
criteria when different types of changes in the dataset occur is performed. Based on this analysis,
algorithms to build the new clusters, without re-computing the clusters from the beginning, are
introduced.

Keywords: unsupervised classification, logical combinatorial pattern recognition.

1 Introduccion

Uno de los problemas fundamentales en el Reconocimiento de Patrones es la clasificacion no
supervisada (sin entrenamiento) y esto obedece entre otras cosas a que esta problemética ha estado
presente desde el inicio en practicamente todas las areas del conocimiento. Baste mencionar las
investigaciones taxondmicas en la Biologia, la Psicologia, las Geociencias, las Ciencias Sociales y la
Mercadotecnia, entre muchas otras. Es por otro lado, una de las bases fundamentales en la cada vez mas
necesaria linea de trabajos en Descubrimiento de Conocimiento y Mineria de Datos. En todos ellos esta
presente el problema de la clasificacion no supervisada. Este problema consiste, en esencia, en hallar la
estructura interna de un conjunto de descripciones de objetos en su espacio de representacion. Esta
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estructura interna depende, en una primera instancia, de la seleccién del propio espacio de
representacion y de la forma en que los objetos se comparen, es decir, del concepto de similaridad
(semejanza) que se utilice y de la forma en que éste se emplee, lo que equivale a decir, que la estructura
interna de un conjunto de datos depende del criterio de agrupamiento que se aplique.

De dicha estructuracion, en términos generales se pudiera decir que:

a.- se sabe o se desea que se realice en un nimero dado de agrupaciones;
b.- se desconoce en cuéntas agrupaciones se estructurard el conjunto de objetos una vez definidos
el espacio de representacion, los conceptos de similaridad y el criterio de agrupamiento.

Consecuentemente, los algoritmos de agrupamiento de objetos pueden tipificarse en dos grandes
familias:

e algoritmos de agrupamiento libre, cuando el nimero de agrupamientos a obtener es

desconocido; y

e algoritmos de agrupamiento restringido, cuando se exige que el universo sea estructurado en

un nimero dado de agrupamientos.

Es importante resaltar que, en ambos casos, existen paradigmas de la estructuracion de universos,
que abordan esos problemas desde una dptica particular. Asi podemos mencionar los paradigmas:

e del conjunto cociente,
e del solapamiento,
de estructuracion difusa,
de estructuracion conceptual.

En todos estos casos estd presente también la problematica de los datos mezclados e incompletos y
las funciones de similaridad (que no tienen que ser ni el opuesto ni el inverso de una funcion distancia,
e incluso pudieran no ser funciones simétricas) y en todos ellos en la actualidad se cuenta con
algoritmos que permiten resolver, y se han resuelto, problemas en diferentes areas del conocimiento
bajo las circunstancias mencionadas.

El paradigma del conjunto cociente consiste en la formacién de una particion del conjunto de
descripciones de los objetos bajo el presupuesto de que los mismos seran conjuntos en el sentido de la
Teoria Clasica de Conjuntos. En otras palabras, de lo que se trata es de hallar el conjunto cociente del
espacio de representacion dado. Esto presupone que los agrupamientos seran disjuntos. Aqui las
propiedades que caracterizan a un agrupamiento (cluster en inglés, cimulo, agrupacion) dado,
contradicen las propiedades que caracterizan a cualquier otro de los restantes agrupamientos obtenidos.
Esto es, son propiedades exclusivas.

El paradigma del solapamiento permite que los agrupamientos tengan elementos comunes, es decir,
se trata de hallar un cubrimiento del conjunto de descripciones de objetos dado por subconjuntos
(también en el sentido cl&sico) no necesariamente disjuntos. Las propiedades que caracterizan a un
agrupamiento dado pudieran ser satisfechas por otros objetos de los agrupamientos restantes. Esto es,
son propiedades inclusivas.

El paradigma de estructuracion difusa consiste en que las agrupaciones son subconjuntos difusos
del universo en cuestion. En este caso, las estructuraciones pueden ser cubrimientos o particiones
difusas. Las propiedades que caracterizan a los diferentes agrupamientos son satisfechas por todos los
objetos en un cierto grado, como es caracteristico en la Teoria de Subconjuntos Difusos.

El paradigma de estructuracion conceptual consiste en hallar la determinacion intencional de las
agrupaciones gue conformaran la estructuracion, es decir, dar las propiedades que cumplen los objetos
que pertenecen a cada uno de los agrupamientos. Estas estructuraciones pueden estar constituidas por
conjuntos duros o difusos formando particiones o cubrimientos.

En todos estos paradigmas hay factores comunes. Uno de ellos, esencial para la solucién del
problema de clasificacion no supervisada, es la seleccién del criterio de agrupamiento.

La seleccion de un criterio de agrupamiento (que méas adelante se define con precision) puede
realizarse de maneras diferentes:
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o se llega al criterio de agrupamiento mediante la modelacion matematica del problemay por
la misma via se llega al paradigma de realizacién de la estructuracion del conjunto de
objetos;

e se supone el paradigma, es decir, se impone, y se condiciona el criterio de agrupamiento de
modo tal que resulte una estructuracién acorde con el paradigma seleccionado.

El estudio de todos estos paradigmas se puede realizar bajo dos opticas que aunque muy
relacionadas poseen diferencias, en apariencia sutiles, que aqui se consideran de suma importancia para
los analisis posteriores. Se trata de lo que pudiera denominarse un enfoque clasificatorio y un enfoque
conjuntual.

En el enfoque clasificatorio se tiene un universo de objetos y se necesita agruparlos de modo tal que
los objetos del mismo agrupamiento se parezcan mas entre si que con objetos de otros agrupamientos.

En el enfoque conjuntual se tiene un universo de objetos y se necesita agruparlos de modo tal que
los objetos que estén en el mismo agrupamiento cumplan (en un cierto grado) la propiedad que
caracteriza al agrupamiento (como conjunto en su determinacion intencional).

Como vya se ha referido de alguna manera, el objetivo fundamental del problema de clasificacion no
supervisada es el de conocer la estructura interna de una poblacion de objetos dada. Esa poblacion
pudiera ser, por ejemplo, una clase de objetos en un problema de clasificacion supervisada o
parcialmente supervisada. El interés en lograr esa estructuracion puede ser porque se desea
posteriormente clasificar nuevos objetos ya que la poblacién a la que se esta haciendo referencia no es
todo el universo de objetos de un problema en cuestion. El interés puede ser, por ejemplo, la necesidad
de analizar los datos con fines de depuracion, de seleccionar la mejor representacion de la clase en
cuestion, entre otros.

Asi, se puede afirmar que las causas intrinsecas de la agrupacion responden a la similitud en el
enfoque clasificatorio, al cumplimiento de una propiedad en el enfoque conjuntual.

Un concepto que sigue siendo tema de discusion es justamente el de algoritmo de agrupamiento
(clustering). Hay muchas conceptualizaciones pero definiciones formales con un nivel general de
aceptacion no se han adoptado. En [Ruiz-Shulcloper and Montellano-Ballesteros (1995)] se introducen
los siguientes conceptos:

Sea U un universo de objetos, McU, 7 una funcién de semejanza definida sobre U, y S, un umbral
de semejanza.

Como criterio de agrupamiento duro 7K{M,7,;f5,) sobre @=(U,I) entenderemos un conjunto de
predicados con parametros M, Iy fo tal que:
a) Genera una familia ={NUy,...,NU} de subconjuntos de M (agrupamientos duros, clusters en inglés)
que cumplen:

i) VNUe r [NU=J],

i) JNU =M,

NUOT
k
iii) =INUr, NU; ..., NU; ez[NU:c | JNU; ]

t=1
k# T

b) Define una relacion R,cMxMx g (M) (donde ¢ (M) es el conjunto potencia de M) que cumple:

iv) VO;,0;eM[ANUe r3ScM [0;,0;eNU<=(0;,0;,S)eR]).

Cada NU;, elemento de la familia 7 se denomina nucleo.

La relacion Ry es, en si, la representacién matematica de los predicados de 77, y por ello R,z genera
a la familia z en el mismo sentido que una relacion de equivalencia genera una particién, es decir, no
define cuando un objeto O; pertenece a un agrupamiento (cluster), sino que nos dice cudndo dos objetos
Oi y Oj pertenecen a un mismo nucleo (agrupamiento).
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Los argumentos de R;; son tales que la razon por la cual dos objetos pertenecen 0 no a un mismo
agrupamiento puede depender del comportamiento global de las semejanzas entre otros objetos ademas
del comportamiento de la semejanza entre ellos mismos. Ese conjunto de otros objetos es S, y por esto,
R,z determina de acuerdo a:

e el comportamiento entre las semejanzas de los objetos de ScM entre si,

e lasemejanza entre O;y O;,

¢ vy las semejanzas de éstos con los elementos de S,
cuando O; y O; pertenecen a un mismo agrupamiento o no.

Como se puede constatar, dependiendo del criterio de agrupamiento, la funcién de semejanza I”
utilizada y la existencia de otros objetos, es lo que determina cuando un objeto pertenece a un
agrupamiento o porqué dos objetos pertenecen a un mismo agrupamiento. De esta manera se puede
apreciar que la seleccién del criterio de agrupamiento a usar es crucial en la calidad de la solucion del
problema de clasificacion no supervisada.

Con todo esto se observa que la definicién del criterio de agrupamiento debe estar basada en el
conocimiento que se tenga al respecto del problema en concreto que se esta tratando, para poder definir
asi el tipo de comportamiento entre los objetos a partir de sus semejanzas, que resulte significativo,
segun el problema en particular.

Notese que, al seleccionar algun criterio de agrupamiento, dado un conjunto de objetos y la funcion
de semejanza, se ha definido indirectamente, la familia de agrupamientos, es decir, la estructura del
universo ha sido conformada. En otras palabras, cada criterio de agrupamiento impone una
estructuracion sobre el conjunto que se pretende estructurar.

El planteamiento formal de la estructuracion de universos, de la clasificacion no supervisada,
consiste en encontrar un criterio de agrupamiento que responda a los intereses del problema en cuestion.

2 Criterios de agrupamientos libres con datos mezclados e incompletos

Sea M={04,...,0On}cU, U un universo de objetos descritos en términos de un conjunto de rasgos
R={x,...,xn} donde el rasgo xi:U—>M; xi(O)eM;, el conjunto de valores admisibles del rasgo xi,
i=1,...,n. Se considerard Mix... XMy, el producto cartesiano de los conjuntos de valores admisibles de los
rasgos de R. Para cada rasgo x; (i=1,...,n), se asocia un criterio de comparacion Ci: MixM——L,. Para
cualquier par de descripciones (subdescripciones) de objetos de U, se define una funcion de semejanza

I7 U (M x.xM; )2 —L, donde L es un conjunto totalmente ordenado; T={Xx IR, p=1;
TcR

i o X |
M X X..XM, el producto Cartesiano de sus respectivos conjuntos de valores admisibles.
P

A partir de M y 7"se puede construir una matriz que refleje las relaciones de semejanza entre todos
los objetos sujetos a estudio. Esta matriz se denomina matriz de similaridad y serd denotada como:

MS= “F(O' ’Oj )mem
MS es simétrica si lo es la funcién de semejanza. Por comodidad asumiremos en lo sucesivo que la
funcion de semejanza es simétrica.
Sea foel, un umbral de semejanza. Diremos que dos objetos O;,O; son fo-semejantes si y solo si
170i,05)=>%0. Analogamente, un objeto O; es fo-ailsado si y sélo si VO#0ieM 7{0;,0))</ .
La magnitud foel, es un parametro que puede ser dado por expertos del area de la aplicacion o
calculado, por ejemplo de alguna de las siguientes maneras:

a) = — _1)2 Zr(o,,o ),

i=l j=i+l
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b) fo= max l{_ min {I'(0;,0;)}},
..M 1 j=i+l..,m

it ]
¢) fo= min { max {I'(0;,0))}}.
|7:é1] ----- m 1 j=i+l..m

En todo caso, este parametro debe reflejar la realidad que se pretende modelar, estando en
concordancia con el modelo del especialista del area con el que se realiza la solucion del problema en
cuestion.

Dada una matriz de similaridad y un umbral de semejanza f, se puede construir un grafo no
dirigido de fo-similaridad G, =(M, A, ), cuyos vertices son los elementos de My las aristas son los

elementos del conjunto A, ={(0i,0y)/ 1(0;,0y)=Iij=fo}. Entonces, siguiendo la definicion de criterio de

agrupamiento, podemos definir un conjunto de proposiciones que generen una familia de subgrafos de
Gy, los cuales pueden ser interpretados como agrupamientos de M. A continuacion enunciamos

algunos ejemplos de criterios de agrupamiento siguiendo este enfoque.

Se dird que CcM, C=J es una componente f-conexa si y solo si:
a) vOi0;eC30,,..., Oiq eC[0=0; A O= Oiq AVpe{l,...,q-1}( in ,Oip+1 )=/l

b) VOieM[(O;eC, I10,05)=50)=0ieC],
c¢) Todo elemento fp-aislado es una componente fo-conexa (degenerada).

La condicion a) significa que para cualquier par de elementos de C existe una sucesion de elementos
en C, que empieza en O; y termina en O; tales que cada uno es fp-semejante al siguiente; b) significa
gue no existe fuera de C un elemento fF-semejante a un elemento de C. También lo denominaremos
nacleo So-conexo.

Se dird que BcM, B#JJes una componente f-compacta si y solo si:
a)VO;eM[OieBA( (r)na&( {770i,0)}=110i,0))>f0 v (r)na&( {I10;,09}=110;,01)>/)]=0jeB,

b) VOi0;eB3 0, ,..., O, € B[Oi=0; AO= 0, AVped{l,..,g-1}
[g@,\)ﬂ( {710, .0)}= 17O, ,O;  )2foV max {10, ,.00}= I1G; . O, )2fll,

Ot#0j, Ot#0ip,q

¢) Todo elemento fp-aislado constituye una componente S-compacta (degenerada).

La condicién a) dice que todo elemento de B tiene en B al elemento que mas se le parece que es fo-
semejante con él y que no existe fuera de B un elemento cuyo elemento mas parecido que sea fo-
semejante esté en B; la condicién b) significa que para cualquier par de elementos O; y O; de B existe
una sucesion de elementos en B, que empieza en O; y termina en O; tales que cada uno es el elemento
que mas se le parece y que es fo-semejante al siguiente o que el siguiente es el que mas se le parece y
que es So-semejante al anterior. Esta condicion garantiza ademés que el conjunto B es de cardinalidad
minima. También lo denominaremos nucleo S-compacto.

Se dice que B (una componente f-compacta) es una componente So-homogénea si y solo si:
v0;,0;eB 170:,0))>/.
Por definicion todo elemento fo-aislado es S-homogéneo.

Se dice que FcM, F=J es una componente fo-fuertemente compacta si y solo si:
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a) VO;eM[OieFA gwe}wx {710;,0)}=110,0))>fo]=0jeF.

0=0;

b) 30ieF vO;eF30, ... O, €F [0=0, AO=0, /\Vp<q[ér|‘?/lx {110, .0)}= 110, .0, )=All-

|p+1
0#0;,
c) No existe F’ que cumpla a) y b) tal que FF’.
d) Todo elemento So-aislado constituye una componente fo- fuertemente compacta (degenerada).

La condicion a) expresa que todo elemento de F tiene en F al elemento que mas se le parece que es
LSo-semejante con él. La condicion b) significa que en F existe un elemento tal que para cualquier otro
que pertenezca a F existe una sucesion de elementos de F tales que uno es el mas parecido fo-
semejante al siguiente y por ultimo la condicién c) dice que F es el més grande que cumple las
condiciones a) y b).

Un conjunto ScM, S = es un conjunto So-completo maximal si y sélo si:

a) V0;,0jeS 170i,0)>/.

b) VOieM [(VOjeS 710;,05)>f) =0ieS].

¢) Todo elemento fp-aislado constituye un conjunto So-completo maximal (degenerado).

La condicién a) dice que para cualquier par de elementos de S que se tomen, éstos deben ser fo-
semejantes y la condicidn b) dice que S debe ser el conjunto méas grande que cumple la condicion a).

No es dificil verificar que las estructuraciones de un universo en componentes So-fuertemente
compactas y conjuntos So-completos maximales forman cubrimientos.

Dado un grafo de fo-similaridad G, =(U, A; ). Por P(Gg ) se denotara el conjunto de todos los
caminos en G, . peP(Gy, ) entre los objetos O y O” se denotara por p(0,0’). Analogamente, un grafo
de fo-maxima similaridad Gz™ =(U, A5™), es un grafo dirigido cuyos nodos estan en U y

Az ={(0i0) max{r(0;,0,)} = I 2o}

t
0,#0;

Este grafo tiene asociado un grafo no dirigido, que se denotara Gz™ , el cual se obtiene de Gy~

desestimando la orientacion de las aristas. Se denotara por DP(G;™ )y por P(Gz™) al conjunto de

todos los caminos en Gg™ y en G5, respectivamente. En los grafos dirigidos, se denotaran por o(p) y

t(p) los nodos inicial y terminal de un camino p, respectivamente. Estos nodos pueden identificar un
camino o un camino dirigido en los correspondientes grafos. Se asumira que el conjunto de caminos en
ambos casos es finito.

A partir de la formulacion anterior podemos definir las siguientes relaciones sobre el universo de
objetos U:

R:={(0,0) eUxU|O=0"v3p(0,0")eP(G,, )},

RZ:{(O.O’) EUXUlOZO’VHp(O'O’) e p( Gg:]ax )}'
Rs={(0,0") €UXUI0=0"v3p,p’ €DP(GJ™) [(0(p)=OAl(p)=0")A(0(p")=0"At(p")=O)]}.

No es dificil verificar que todas son relaciones de equivalencia y por ende, cada una genera sobre U
una particion. Esas clases de equivalencias de las respectivas relaciones antes descritas se denominan
componentes fo-conexas, componentes fo-compactas y componentes So-fuertemente conexas.

Por comodidad en las notaciones se escribira (0;,0;) eR=OiRO;. Por [0]; se denotara la clase de

equivalencia generada por la relacién R, y U/R; denotara al conjunto cociente de U por dicha relacion,
t=1,2,3.
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Dichas clases de equivalencia son conjuntos maximales para la inclusion. Esto se expresa mediante
la condicion de maximalidad que se traduce a:

Dada una relacion de equivalencia R sobre U y McU tal que V0;,0;e M(OiRO;j), entonces existe una
clase de equivalencia CeU/R, inducida por R, tal que McC.

La posibilidad de contar con mas de un criterio de agrupamiento da lugar a la pregunta: ¢(Qué
relaciones conjuntuales existen entre estos criterios de agrupamientos?

3  Relaciones conjuntuales entre estructuraciones libres

Sea PcM, se define Dp y Tp cOmo sigue:

Dp={O0ieM | max {710,0)}=710.0)>fk; O<P},
Jﬂ

Tp={OieM| max {710;,0)}=/10:.0)2/%; O<P}.

0j#0;

Dr representa al conjunto de los elementos de M que son los mas parecidos y f-semejantes a los
objetos que pertenecen a P y Tp contiene a aquellos elementos cuyos objetos méas parecidos fo-
semejantes pertenecen a P.

Lema.- Sea C una componente f-conexa en M, PcC entonces se tiene que DpcC y TpcC.

Demostracion.- La demostracion es inmediata a partir de la definicion de componente f-conexa ya
que en Dp estan los elementos que son los més parecidos y fo-semejantes a OcPcC; y sabemos que si
un elemento es fo-semejante a otro que estd en la componente fo-conexa, €l también esta en la
componente fSo-conexa por lo que DecC. Por otro lado en Tp estan los elementos que tienen como
elementos mas parecidos f-semejantes a OePcC también por definicién tenemos que estos elementos
estan en la componente fy-conexa por 1o que TecC. B

Proposicidn.- En toda componente f-conexa existe al menos un subconjunto S-compacto.

Demostracion.- Sea C una componente f-conexa, construyamos un conjunto f-compacto en C.

Si C es degenerada la demostracion es inmediata. En otro caso sea O1€C, recursivamente se tiene lo
siguiente; Po={O1} calcular D, y T, y formar P1=Pou D, UT, (P.=C por el lema anterior). Puede

suceder que Po=Pi1; en cuyo caso calcular Dy y T, 'y formar Po=P10 D, UT, (P2cC por el lema
anterior). Nuevamente puede suceder P1=P; y se debe calcular D, y T, . Como C es finita, en algun
momento sucedera que Ps1=Ps y el conjunto asi construido es un conjunto S-compacto. i

Proposicidn.- Toda componente So-conexa es la unidn finita de conjuntos f-compactos.

Demostracion.- Sea C una componente fo-conexa, por la proposicion anterior podemos construir un
conjunto S-compacto en C. Si C es degenerada la demostracion es inmediata. En otro caso denotese
como B(Oi) al conjunto f-compacto generado a partir de Oi. Puede suceder que B(O;)=B(0O;) para
Oi=0;, lo que significa que O; y O; generan el mismo conjunto f-compacto ademas como | C| <0,
entonces se puede afirmar que el nimero de conjuntos fo-compactos generados a partir de cada
elemento de C es finito. Por el modo que se construyeron los conjuntos fo-compactos se concluye que

C= U B(O;), es decir, que toda componente f-conexa es la union finita de conjuntos So-compactos. B
oec
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Proposicion.- Si B es un conjunto f-compacto. Entonces VO;eB B\{O;} no es un conjunto fo-
compacto.

Demostracion.- Es evidente a partir de la condicion b) de minimalidad de la definicion de fo-
compacto. m

Proposicion.- Si B es un conjunto fo-compacto en M, entonces B no necesariamente es una
componente fo-conexa de M.
Demostracion.- Es inmediata la demostracion ya que de la definicion de f-compacidad lo que
garantiza es la existencia en B dado O; de un O; tal que rgwah% {770i,0)}=710;,0))>f0 y no se garantiza
0+#0j

que otros elementos, digase Oq tal que 7{0;,0¢)>fo—=0qcB. B

Corolario.- Una condicion necesaria y suficiente para que una componente f-conexa C sea un
conjunto So-compacto B es que exista OeC tal que B(O)=C.
La demostracion es inmediata.

Proposicion.- En toda componente f-conexa existe al menos un conjunto So-fuertemente compacto.

Demostracion.- Sea C una componente fp-conexa, construyamos un conjunto fuertemente /-
compacto en C.

Si C es degenerada la demostracion es inmediata. En otro caso sea O:eC, tomemos Py={O1},
calcular Dy, 'y formar P1=Pou Dy, (P1c=C por el lema anterior). Puede suceder que PoP1, en este caso

se calcula Dy, y se forma P.=P1u Dy, (PcC por el lema anterior). Como C es finito en algin momento

se tendré que P,=P... Hagase Fo=Pr.1.
Ahora se calcula Qo=T, y se forma Ro=Qo\Fo, puede suceder que Re= entonces se toma OteRo.

Hagase P, ={O} y apliquese el mismo proceso que para O: hasta tener P/ =P/,, s6lo que ahora
R' =R U( Dy, \Fo) (R;=C por el lema anterior). Se forma Fi=FoU P/, y se calcula Q1=Ty . Sea

R1=Q1\F1. Nuevamente puede suceder que Ri=d, entonces se repite el mismo procedimiento. Como C
es finito en algin momento se tendra que Rs=C y entonces el conjunto Fs es un conjunto So-fuertemente
compacto ya que para cualquier elemento de él, éste tiene al (o0 los) elemento(s) méas parecido(s) fo-
semejante(s) y ademas existe un elemento OieRs.1 (U OiePy si Qo= ) tal que:

VOjeFs130, .., 0 €Fs1 [0, =0, O, =0; A Vp<q [max {710, .0)}=1(0, .0, )2/ll,

0#0j

y por construccion Fs; es maximal. B

Proposicion.- Toda componente fo-conexa es la union finita de conjuntos po-fuertemente
compactos.

Demostracion.- Sea C una componente f-conexa, por la proposicion anterior se puede construir un
conjunto fuertemente So-compacto en C. Si C es degenerada la demostracion es inmediata. En otro caso
se denota como F(O;) al conjunto So-fuertemente compacto generado a partir de Oi. Puede suceder que
F(0i)=F(0O;) Oi=0; lo que significa que O; y O; generan el mismo conjunto fo-fuertemente compacto.
Ademas, como |C|<co, entonces se puede afirmar que el nimero de conjuntos So-fuertemente compactos
generados a partir de cada elemento de C es finito, y por el modo en que se construyeron los conjuntos
fuertemente fy-compactos se puede concluir que C= UF(Oi), es decir, que toda componente [o-

0,eC
conexa es la union finita de conjuntos fF-fuertemente compactos. |

Lema.- Sea B un conjunto f-compacto, PcB, sean Dr y Tp cOmMo antes, entonces se tiene que DecB
Yy TpcB.
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Demostracion.- Es inmediata a partir de la definicidon de conjunto S-compacto, ya que en Dp estan
los elementos que son los méas parecidos fo-semejantes a OePcB y por definicion, éstos estan en B, por
lo tanto DpcB. Por otra parte, en Tp estan los elementos que tienen como elementos mas parecidos fo-
semejantes a los OePcB, también por definicion se tiene que estos elementos estan en B, por lo tanto
TecB. 1

Proposicion.- En todo conjunto fo-compacto existe al menos un subconjunto So-fuertemente
compacto.

Demostracion.- Sea B un conjunto fy-compacto. Se construira un conjunto f-fuertemente compacto
en B.

Si B es degenerado la demostracion es inmediata. En otro caso sea Oi1€B. Tomese Po={01},
calclilese Dy y formese P1=Pou Dy (P.=C por el lema anterior). Puede suceder que Po=P1. En este

caso se calcula Dy y se forma P=P1u D, (P.cB por el lema anterior). Como B es finito en algin
momento se tendra que Pr=Pr.. Hagase Fo=Pr.1. Ahora se calculara Qo=T, Yy se formara Ro=Qo\Fo.
Puede suceder que Ri#J, entonces se toma OteRo, se hace P, ={O:} y se aplica el mismo proceso que
para O: hasta tener P/ =P/, solo que ahora B’ =P/;( Dy \Fo) (P, B por el lema anterior). Férmese
Fi=FoU P/, y calctlese Qi=Ty, . Se toma Ri=Q:1\F1 y nuevamente puede suceder que Ri#J, entonces se

repite el mismo procedimiento. Como B es finito, en algiin momento se tendra que Rs= y entonces el
conjunto Fs es un conjunto f-fuertemente compacto, ya que para cualquier elemento de él, éste tiene al
(o los) elemento(s) méas parecido(s) fo-semejante(s) y ademas existe un elemento OieRs.1 (U OiePy, Si
Qo=9) tal que:
V0jeFs130, ..., 0; eFs1 [0, =0i, O, =0j A Vp<q [max {710, .0)}=/10; ,0, )2/l
0+£0j

y por construccion Fs1 es maximal. m

Proposicién.- Todo conjunto fo-compacto es la unién finita de conjuntos fo-fuertemente compactos.

Demostracion.- Sea B un conjunto f-compacto. En la proposicion anterior se da el proceso para
construir un conjunto fo-fuertemente compacto F en un conjunto fo-compacto a partir de un elemento
OieB.

Si B es degenerado la demostracion es inmediata. En otro caso, sea F(O;) el conjunto fo-fuertemente
compacto generado a partir de O;. Se puede aplicar este proceso para cada elemento de B. Puede ocurrir
que F(0i)=F(O;) para O=0;, lo que significa que O; y O; generan el mismo conjunto So-fuertemente
compacto. Ademas, como |C|<oo, entonces se puede afirmar que el nimero de conjuntos So-fuertemente
compactos generados a partir de cada elemento de B es finito, y por el modo que se construyeron los

conjuntos fuertemente f-compactos se tiene que B=§J F(O;,), es decir, que un conjunto f-compacto
,€B

es la union finita de conjuntos f-fuertemente compactos. |

Proposicidn.- En toda componente S-conexa existe al menos un conjunto So-completo maximal.

Demostracion.- Sea C una componente f-conexa, construyamos un conjunto fS-completo maximal
en C.

Si C es degenerada la demostracion es inmediata. En otro caso sea O1eC, entonces por la definicién
de componente So-conexa existe O,eC 0,#0; tal que 7{01,02)>/%. Pueden suceder dos casos:

1) {O41,02} es un conjunto Fo-completo maximal.

2) {041,02} no es un conjunto F-completo maximal.
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Para el primer caso, se ha encontrado un conjunto f-completo maximal. En el segundo caso, como
el conjunto no lo es, entonces existe O;eC, 03201, 0320, tal que 7{02,03)=>Fo y 7{01,03)>5. Ahora
nuevamente pueden suceder dos casos:

1) {04,0,,03} s un conjunto So-completo maximal.

2) {01,02,03} no es un conjunto So-completo maximal.

Como C es finita en algin momento se termina el proceso y se habra encontrado un conjunto fSo-
completo maximal. B

Proposicion.- Toda componente fF-conexa es la unién finita de conjuntos fo-completos maximales.

Demostracion.- Sea C una componente f-conexa, en la proposicidn anterior se da el proceso para
construir un conjunto fo-completo maximal en una componente fSo-conexa a partir de un elemento
OieC.

Si C es degenerada la demostracion es inmediata. En otro caso sea S(O1) el conjunto fSy-completo
maximal generado por el procedimiento anterior a partir de O;. El proceso anterior puede aplicarse a
partir de cualquier OeC, entonces se puede dar el caso de que S(0i)=S(O;) para Oi=0;, es decir, que dos
objetos diferentes generen el mismo conjunto So-completo maximal y ademas como C es finito
podemos afirmar que el nimero de conjuntos f-completos maximales es finito, y por construccion se
tiene que C= US(Oi), es decir, que toda componente f-conexa es la unién finita de conjuntos fo-

G EecC
completos maximales. &

Las proposiciones anteriores asumen que los conjuntos a estructurar son finitos, que en términos
practicos no es una restriccion fuerte. Sin embargo, en [Martinez-Trinidad, et al. (2000)] se encuentran
demostraciones de estos mismos resultados donde la hipétesis de la finitud de los conjuntos se obvia,
por lo que la demostracién es méas general. La que a continuacién se expone, no tiene la restriccion
antes mencionada.

Proposicion.- Toda componente f-compacta se puede particionar en componentes fSo-fuertemente
conexas.

Demostracion.- Sea OeB y ~=[O]y , es decir, la componente So-compacta generada por O. Se

probaré que para cualquier
O’€[O]g,, [O']g, <[Olg, (*).

Probando esta relacion, se ve facilmente que en el conjunto {[O']; |0’€[O]g } existe un Unico
subconjunto que satisface la definicion de particion.

Es claro que [0']z, #J Yy que existe un camino p(O’,0) eP(@(ﬁx). Por lo que se pueden dar dos
casos: [0']z, ={O’} 6 [O']g, tiene mas de un elemento. En el primer caso la condicion (*) se cumple de
inmediato. En el segundo caso, existe O”e[0']z, tal que O”=0O’. Entonces, por la definicion de la
relacion Rs, para dos objetos cualesquiera de [0']z, existen caminos p(O”,07), p’(O*,0”)eDe(G5™)
que unen dichos objetos de modo tal que o(p)=0”’, t(p)=0" y o(p’)=0’, t(p’)=0"". No es dificil probar
que también ambos caminos p(0”,0’), p’(0*,0”")eP(G4™ ). Por lo que existe un camino p(0”,0)eP(

G5 ™), lo cual implica que O” € [Olg, , luego se cumple la condicion (+). m
Corolario.- Toda componente fo-conexa C se puede particionar en componentes fo-fuertemente
conexas.

Puesto que la estructura de un universo esta conformada por los agrupamientos encontrados al
aplicar un criterio de agrupamiento, entonces se tienen diferentes maneras de estructurar a los objetos y
obviamente cada criterio dard una estructuracion diferente, pero si se hace uso de las proposiciones
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demostradas anteriormente se puede verificar que agrupamientos formados por un criterio 77 resultan
ser unién de agrupamientos formados por otro criterio /7 lo cual da la posibilidad de hallar una
estructuracion més fina del universo y establecer comparaciones del cumplimiento o no de propiedades
diferentes entre los objetos. Asi por ejemplo, las estructuraciones en componentes So-conexas, So-
compactas y So-fuertemente conexas forman un refinamiento de particiones. Una propiedad que se
cumple de manera laxa en una componente conexa se cumple con mas exigencia en una componente
compacta y mas aun en una fuertemente conexa, lo que permite profundizar el anlisis del universo de
estudio.

De igual manera, por ejemplo, una estructuracion en componentes So-conexas pudiera refinarse
mediante cubrimientos con una estructuracion en componentes So-fuertemente compactas. En este caso
el refinamiento no se hace con particiones pero en ciertas aplicaciones es lo que corresponde pues las
propiedades que se estudian son compartidas en diferentes agrupamientos.

Estos ultimos resultados [Martinez-Trinidad, et al. (2000); Martinez-Trinidad and Guzman-Arenas
(2001); Martinez-Trinidad (1995); Montellano-Ballesteros (1994); Ruiz-Shulcloper and Montellano-
Ballesteros (1995)] como deciamos, tienen importancia practica ya que permiten realizar diferentes
agrupamientos de objetos conociendo el nivel de exigencia con el cual se forman dichos grupos. Esos
resultados, sometidos a andlisis, por ejemplo, en el contexto de un modelo ge6logo-geofisico con vistas
a la determinacién de perspectividad de cualquier materia prima mineral, arroja informacion valiosa
para los objetivos mencionados [Gomez-Herrera, et al. (1994)].

4 Algoritmos para la obtencion de estructuraciones libres

En la literatura existen varios algoritmos que permiten la determinacion de todas las componentes fo-
conexas, fo-compactas y fo-fuertemente conexas. Sin embargo, en los algoritmos que a continuacion se
exponen hay un elemento novedoso: las caracteristicas peculiares de los grafos de fo-similaridad y
méaxima fSo-similaridad.

A continuacién se exponen resultados que permiten caracterizar las componentes fSo-fuertemente
conexas de un grafo de méxima fo-similaridad, G, .

Para hacer mas claro el resultado se expondra un ejemplo sencillo. Sea O1,0,,0:eM objetos que
forman un ciclo en el grafo de méxima similaridad asociado a M. Sin pérdida de generalidad se puede
asumir que ese ciclo es 01,0,,05,0:. Esto significa que 7{01,03)<7/{01,0,); I7(0,,01)</{0,03);
1705,02)<7705,01); pero si 7" es una funcion simétrica (lo que aqui se asume), entonces
]—(01,02)S1—(02,03)S1—(03,01); y ademas ]—(01,03)S1—(O3,02)S1—(02,01). Esto significa que 01,03,0,,0,
es también un ciclo, y por ello se cumple que 7{01,02)=7{0,,03)=1{03,01).

Proposicion.- Para cualquier ciclo Oiu""oiq en Gg.lax, Oic| 'Oiq,l’---'oil es también un ciclo en
max
G,
Demostracion.- Por ser O, ,...,0; un cicloen G;¥, se tiene que:
Vvp=1,...,9-1 las aristas (in .0, ,). (G, 0,)e AR,

lo que implica que:
170, ,0, )<I10, , 0, )<.. .SI"(Oiq ,0,), y en particular /70, , O, )SROiq ,0,)-

Como (O, ,0, )e Ay se tiene que gng&({r(oit ,0,)}=1(0;,0,) por lo que se concluye que:
0#0;
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I70;, 0, )2/( G, O, ) y por tanto /70; , 0, )=/{ 0,0, ):
Consecuentemente, /{0, , O, )=1(0, ,0, )=...=IT Oiq , 0, ). Ademas,
vp=1,...0-1 max{r (0, ,0,)}=1(0; .0, )=I(0, ,.0,).
0,70,

por lo que la arista (0, ,,0; )e A} . m

Corolario.- Sea N una componente So-fuertemente conexa en G/T:X y O, O’eN tal que (0,0%)e
Ag‘oax , entonces (0’,0)e Ag‘oax .

Demostracion.- Como N es una componente [o-fuertemente conexa, entonces existen caminos
p.p’eDP(G;™) tales que o(p)=t(p")=0 y o(p’)=t(p)=0". Asi, se obtiene un ciclo en O y también en O’.
en virtud de la proposicion anterior, para todas las aristas de este ciclo la arista con orientacion inversa
pertenece a Az™, en particular (0’,0). m

Este Gltimo resultado asegura que si N es una componente So-fuertemente conexa de G;Oax, para

todos los O, O’eN tales que (0,0")e Ag“oax, entonces 7{0,0’) toma los mismos valores. A este valor

comun se le denomina nivel de similaridad de la componente So-fuertemente conexa.
Apoyandose en los resultados anteriores se pueden determinar todas las componentes fo-conexas,
So-compactas y fo-fuertemente conexas del siguiente modo:

Se denotard al conjunto de todos los objetos fo-similares a O por Ds(O).
Se denominaré predecesores directos de O en M a los elementos del conjunto:
DPredw(0)={O’eM|O’#0n g1ax{F(Ot ,0)}=r0',0)}.
oﬁg
Se denominaré predecesores de O en M a los elementos del conjunto:
Predu(0)={O’ eM[3peDP(G ;™ )[0o(p)=0"At(p)=0]}-

El conjunto DPredw(O) puede ser calculado buscando en la fila del objeto O en la matriz de
similaridad el valor maximo y tomando todos los objetos que la similaridad con O coincida con ese
valor.

En el caso del conjunto Predw(O) la idea es formar los caminos directos p tales que o(p)=0.
Analogamente, se denominara sucesores directos de O en M a los elementos del conjunto:

DSucu(0)={O’eM|O’~0A (r)na'&l({F(0,0t)} =7(0,0)}.
0#0
Se denominara sucesores de O en M a los elementos del conjunto:

Sucw(0)={0’ eM3peDP( G ™ )[0(p)=Ot(p)=0"T}.

4.1 Algoritmo para el calculo de todas las componentes fo-conexas

Para el caso de las componentes f-conexas el procedimiento es el mismo que se sigue en otros
algoritmos disefiados con este proposito. La idea es construir el grafo de So-similaridad usando para ello
la matriz de funcién de similaridad MS, y a partir de ese grafo, para cada objeto OeM, calcular la clase
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de equivalencia generada por la relacion Ry, es decir, calcular la clase de equivalencia por dicha relacion
de cada objeto. Lo que significa, para cada objeto OeM, calcular todos los objetos que son So-similares
con Oy repetir ese proceso con los nuevos elementos incorporados hasta que no exista en M elemento
alguno que sea similar a uno del conjunto que se esta construyendo, esto es, la clase de equivalencia del
objeto O. Este proceso se repite con los otros elementos de M que no estan en el conjunto construido.

4.2  Algoritmo para el calculo de todas las componentes f-compactas

Para el caso de las componentes So-compactas, 1o primero que se hace es construir el grafo de maxima
So-similaridad usando para ello la funcion de similaridad 7"y el umbral de similaridad /£, ; a partir de

ese grafo, para cada objeto OeM, calcular la clase de equivalencia generada por la relacion R, es decir,
calcular la clase de equivalencia por dicha relacién de cada objeto (la componente fy,-compacta del
objeto O).

Find M/R2(M,T, ;)
Entradas: M (Matriz de datos), /" (funcion de similaridad), £, (umbral de similaridad)

Salida: M/R.=EI conjunto de todas las componentes /3, -compactas de M.
begin
1.- Visited=;
2.- M/R,=0,;
3.- for each OeM do
4.- if OgVisited then
begin
5.- Visited=Visitedu{O}
6.- M/R=M/R2{Find[O], (M,0,Visited,l’, B}
end
end

7.- return=M/Rz;
end.

Find[O]g, (M,0,Visited,T’, 3,)
Entradas: M (Matriz de datos), O (objeto semilla), Visited (objetos ya visitados), 7" (funcion de
similaridad), £, (umbral de similaridad)

Salida: [O]g, =El conjunto de todas la componentes /3, -compacta de M construida a partir de O.
begin

1.- DPredm(0)={0};

2.- for each O’ eM do

3.-if1(0,0")= mghz({F(0,0t)}Z B, then
8§¢o
4.- DPredw(O)=DPredu(0O)u{0’};
end
5.- DSucm(0)={0};
6.- for each O’eM do
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7.-if 1(0,0")= Omg&{F(O‘ ,0,)}> B, then
0,#0'
8.- DSucm(0O)=DSucu(0O)u{0’};
end
9.- Visited=Visited {0},
10.- [O], =DPredm(0)DSucw(O)
11.- if DPredu(O)uDSucm(O)#d then
12.- for each O’ eDpredm(O)wDsucu(O) do
13.- if O’ ¢ Visited then
begin
14.- Visited=Visitedu{O’}
15.- [O]g, =[O]g, W{Find[O], (M,0",Visited.,l, 5,)};
end
end
16.- return=[O] ;

end

4.3 Algoritmo para el calculo de todas las componentes fo-fuertemente conexas

Para el caso de las componentes fo-fuertemente conexas se procede como en el caso anterior: se
construye el grafo de maxima fo-similaridad usando para ello la de similaridad 7" y el umbral de
similaridad /3, ; a partir de ese grafo, para cada objeto OeM, calcular la clase de equivalencia generada

por la relacion Rs, es decir, calcular la clase de equivalencia por dicha relacién de cada objeto (la
componente So-fuertemente conexa del objeto O).

Find M/Rs(M I, ;)
Entradas: M (Matriz de datos), 7" (funcion de similaridad), £, (umbral de similaridad)
Salida: M/Rs=El conjunto de todas las componentes /3 -fuertemente conexas de M.

begin
1.- Visited=;
2.- MIR3=U;

3.- foreach OeM do
4.- if OgVisited then
begin
5.- Visited=Visited {0},
6.- M/Rs=M/RsU{Find[O]; (M,O,MS)};
end
end

7.- return=M/R3;
end

Find[O],, (M,0,Visited,I’, ;)

Entradas: M (Matriz de datos), O (objeto semilla), Visited (objetos ya visitados), 7" (funcién de
similaridad), /4, (umbral de similaridad)
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Salida: [O]g, =El conjunto de todas la componentes B, -fuertemente conexas de M construida a

partir de O.
begin
1.- DPredm(0)={0};
2.- for each O’ eM do
3.-if 1(0,0")= ‘rjnghz({F(0,0t)}Z S, then
0 #0
4.- DPredw(O)=DPreduw(0O)u{0’};
end
5.- DSucm(0)={0};
6.- for each O’eM do
7.-if 1(0,0")= g1a'3|<{1“(0' ,0,)}> B, then
0,#0'
8.- DSucm(0)=DSucm(0) {0’}
end
9.- Visited=Visited {0},
10.- if DPredm(0)nDSucm(O)#J then
11.- for each O’ eDPredm(O)~DSucwm(O) do
12.- if O’ ¢Visited then
begin
13.- Visited=Visited{O’};
14.- [O]g, =(DPredm(O0)nDSucm(0))UFind[O];, (M,0°,MS);

end
end
15.-return=[O] ;

end

5 Meétodos de sensibilidad en el calculo de estructuraciones libres

En problemas de clasificacion no supervisada, la adicidn o eliminacion de objetos, rasgos o valores de
algln rasgo en algun objeto es frecuente en la practica. Estos cambios obedecen a diferentes factores,
como por ejemplo: errores en la recopilacion de los datos; aparicion o desaparicion de algunos objetos
de estudio, nuevos criterios para la evaluacion de los objetos de estudio, etc. Estas modificaciones en el
espacio de representacion, pueden inducir modificaciones en la forma en que se agrupan los objetos.
Por lo que la solucidn ante tales situaciones es recalcular los agrupamientos a partir del nuevo conjunto
de objetos. Esto claramente tiene un costo computacional, que en algunos casos puede ser sustancial.

Sean dados: un algoritmo de reconocimiento de patrones que depende de los parametros pu,...,ps, 10
cual se denotard A({ps,...,ps}), donde el conjunto de pardmetros puede ser vacio; un conjunto de datos
M sobre los que el algoritmo trabajard y $7 el resultado que se obtiene de la aplicacién de A({pi,...,ps})
sobre M. Es decir, A[{pa,...,ps})(M)=45.

Por Sensibilidad de R se entenderd las alteraciones que se producen en dicho conjunto, bien a partir
de modificaciones de M, manteniendo inalterable A({p,...,ps}) 0 bien manteniendo fijo M y variando
algunos de los parametros del algoritmo A. Aqui sélo se considerara el primer caso.
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Aqui se denomina Analisis de Sensibilidad [Carrasco-Ochoa and Ruiz-Shulcloper (1999); Carrasco-
Ochoa, et al. (2001)] al problema de estudiar la sensibilidad de %, con el fin de encontrar mecanismos
gue permitan obtener la nueva solucién con un costo computacional menor que el de la aplicacion del
algoritmo original, con las nuevas condiciones.

El anélisis de la sensibilidad para las componente f-conexas se resolverd utilizando arboles de
busqueda en profundidad [Aho, et al. (1988)]. Estos son utilizados para definir un orden de recorrido en
un grafo, en particular en grafos no dirigidos.

Como antes, consideraremos un conjunto de n objetos M={Os,...,On1}cU, siendo U un universo de
objetos, y una funcion de semejanza 7, que permite comparar objetos en U. Ademas, dado un Soel
consideraremos el grafo G, =(M, A; ) de So-similaridad en M.

El orden de recorrido de busqueda en profundidad (ordenBP) en G, , iniciando en O, se obtiene
con los siguientes algoritmos iniciando con actual=0:
Orden_bp
begin
1.- for each OieM (i=0,..,n-1) do marcar O; como no visitado;
2.- for each OieM (i=0,..,n-1) do if O; no ha sido visitado then bpf(i);
end
bpf(x)
Entrada: x el objeto que se esta analizando
begin
1.- marcar O, como visitado;
2.- ordenBP[x] = actual,
3.- actual = actual+1;
4.- for each OieM (i=0,..,n-1) do if (Ox,0i) € A; 'y Oi no ha sido visitado then bpf(i)

end.

El arbol se obtiene marcando como aristas de arbol aquellas que llegan a vértices no visitados y
como aristas de retroceso aquellas que van a vértices ya visitados. En la figura 1, en (a) se muestra un
grafo y en la parte (b), sus arboles de busqueda en profundidad. Las aristas de retroceso estan marcadas
con lineas punteadas.

Cada nodo tiene asociado, aparte del namero correspondiente a su nombre, un indice indicando el
orden de recorrido, y un valor denominado bajo, el cual, para las hojas del &rbol (nodos sin hijos), se
obtiene como el minimo valor entre el indice de recorrido del nodo y los indices de recorrido de los
nodos a los cuales se puede llegar con sus aristas de retroceso. Para el resto de los nodos, se obtiene
como el minimo valor entre el indice de recorrido del nodo, los indices de recorrido de los nodos a los
cuales se puede llegar con sus aristas de retroceso y los valores bajo de sus hijos.

Como se puede apreciar en la Figura 1, dado un grafo, el recorrido en profundidad generara un arbol
independiente por cada componente conexa.

Se dice que un vértice es un punto de articulacion [Grimaldi (1989)], si al eliminarlo junto con todas
las aristas que inciden en él, la componente conexa a la que pertenece se divide.
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Fig. 1. [Carrasco-Ochoa and Ruiz-Shulcloper (1999)] Un grafo con dos componentes conexas y uno de
los posibles arboles de busqueda en profundidad asociados.

Cuando un nodo es eliminado del grafo, para determinar si es un punto de articulacion, o no, se
analizan los hijos del nodo eliminado y si el valor bajo de un hijo es mayor o igual al indice de recorrido
del nodo eliminado, entonces este hijo junto con todos sus descendientes forman una nueva componente
conexa. Por el contrario, si el valor bajo de un hijo es menor que el indice de recorrido del nodo
eliminado, este hijo, junto con todos sus descendientes, permanece unido a la componente conexa
original.

En [Grimaldi (1989); Carrasco-Ochoa (2001)] se dice que un conjunto de aristas de un grafo es
Ilamado conjunto de corte, si al eliminar dichas aristas, sin eliminar ningin nodo, se incrementa el
nimero de componentes conexas, y esto no se logra con ningin subconjunto propio no vacio del
mismo.

Sea G=(V,A) un grafo no dirigido y AG uno de los posibles conjuntos de arboles de busqueda en
profundidad asociado a G; sean xi,x2eV 'y (X1,X2) €A.

Proposicion.- El conjunto de aristas {(x1,x2)} es un conjunto de corte si y solo si no existe un

conjunto de vértices {vi,V,...,vn}V, con n>1y Vi=1,...,n X1£Vi#X, tal que:
(X1,v1), (Vi,V2),...,(VaX2) €A (¥).

Demostracion.- Primero, si {(x1,X2)} es un conjunto de corte, entonces si se elimina la arista (x1,X2),
la componente se divide y los nodos xi1 ¥ X» quedan en diferentes componentes. Por lo que no hay un
camino entre ellos y como no se ha eliminado ninguna otra arista. EI dnico camino en el grafo original
era el camino directo dado por la arista (x1,x2) y por lo tanto no existe un conjunto de vértices
{v1,Va,...,Va}V, que cumpla (*).

Por otro lado, si no existe un conjunto de vértices que cumpla la condicion () entonces, el Unico
camino entre x; y X2 en G es el camino directo dado por la arista {(x1,x2)}. Ademas, {(x1,X2)} no tiene
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subconjunto propios no vacios, por lo cual {(x1,X2)} es un conjunto de corte. Luego se concluye la
validez de la proposicion. B

Proposicion.- Si el conjunto {(x1,x2)} es un conjunto de corte, entonces (x1,X2) NO es una arista de
retroceso en AG.

Demostracion.- Supongamos que {(x1,X2)} es un conjunto de corte y (X1,X2) €s una arista de retroceso
en AG, entonces sucede una de las siguientes cosas:

1) x; es descendiente de x, en AG, y entonces la rama que conduce de X, a xi contiene a los vértices
{X1,V1,V2,...,.Vn,X2} Y a las aristas (xi,v1), (V1,V2),....,(Vn,X2); ¥ COMO X2 No es hijo de xi, puesto que
(x1,X2) €s una arista de retroceso en AG, entonces n>1, con esto, por la proposicion anterior se tiene
gue {(x1,X2)} no es un conjunto de corte, lo cual es una contradiccion. (1)

2) X2 es descendiente de x; en AG, entonces la rama que conduce de xi a X» contiene a los vértices
{X2,V1,V2,...,.Vn,X1} Y a las aristas (xz,v1), (V1,V2),....,(Vn,X1); ¥ COMO X1 no es hijo de x», puesto que
(x1,X2) €s una arista de retroceso en AG, entonces n>1, con esto, por la proposicion anterior se tiene
que {(x1,X2)} no es un conjunto de corte, lo cual es una contradiccion. (2)

De (1) y (2) se concluye que (x1,X2) no es una arista de retroceso en AG. &

Proposicion.- El conjunto {(x1,x2)} es un conjunto de corte si y sélo si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

cl) x1 es hijo de x; en AG y el valor bajo de x; es mayor o igual al indice de recorrido de x,.
c2) X2 es hijo de x1 en AG y el valor bajo de x. es mayor o igual al indice de recorrido de xi.

Demostracion.- Primero, si el conjunto {(x1,x2)} es un conjunto de corte entonces, por la proposicion
anterior, (X1,X2) NO es una arista de retroceso en AG, por lo tanto se cumple alguna de las siguientes dos
condiciones:

a) X1 es hijo de x2 en AG, y como {(X1,X2)} es un conjunto de corte entonces, si se elimina la arista
(x1,X2), X2 y todos sus descendientes se separan de la componente conexa, lo cual implica que no hay
aristas de retroceso desde x, 0 cualquiera de sus descendientes, hacia ninguno de los ascendientes
de x2. Lo cual significa que el valor bajo de x; es mayor o igual al indice de recorrido de x. (1)

b) X2 es hijo de x; en AG, y como {(x1,x2)} es un conjunto de corte entonces, si se elimina la arista
(x1,X2), X1 y todos sus descendientes se separan de la componente conexa. Lo cual implica que no
hay aristas de retroceso desde xi: o cualquiera de sus descendientes, hacia ninguno de los
ascendientes de xi. Lo cual significa que el valor bajo de x. es mayor o igual al indice de recorrido
de x1. (2)

De (1) y (2) se tiene que si el conjunto {(x1,X2)} s un conjunto de corte entonces se cumple alguna
de las condiciones c1 6 c2. (3)

Por otra parte, si se cumple alguna de las condiciones c1 ¢ c2, se tiene que (analizando por separado
el caso de que se cumpla cada una):

cl) si x1 es hijo de x2 en AG, y valor bajo de x1 es mayor o igual al indice de recorrido de X2, entonces
no hay aristas de retroceso desde x», 0 cualquiera de sus descendientes, hacia ninguno de los
ascendientes de x.. Lo cual implica que la Unica arista que une al subarbol formado por x; y sus
descendientes es (X1,X2) y por lo tanto, si se eliminara, x, y todos sus descendientes se separarian de
la componente, es decir, {(x1,x2)} es un conjunto de corte. (4)

c2) si X2 es hijo de x; en AG, y valor bajo de x, es mayor o igual al indice de recorrido de x; entonces,
no hay aristas de retroceso desde x; 0 cualquiera de sus descendientes, hacia ninguno de los
ascendientes de xi, lo cual implica que la Gnica arista que une al subarbol formado por x: y sus
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descendientes es (x1,X2) y por lo tanto, si se eliminara, x; y todos sus descendientes se separarian de
la componente, es decir, {(x1,X2)} es un conjunto de corte. (5)

De (4) y (5) se tiene que si se cumple ¢l 6 c2 entonces {(x1,X2)} €s un conjunto de corte. (6)
Finalmente de (3) y (6) se concluye la validez de la proposicién. m

Todas estas proposiciones, en particular la ultima, se han formulado con el fin de tener un criterio
simple para decidir si una arista cualquiera forma por si sola un conjunto de corte, lo cual es necesario
para el método que se propondré a continuacion.

5.1 Sensibilidad en el calculo de las componentes S-conexas

Si se elimina un objeto O que estd en la componente f-conexa Nj, solo es necesario recalcular las
componentes fo-conexas con los objetos restantes de N;. Cuando se inserta un nuevo objeto O, se
realiza la union de las componentes fo-conexas a las que pertenezcan aquellos objetos que son fo-
semejantes con O.

Esta estrategia, aunque parece natural, es eficiente solamente para el caso de agregar objetos, porque
en el caso de eliminacion su complejidad es el cuadrado del nimero de elementos de la componente fSo-
conexa considerada, y si este numero es una fraccion considerable de n, el nimero de objetos
originalmente agrupados, la complejidad sigue siendo de orden n? Por esto es necesario buscar un
método alternativo que sea mas eficiente.

La idea del algoritmo es encontrar procedimientos para reorganizar los arboles de busqueda en
profundidad cuando se eliminan o agregan objetos (hodos). Los procedimientos propuestos son los
siguientes:

Cuando un nodo es eliminado, si dicho nodo constituia una componente fo-conexa degenerada,
entonces simplemente se elimina dicha componente. Si el nodo eliminado es un nodo hoja en AG,
solamente se elimina dicho nodo junto con todas sus aristas. En otro caso se procede de la siguiente
manera:

If el nodo eliminado es un nodo raiz
then
Cada uno de sus hijos con sus descendientes forman un nuevo arbol de budsqueda en
profundidad (componente f-conexa); se ajustan los indices de recorrido y los valores bajo
else
for each hijo del nodo eliminado,
if valor bajo del hijo > indice de recorrido del nodo eliminado
then (no hay conexion entre este hijo o sus descendientes con los ascendientes del nodo
eliminado)
Este hijo junto con todos sus descendientes forman un nuevo arbol de budsqueda en
profundidad (componente f-conexa); se ajustan los indices de recorrido y los valores
bajo
else (si hay conexidn entre este hijo o sus descendientes con los ascendientes del nodo
eliminado)
Aplicar el procedimiento de reorganizacion a partir de este hijo.
Ajustar los indices de recorrido y los valores bajo del arbol original.

El procedimiento de reorganizacion a partir de un nodo t es el siguiente:
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1.- Buscar la arista de retroceso, desde t o de alguno de sus descendientes, cuyo par de nodos («,f)
cumplan las siguientes condiciones:
c=max{indices de recorrido de los ascendientes del padre de t posteriores a t’ que pueden ser
alcanzados por t o alguno de sus descendientes} (este conjunto no es vacio pues este
procedimiento sélo se aplica cuando hay conexién entre t o sus descendientes con los
ascendientes del padre de t)
S=min{indices de recorrido de t y de sus descendientes que alcanzan al nodo «}
2.- Al padre de gse le quita g como hijo
3.- fse convierte en hijo de «
4.- Se reconstruye el arbol de busqueda en profundidad con los nodos del subarbol con raiz en t, pero
utilizando S como raiz
o El resultado es un arbol de busqueda en profundidad pues no hay conexiones entre ningin nodo
de este subarbol y los descendientes de «, pues « es el nodo més lejano de la raiz que puede ser
alcanzado por aristas de retroceso de t 0 sus descendientes)
o Este subarbol se reconstruye a partir de S para reducir el nimero de ajustes necesarios, pues 3
es el nodo mas cercano at que puede retroceder hacia
Cuando un nodo O es agregado se procede de la siguiente manera:
1.- for each « f-semejante con O
2.- if componente f-conexa a la que pertenece « ya fue agregada
then
3.- Agregar un retroceso de ¢a O
else
4.- Marcar la componente f-conexa a la que pertenece o como ya agregada
5.- if @ no es un nodo raiz
then
6.- Reconstruir el arbol de buasqueda en profundidad de la componente fo-
conexa a la que pertenece «, pero utilizando « como raiz
7.- Agregar a como hijo de O
8.- Ajustar los indices de recorrido y los valores bajo del nuevo nucleo conexo.

5.2 Sensibilidad en el calculo de las componentes f-compactas

Considere G5™ =(M,A) el grafo de fo-maxima similaridad sobre M (ver seccion 2).

Proposicion.- ElI conjunto de componentes f-compactas de M coincide con el conjunto de

max

componentes fp-conexas del grafo Gy

Demostracion.- Primero, sea C una componente f-compacta de M, entonces cumple las siguientes
dos condiciones:

a) VO;eM [oiecA(E)rl%{r(oi 0} =1(0,,0;)> f, U gqg&({r(oj 0,)}=TI(0,,0,) > §,)]=0;eC,

0,#0, 0,#0;

pero por definicion del grafo G;™ , esto solo se cumple si y solo si:

VOJ‘E M [OiEC/\(Oi,Oj) eA]ﬁOjEC. (1)



Estructuraciones libres con datos mezclados e incompletos 21

b) v0;,0;eC 3 Oil ey Oiq eC

[O= Oi1 AO= Oiq AVp=1,...,9-1 ( glg’\al( {F(in ,Ot)}z ['(oip ’inﬂ) > B, [
o‘t;toip
max ir©, ,.0){=r(©,,.0,)= )l

0,#0,

Tp+1

ero por definicion del grafo G , esto sélo se cumple si y solo si:
Bo

v0i,0;eC30, ..., Oiq eC [0=0, AOj= Oiq AVp=1,..,g-1 (in ’in+1 )eA]. (2)

De (1) y (2) se concluye que C es una componente fo-conexa de G5 . (3)

Por otro lado, sea C una componente fo-conexa de G;™, entonces cumple las siguientes dos
condiciones:

a) V0;,0; eM [0ieCA(0;,05) eA]l=0;eC;
pero por definicion del grafo Gg™ , esto se cumple si y solo si:

v0;eM[OieCA(Max{r(0;,0)} = 1'(0;,0;) = B, © g]g&({r(oj 0){=1(0,,0,) > §,)]=0;eC; (4)

0,#0, 0,£0;
b) v0;,0;eC30,,..., Oiq eC[0i=0, AOF= Oiq AVp=1,...,9-1 (in ,Oip+1 )eA];

pero por definicion del grafo @ , esto se cumple si y solo si:
v0i,0;eC30,,..., Oiq €C[0=0;, AO= Oiq AVp=1,..,0-1

(max I(0,,0){=1(0, .0, )=, max 0, ,.0)j=I(0,,.0,)= )l (5)

0#0;, O#0;,
De (4) y (5) se concluye que C es una componente Sp-compacta de M. (6).
De (3) y (6) se concluye la validez de la proposicion. m

Como resultado de la proposicidn anterior se tiene que el problema del andlisis de la sensibilidad
para componentes fo-compactos puede resolverse sobre las componentes conexas del grafo Gz .

A continuacion se analizara qué sucede en el grafo G5, cuando se agrega o elimina un objeto de
M.

Considérese la siguiente funcion:
Fu(O)={0, ..., O; }siysolosi vp=1,..,.q I'(0;,0; ) = (r)naN>|<{ r'(0;,0,)}.
0,#0;

Esta funcion nos da el conjunto de objetos con el méximo parecido a O;.
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e Si agregamos un objeto O a M, entonces en G5 naturalmente se agrega el nodo O, pero ademas
se eliminaran algunas aristas y se agregaran otras de la siguiente manera:
Para cada nodo O, i=1,...,n, con Fm(0i)={ O, s Oic| }.
Verificar si 1°(0;,0; ) < I'(0;,0), en caso que:

Si) Paracada p=1,...,q se determina si OigFM(in ), en caso de que:
Si) se elimina la arista (O, in ). Se agrega la arista (O;,0) y queda Fum(0i)={0};
No) verificar si 7°(0;,0,) = I"(0;,0), en caso de que:

Si)agrega la arista (0;,0) y queda Fu(0)={O, ,..., Oiq ,0}.

¢ Si eliminamos un objeto O« de M, 1<k<n, entonces en MAX(M, /) naturalmente se elimina el nodo
Ox, con todas las aristas que inciden en él, pero ademas se eliminaran algunas aristas adicionales y se
agregaran otras de la siguiente manera:

Para cada nodo O;, i=1,...,n, ik, con Fu(Oi)={ O, - Oiq } verificar si Oxe Fu(0i):
Si) wverificar si Fm(0i)={O«}.
Si) Calcular el nuevo Fm(0)={0; ...., Oi'q } después de eliminar O.

Para p=1,...,q verificar si (0;, O )eA:
Si)agregar la arista (O, Oi’p ).

Como puede apreciarse, se necesita resolver el problema de andlisis de la sensibilidad para
componentes S-conexas en el caso de agregar y eliminar nodos y aristas. Una solucion al problema de
ajustar las componentes fo-conexas después de agregar o eliminar nodos esta dada en el epigrafe 5.1.

Para el problema de ajustar las componentes f-conexas después de agregar o eliminar aristas se
propone el siguiente método:

Se supondrd que las componentes fo-conexas se encuentran representadas por un conjunto de
arboles de busqueda en profundidad:

¢ Si se agrega una arista entre los nodos Oi y Oj, las componentes f-conexas a las que pertenecen se unen.

¢ Si se elimina una arista entre los nodos Oi y Oj, se determina, utilizando las proposiciones del epigrafe 5, si
{(G;,0))} es un conjunto de corte, en caso de que:

Si) se determina si O; es padre de O;.

Si) se elimina la arista y O; junto con todos sus descendientes forman una nueva componente
LSo-conexa y por lo tanto un nuevo arbol de busqueda en profundidad, para esto ultimo se
coloca O; como nodo raiz y se ajustan los indices de recorrido y valores bajo de los nodos
de este arbol.

No) se elimina la arista y O; junto con todos sus descendientes forman una nueva componente
So-conexa y por lo tanto un nuevo arbol de busqueda en profundidad, para esto ultimo se
coloca O; como nodo raiz y se ajustan los indices de recorrido y valores bajo de los nodos
de este arbol.

No) se determina si (O;,0;) es una arista de retroceso:
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Si) se elimina la arista;

No) se elimina la arista y se aplica el procedimiento de reorganizacién dado en el epigrafe 5.1 a
partir de O;;

Ajustar los indices de recorrido y los valores bajo del arbol donde estan O; y O;.

5.3 Sensibilidad en el calculo de los conjuntos Bo-completos maximales

Para el analisis de la sensibilidad de los conjuntos fe-completos maximales existe un método intuitivo
que consiste en:

» Si se agrega un nuevo objeto O, el cual es fo-semejante a O, ..., Oiq , se verifica para cada conjunto
Po-completo maximal C, si Cc{O; ,...,Oic| }. De ser asi se agrega O a este conjunto, y en caso

contrario {0} (CN{0O, ..., Oiq }) es un conjunto S-completo maximal.

En este caso O, ,...,Oiq forman la nueva fila y columna de la matriz de similaridad, y hay que

intersectar esta nueva fila con los vectores caracteristicos de los conjuntos So-completos maximales
existentes, para decidir si se agrega el objeto o se forma un nuevo conjunto fS-completo maximal. En
este caso hay que verificar que no se haya generado ya a partir de otro objeto. Todo esto es muy sencillo
de programar y la complejidad esta dada por el nimero original de conjuntos So-completos maximales y
por el tiempo que se tarde en la interseccion de los vectores caracteristicos.

Para el caso de eliminacion de un objeto, éste simplemente se elimina y los conjuntos a los que
pertenece no se ven afectados, excepto si él solo forma un nucleo f-completo maximal degenerado, en
cuyo caso se reduce en 1 el nmero de conjuntos.

En este caso la complejidad depende del nimero de conjuntos So-completos maximales a los que
pertenezca el objeto eliminado y del tiempo que se tarde en eliminar el objeto de un conjunto.

De la baja complejidad de este método intuitivo se puede concluir que en el caso de los conjuntos
Po-completos maximales no es necesario buscar una estrategia alternativa.

6  Conclusiones

Los problemas de estructuracion de objetos descritos en términos de datos mezclados e incompletos
aparecen con frecuencia en problemas de la préctica real de muchas areas del conocimiento. La
estructuracion de esos objetos y la relacion entre esas estructuraciones es un instrumento que apoya el
desarrollo de dichas disciplinas. Sin embargo, a esta probleméatica no se le ha dedicado suficiente
atencion, es un area de trabajo que requiere mas desarrollos. Las herramientas que aqui se exponen
constituyen pasos importantes en esta direccién que merecen ser continuados. La introduccién de las
mismas en la solucion de problemas reales es una tarea que amerita la atencién de los especialistas del
area.
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	RT Estructuraciones Libres con Datos Mezclados e Incompletos4...
	1 Introducción
	2 Criterios de agrupamientos libres con datos mezclados e incompletos
	3 Relaciones conjuntuales entre estructuraciones libres
	4 Algoritmos para la obtención de estructuraciones libres
	En la literatura existen varios algoritmos que permiten la determinación de todas las componentes 0-conexas, 0-compactas y 0-fuertemente conexas. Sin embargo, en los algoritmos que a continuación se exponen hay un elemento novedoso: las característ...
	A continuación se exponen resultados que permiten caracterizar las componentes 0-fuertemente conexas de un grafo de máxima 0-similaridad, .
	Para hacer más claro el resultado se expondrá un ejemplo sencillo. Sea O1,O2,O3(M objetos que forman un ciclo en el grafo de máxima similaridad asociado a M. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que ese ciclo es O1,O2,O3,O1. Esto significa que (...
	Consecuentemente, ((,)=((,)=…=((,). Además,
	Corolario.- Sea N una componente 0-fuertemente conexa en  y O, O’(N tal que (O,O’)(, entonces (O’,O)(.
	Apoyándose en los resultados anteriores se pueden determinar todas las componentes 0-conexas, 0-compactas y 0-fuertemente conexas del siguiente modo:
	Se denotará al conjunto de todos los objetos 0-similares a O por DS(O).
	Se denominará predecesores directos de O en M a los elementos del conjunto:
	Se denominará predecesores de O en M a los elementos del conjunto:
	El conjunto DPredM(O) puede ser calculado buscando en la fila del objeto O en la matriz de similaridad el valor máximo y tomando todos los objetos que la similaridad con O coincida con ese valor.
	En el caso del conjunto PredM(O) la idea es formar los caminos directos p tales que o(p)=O.
	Análogamente, se denominará sucesores directos de O en M a los elementos del conjunto:
	Se denominará sucesores de O en M a los elementos del conjunto:
	4.1 Algoritmo para el cálculo de todas las componentes 0-conexas

	Para el caso de las componentes 0-conexas el procedimiento es el mismo que se sigue en otros algoritmos diseñados con este propósito. La idea es construir el grafo de 0-similaridad usando para ello la matriz de función de similaridad MS, y a partir ...
	4.2 Algoritmo para el cálculo de todas las componentes 0-compactas

	Para el caso de las componentes 0-compactas, lo primero que se hace es construir el grafo de máxima 0-similaridad usando para ello la función de similaridad Γ y el umbral de similaridad ; a partir de ese grafo, para cada objeto O(M, calcular la clas...
	Find M/R2(M,Γ,)
	Entradas: M (Matriz de datos), Γ (función de similaridad), (umbral de similaridad)
	Salida: M/R2=El conjunto de todas las componentes -compactas de M.
	begin
	1.- Visited=(;
	2.- M/R2=(;
	3.- for each O(M do
	4.- if O(Visited then
	begin
	5.- Visited=Visited({O}
	end
	7.- return=M/R2;
	end.
	Find(M,O,Visited,Γ,)
	Entradas: M (Matriz de datos), O (objeto semilla), Visited (objetos ya visitados), Γ (función de similaridad), (umbral de similaridad)
	Salida: =El conjunto de todas la componentes -compacta de M construida a partir de O.
	begin
	1.- DPredM(O)={O};
	2.- for each O’(M do
	4.- DPredM(O)=DPredM(O)({O’};
	end
	5.- DSucM(O)={O};
	6.- for each O’(M do
	8.- DSucM(O)=DSucM(O)({O’};
	end
	9.- Visited=Visited({O};
	11.- if DPredM(O)(DSucM(O)(( then
	12.- for each O’(DpredM(O)(DsucM(O) do
	13.- if O’(Visited then
	begin
	14.- Visited=Visited({O’}
	end
	end
	4.3 Algoritmo para el cálculo de todas las componentes 0-fuertemente conexas

	Para el caso de las componentes 0-fuertemente conexas se procede como en el caso anterior: se construye el grafo de máxima 0-similaridad usando para ello la de similaridad Γ y el umbral de similaridad ; a partir de ese grafo, para cada objeto O(M, c...
	Find M/R3(M Γ,)
	Entradas: M (Matriz de datos), Γ (función de similaridad), (umbral de similaridad)
	Salida: M/R3=El conjunto de todas las componentes -fuertemente conexas de M.
	begin
	1.- Visited=(;
	2.- M/R3=(;
	3.- for each O(M do
	4.- if O(Visited then
	begin
	5.- Visited=Visited({O};
	end
	7.- return=M/R3;
	end.
	Find(M,O,Visited,Γ,)
	Entradas: M (Matriz de datos), O (objeto semilla), Visited (objetos ya visitados), Γ (función de similaridad), (umbral de similaridad)
	Salida: =El conjunto de todas la componentes -fuertemente conexas de M construida a partir de O.
	begin
	1.- DPredM(O)={O};
	2.- for each O’(M do
	4.- DPredM(O)=DPredM(O)({O’};
	end
	5.- DSucM(O)={O};
	6.- for each O’(M do
	8.- DSucM(O)=DSucM(O)({O’};
	end
	9.- Visited=Visited({O};
	10.- if DPredM(O)(DSucM(O)(( then
	11.- for each O’(DPredM(O)(DSucM(O) do
	12.- if O’(Visited then
	begin
	13.- Visited=Visited({O’};
	end
	end
	5 Métodos de sensibilidad en el cálculo de estructuraciones libres
	Sean dados: un algoritmo de reconocimiento de patrones que depende de los parámetros p1,…,ps, lo cual se denotará A({p1,…,ps}), donde el conjunto de parámetros puede ser vacío; un conjunto de datos M sobre los que el algoritmo trabajará y ( el resulta...
	Por Sensibilidad de ( se entenderá las alteraciones que se producen en dicho conjunto, bien a partir de modificaciones de M, manteniendo inalterable A({p1,…,ps}) o bien manteniendo fijo M y variando algunos de los parámetros del algoritmo A. Aquí sólo...
	Aquí se denomina Análisis de Sensibilidad [Carrasco-Ochoa and Ruiz-Shulcloper (1999); Carrasco-Ochoa, et al. (2001)] al problema de estudiar la sensibilidad de (, con el fin de encontrar mecanismos que permitan obtener la nueva solución con un costo c...
	El análisis de la sensibilidad para las componente 0-conexas se resolverá utilizando árboles de búsqueda en profundidad [Aho, et al. (1988)]. Éstos son utilizados para definir un orden de recorrido en un grafo, en particular en grafos no dirigidos.
	Como antes, consideraremos un conjunto de n objetos M={O0,...,On-1}(U, siendo U un universo de objetos, y una función de semejanza (, que permite comparar objetos en U. Además, dado un β0(L consideraremos el grafo =(M,) de β0-similaridad en M.
	El orden de recorrido de búsqueda en profundidad (ordenBP) en , iniciando en O0, se obtiene con los siguientes algoritmos iniciando con actual=0:
	Orden_bp
	begin
	1.- for each Oi(M (i=0,..,n-1) do marcar Oi como no visitado;
	2.- for each Oi(M (i=0,..,n-1) do if Oi no ha sido visitado then bpf(i);
	end
	bpf( x )
	Entrada: x el objeto que se está analizando
	begin
	1.- marcar Ox como visitado;
	2.- ordenBP[x] = actual;
	3.- actual = actual+1;
	4.- for each Oi(M (i=0,..,n-1) do if (Ox,Oi)( y Oi no ha sido visitado then bpf(i)
	end.
	El árbol se obtiene marcando como aristas de árbol aquellas que llegan a vértices no visitados y como aristas de retroceso aquellas que van a vértices ya visitados. En la figura 1, en (a) se muestra un grafo y en la parte (b), sus árboles de búsqueda ...
	Cada nodo tiene asociado, aparte del número correspondiente a su nombre, un índice indicando el orden de recorrido, y un valor denominado bajo, el cual, para las hojas del árbol (nodos sin hijos), se obtiene como el mínimo valor entre el índice de rec...
	Como se puede apreciar en la Figura 1, dado un grafo, el recorrido en profundidad generará un árbol independiente por cada componente conexa.
	Se dice que un vértice es un punto de articulación [Grimaldi (1989)], si al eliminarlo junto con todas las aristas que inciden en él, la componente conexa a la que pertenece se divide.
	Fig. 1. [Carrasco-Ochoa and Ruiz-Shulcloper (1999)] Un grafo con dos componentes conexas y uno de los posibles árboles de búsqueda en profundidad asociados.
	Cuando un nodo es eliminado del grafo, para determinar si es un punto de articulación, o no, se analizan los hijos del nodo eliminado y si el valor bajo de un hijo es mayor o igual al índice de recorrido del nodo eliminado, entonces este hijo junto co...
	En [Grimaldi (1989); Carrasco-Ochoa (2001)] se dice que un conjunto de aristas de un grafo es llamado conjunto de corte, si al eliminar dichas aristas, sin eliminar ningún nodo, se incrementa el número de componentes conexas, y esto no se logra con ni...
	Sea G=(V,A) un grafo no dirigido y AG uno de los posibles conjuntos de árboles de búsqueda en profundidad asociado a G; sean x1,x2(V y (x1,x2)(A.
	Proposición.- El conjunto de aristas {(x1,x2)} es un conjunto de corte si y sólo si no existe un conjunto de vértices {v1,v2,…,vn}(V, con n(1 y (i=1,…,n x1(vi(x2, tal que:
	Demostración.- Primero, si {(x1,x2)} es un conjunto de corte, entonces si se elimina la arista (x1,x2), la componente se divide y los nodos x1 y x2 quedan en diferentes componentes. Por lo que no hay un camino entre ellos y como no se ha eliminado nin...
	Por otro lado, si no existe un conjunto de vértices que cumpla la condición (() entonces, el único camino entre x1 y x2 en G es el camino directo dado por la arista {(x1,x2)}. Además, {(x1,x2)} no tiene subconjunto propios no vacíos, por lo cual {(x1,...
	Proposición.- Si el conjunto {(x1,x2)} es un conjunto de corte, entonces (x1,x2) no es una arista de retroceso en AG.
	Demostración.- Supongamos que {(x1,x2)} es un conjunto de corte y (x1,x2) es una arista de retroceso en AG, entonces sucede una de las siguientes cosas:
	1) x1 es descendiente de x2 en AG, y entonces la rama que conduce de x2 a x1 contiene a los vértices {x1,v1,v2,…,vn,x2} y a las aristas (x1,v1), (v1,v2),….,(vn,x2); y como x2 no es hijo de x1, puesto que (x1,x2) es una arista de retroceso en AG, enton...
	2) x2 es descendiente de x1 en AG, entonces la rama que conduce de x1 a x2 contiene a los vértices {x2,v1,v2,…,vn,x1} y a las aristas (x2,v1), (v1,v2),….,(vn,x1); y como x1 no es hijo de x2, puesto que (x1,x2) es una arista de retroceso en AG, entonce...
	De (1) y (2) se concluye que (x1,x2) no es una arista de retroceso en AG. (
	Proposición.- El conjunto {(x1,x2)} es un conjunto de corte si y sólo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
	c1) x1 es hijo de x2 en AG y el valor bajo de x1 es mayor o igual al índice de recorrido de x2.
	c2) x2 es hijo de x1 en AG y el valor bajo de x2 es mayor o igual al índice de recorrido de x1.
	Demostración.- Primero, si el conjunto {(x1,x2)} es un conjunto de corte entonces, por la proposición anterior, (x1,x2) no es una arista de retroceso en AG, por lo tanto se cumple alguna de las siguientes dos condiciones:
	a) x1 es hijo de x2 en AG, y como {(x1,x2)} es un conjunto de corte entonces, si se elimina la arista (x1,x2), x2 y todos sus descendientes se separan de la componente conexa, lo cual implica que no hay aristas de retroceso desde x2 o cualquiera de su...
	b) x2 es hijo de x1 en AG, y como {(x1,x2)} es un conjunto de corte entonces, si se elimina la arista (x1,x2), x1 y todos sus descendientes se separan de la componente conexa. Lo cual implica que no hay aristas de retroceso desde x1 o cualquiera de su...
	De (1) y (2) se tiene que si el conjunto {(x1,x2)} es un conjunto de corte entonces se cumple alguna de las condiciones c1 ó c2.  (3)
	Por otra parte, si se cumple alguna de las condiciones c1 ó c2, se tiene que (analizando por separado el caso de que se cumpla cada una):
	c1) si x1 es hijo de x2 en AG, y valor bajo de x1 es mayor o igual al índice de recorrido de x2, entonces no hay aristas de retroceso desde x2 o cualquiera de sus descendientes, hacia ninguno de los ascendientes de x2. Lo cual implica que la única ari...
	c2) si x2 es hijo de x1 en AG, y valor bajo de x2 es mayor o igual al índice de recorrido de x1 entonces, no hay aristas de retroceso desde x1 o cualquiera de sus descendientes, hacia ninguno de los ascendientes de x1, lo cual implica que la única ari...
	De (4) y (5) se tiene que si se cumple c1 ó c2 entonces {(x1,x2)} es un conjunto de corte.  (6)
	Finalmente de (3) y (6) se concluye la validez de la proposición. (
	Todas estas proposiciones, en particular la última, se han formulado con el fin de tener un criterio simple para decidir si una arista cualquiera forma por si sola un conjunto de corte, lo cual es necesario para el método que se propondrá a continuaci...
	5.1 Sensibilidad en el cálculo de las componentes 0-conexas

	Si se elimina un objeto O que está en la componente 0-conexa Nj, solo es necesario recalcular las componentes 0-conexas con los objetos restantes de Nj. Cuando se inserta un nuevo objeto O, se realiza la unión de las componentes 0-conexas a las que...
	Esta estrategia, aunque parece natural, es eficiente solamente para el caso de agregar objetos, porque en el caso de eliminación su complejidad es el cuadrado del número de elementos de la componente 0-conexa considerada, y si este número es una frac...
	La idea del algoritmo es encontrar procedimientos para reorganizar los árboles de búsqueda en profundidad cuando se eliminan o agregan objetos (nodos). Los procedimientos propuestos son los siguientes:
	Cuando un nodo es eliminado, si dicho nodo constituía una componente 0-conexa degenerada, entonces simplemente se elimina dicha componente. Si el nodo eliminado es un nodo hoja en AG, solamente se elimina dicho nodo junto con todas sus aristas. En ot...
	5.2 Sensibilidad en el cálculo de las componentes (0-compactas

	De (4) y (5) se concluye que C es una componente (0-compacta de M.  (6).
	De (3) y (6) se concluye la validez de la proposición. (
	Como resultado de la proposición anterior se tiene que el problema del análisis de la sensibilidad para componentes (0-compactos puede resolverse sobre las componentes conexas del grafo .
	A continuación se analizará qué sucede en el grafo , cuando se agrega o elimina un objeto de M.
	Considérese la siguiente función:
	Esta función nos da el conjunto de objetos con el máximo parecido a Oi.
	Como puede apreciarse, se necesita resolver el problema de análisis de la sensibilidad para componentes (0-conexas en el caso de agregar y eliminar nodos y aristas. Una solución al problema de ajustar las componentes (0-conexas después de agregar o el...
	Para el problema de ajustar las componentes (0-conexas después de agregar o eliminar aristas se propone el siguiente método:
	Se supondrá que las componentes (0-conexas se encuentran representadas por un conjunto de árboles de búsqueda en profundidad:
	5.3 Sensibilidad en el cálculo de los conjuntos (0-completos maximales

	Para el análisis de la sensibilidad de los conjuntos (0-completos maximales existe un método intuitivo que consiste en:
	En este caso ,..., forman la nueva fila y columna de la matriz de similaridad, y hay que intersectar esta nueva fila con los vectores característicos de los conjuntos (0-completos maximales existentes, para decidir si se agrega el objeto o se forma un...
	Para el caso de eliminación de un objeto, éste simplemente se elimina y los conjuntos a los que pertenece no se ven afectados, excepto si él solo forma un núcleo (0-completo maximal degenerado, en cuyo caso se reduce en 1 el número de conjuntos.
	En este caso la complejidad depende del número de conjuntos (0-completos maximales a los que pertenezca el objeto eliminado y del tiempo que se tarde en eliminar el objeto de un conjunto.
	De la baja complejidad de este método intuitivo se puede concluir que en el caso de los conjuntos (0-completos maximales no es necesario buscar una estrategia alternativa.
	6 Conclusiones
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