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Resumen A pesar de ser considerada una de las ramas mds pura de las matematicas, la topologia algebraica ha
contado con el avance de nuevas lineas de investigacion en las ultimas décadas; lineas encaminadas al desarrollo
de algoritmos y a la aplicacién en diversas ramas de la ingenierfa y las ciencias. Sin temer a la alta complejidad
de esta rama, la comunidad matemadtica, motivada por la gran cantidad de contextos donde se requiere mane-
jar informacién geométrica desde el punto de vista cualitativo, ha logrado importantes avances aplicables a la
solucién de problemas actuales. Campos donde se reportan aplicaciones son la visién por computadora y el pro-
cesamiento de imdgenes, la biologia molecular, la modelaciéon geométrica, entre otros. Este trabajo tiene como
objetivo fundamental brindar una introduccién, haciendo énfasis en explicaciones intuitivas, a los resultados al-
canzados en las teorfas de homologia simplicial y persistencia homoldgica. La seleccion se debe a que en estas
areas se han obtenido los mayores avances respecto a aplicaciones practicas. Durante este proceso de introduc-
cién y andlisis de los resultados alcanzados, se persigue ademds detectar los principales problemas no resueltos
hasta el momento, los cuales quedardn resumidos en las conclusiones del trabajo. La homologia simplicial es
una herramienta que introduce una via para asignar un conjunto de grupos abelianos finitamente generados a un
espacio topolégico, con el objetivo de extraer informacién cualitativa sobre la conectividad de tal espacio. La
persistencia homoldgica por su parte se formula sobre las bases de la homologia simplicial. Esta permite extraer
informacién cualitativa acerca de la variacion de la conectividad de un espacio que crece con el avance del tiempo.

Palabras clave: topologia, homologia simplicial, complejo simplicial, espacio topoldgico, perisitencia homolégi-
ca.

Abstract. Despite being considered one of the purest branches of mathematics, algebraic topology accounts
with new research lines emerged in the last decades. These new lines of research are oriented to the development
of algorithms, and the application of topology to many areas of engineering ans science. Without any fear to the
inner complexity of this branch of mathematics, and motivated by the ammount of contexts where is requested
cualitative information of geometric objects, the community has got important results applicable to the solution of
art state problems of many areas. Computer vision, image processing, molecular biology and geometric modeling
are examples of areas where new advances in algebraic topology have been applied. The principal goal of this
work is to introduce the results obtained in theories of simplicial homology and persistent homology, emphasizing
in intuitive explanations whenever possible. These areas are of special interest because of they show the major
advances applied to real problems. In the body of the work, we pursue the unresolved problems so far, which
are summarized in the conclusions. The simplicial homology is a tool aimed to assign a set of finitely generated
abelian groups to a topological space, with the goal of extracting cualitative information about the connectivity
of such space. The Persistent homology, meanwhile, emerges from the basis of simplicial homology, and has as
goal to extract cualitative information from the variation of a growing space in time.

Keywords: topology, simplicial homology, simplicial complex, topological space, persistent homology.
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1. Introduccién

La topologia es una de las ramas mas jévenes de las matematicas. Esta se ocupa de los objetos geométricos
atendiendo a la forma, posicién, y en general a sus propiedades cualitativas. No tiene en cuenta aspectos
relativos a magnitudes ni requiere cdlculos con cantidades. Suele verse como la rama de las matematicas
que estudia las propiedades de las figuras geométricas que no se ven alteradas por ninguna clase de trans-
formaciones continuas. Es una especie de geometria donde estd permitido doblar, estirar, encoger, retorcer
los objetos, pero siempre que se haga sin romper ni separar lo que estaba unido (la transformacién debe
ser continua), ni pegar lo que estaba separado (la inversa también debe ser continua). Este conjunto de
transformaciones, mayor que en el caso de la geometria, permite que se utilice la topologia para extraer
informacion cualitativa tal como la cantidad de componentes conexas, cantidad de agujeros, entre otros.

Las propiedades que no varian en un espacio topoldgico (invariantes topolégicas) bajo el gran conjun-
to de transformaciones permisibles por la topologia suelen ser muy robustas, debido precisamente a esta
cantidad de transformaciones posibles. Por ejemplo, se pueden aplicar todas las transformaciones antes
mencionadas a un espacio topoldgico y su cantidad de componentes conexas y agujeros permaneceran
invariantes.

La homologia es una invariante topolégica que asigna grupos a los espacios topoldgicos (llamados
grupos de homologia); precisamente estos grupos permiten conocer la cantidad de componentes conexas
y agujeros en cada dimension de un espacio topoldgico. A la homologia se le confiere una gran importancia
debido a que la eficiencia de los algoritmos desarrollados en esta drea permite su aplicacion para propdsitos
practicos [6]. Contrasta con esto, el hecho de que la mayoria de los algoritmos existentes en la rama de la
topologia tienen alto costo computacional.

La excesiva robustez de las invariantes topoldgicas suele invalidarles para aplicaciones practicas. Por
una parte sucede que figuras totalmente diferentes pueden ser equivalentes topoldgicamente, como es el
caso mostrado en la figura I, lo cual da al traste con rasgos muy débiles para representar y comparar
espacios topoldgicos. Por otra parte las invariantes topoldgicas son muy sensibles respecto al ruido, por
ejemplo en el caso de la homologia si se le afiade un pequefio punto a la figura 1.b, esta dejaria de ser
equivalente a la figura I.a por tener una componente conexa més.

@ (b)
Fig. 1. La figura (a) es topolégicamente equivalente a la figura (b), una invariante topoldgica no podria diferenciarles.

Con el objetivo de lidiar con estas debilidades, en particular de la homologia, surge la persistencia
homolégica. Esta, ademds de capturar caracteristicas topoldgicas de un espacio en crecimiento, captura el
tiempo de duracién de dichas caracteristicas. Esto permite deshacerse de caracteristicas de poca duracién,
las cuales son referenciadas en la literatura como ruido topoldgico [7]. Si se toma como ejemplo la figura
1y se desplaza la linea horizontal hacia abajo como indica la flecha, puede notarse que sobre la linea va
quedando el espacio en crecimiento, mientras que por debajo estdn las partes que ain no se han descubier-
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to. Ademds, durante el desplazamiento de la linea, en la figura I.a aparecen tres componentes que luego se
convierten en dos y finalmente en una. Sin embargo, para la figura 1.b todo el desplazamiento transcurre
con una componente. Por tanto, este mecanismo permite diferenciar a la figura I.a de la figura 1.b.

La persistencia homoldgica ha visto su surgimiento y desarrollo en el trascurso de los dltimos 15 afios
[8], y a pesar de su corta vida ya ha tenido aplicaciones exitosas en varios campos, como a continuacion
se describe.

Agrupamiento

En el campo del agrupamiento se ha destacado el trabajo [1]. Segtin los autores, la novedad de su trabajo
consiste en la deteccion y unién de grupos inestables, luego de ser estos calculados por algin método de la
literatura. Para ello hacen uso de la persistencia homoldgica. Ademads los autores afirman que los avances
en la teorfa de la persistencia homoldgica, les han sido ttiles para aportar una nocion tedrica del significado
de que un agrupamiento sea bueno. Otra ventaja del método propuesto es que provee retroalimentacién
visual, la cual puede ser utilizada para corregir los pardmetros del método. En la figura 2 se muestra un
ejemplo de la aplicacion del algoritmo tomado de la fuente [1].

Fig.2. Agrupamiento de una nube de puntos. A la izquierda la agrupamiento inicial, utilizando hill-climbing. A la derecha
agrupamiento luego de la unién de grupos inestables. Tomado de [1].

Segmentacion

En el 4rea de la segmentacién se reportan dos resultados importantes. Uno de ellos dedica los esfuerzos a
la segmentacidn de imédgenes [2]. Para ello utiliza un enfoque que en un primer paso extrae bordes de la
imagen. Luego se aplica la persistencia homoldgica para filtrar y completar los bordes detectados, de modo
que la imagen quede separada en regiones por los bordes. Finalmente se unen regiones con persistencias
similares para lograr la segmentacion final. La figura 3 muestra un resultado de segmentacion de este
método.

Fig. 3. Segmentacién de una imagen mediante el método descrito en [2].
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Un segundo trabajo utiliza la persistencia homoldgica para segmentar objetos deformables [3]. En
este trabajo se utilizan en conjunto la funcién HKS! y la persistencia homolégica, para desarrollar un
algoritmo que opera en multiples escalas para lograr una buena segmentacion de objetos tridimensionales.
Este trabajo hace uso intensivo de los resultados alcanzados en [1], donde se introduce el agrupamiento en
variedades de Riemann haciendo uso de la persistencia homoldgica. En la figura 4 se muestra un resultado
de segmentacion del algoritmo propuesto en [3].

THRAKA

Fig.4. Segmentacion de una forma mediante el método descrito en [3].

Redes de sensores

Se reporta un trabajo que hace uso de la persistencia homoldgica en el tema de redes de sensores [9].
En este trabajo se introduce una técnica novedosa para detectar huecos en el cubrimiento de una red de
sensores, para lo cual se hace uso de la persistencia homolégica. Un elemento importante de este trabajo
es que asume, entre sus preceptos, que no es necesario conocer la ubicacién de los nodos de la red en el
espacio, es decir que no se necesitan sus coordenadas.

Deteccion de objetos portados, basada en la forma caminar

Se reporta un trabajo [10], que utiliza la persistencia homoldgica para detectar cuando una persona lleva
consigo un objeto mientras camina. En este trabajo se realiza un modelado y sustraccién de fondo para
obtener siluetas de una persona en movimiento. Las siluetas obtenidas se utilizan posteriormente para
obtener un complejo de celdas, sobre el cual se aplica persistencia homoldgica para extraer rasgos de alto
nivel, los cuales son utilizados para realizar clasificacion.

Ademas de los expuestos se reportan otros trabajos en areas como la biologia molecular [11], la mode-
lacién geométrica [12], la identificacion de personas por su forma de caminar [13] y andlisis de imagenes
[14], los cuales hacen uso de la persistencia homoldgica para sus aportes.

Finalmente se culmina la introduccién con un repaso de las secciones por las que estd compuesto este
trabajo. En la seccidn 2 se introducen aspectos basicos de Topologia General, que persiguen resaltar la
importancia de las invariantes topoldgicas. Luego, en la seccién 3 se presenta una representacion discreta
de espacios topoldgicos conocida como complejos simpliciales, sobre la que se define la homologia sim-
plicial. Méas adelante, en la seccién 4 se introducen algunos elementos de la teoria de grupos, que seran
de utilidad para comprender la homologia simplicial, la cual se describe en la seccién 5 y se examina par-
ticularmente con coeficientes en Z;. Finalmente en la seccién 6 se introduce la persistencia homolégica
unidimensional, y en la seccién 7 se da una introduccién al campo emergente de la persistencia homol6gi-
ca multidimensional.

! Heat lernel Signature (HKS) es un funci6n utilizada en el andlisis de objetos deformables.
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2. Topologia y aspectos basicos

Un concepto de vital importancia en la topologia es el de espacio, concepto netamente primitivo, pues se
define como un conjunto de puntos. Pero este es un concepto muy débil, mucho mas interesante seria dotar
a este conjunto de puntos de una nocién de conectividad, enriquecerlo con una determinada estructura. De
esta idea surge la siguiente nocion de topologia: una ropologia en un espacio es una descripcion de cudles
de sus puntos estdn conectados entre si, recuérdese que esta no es la definicién formal de topologia. Un
espacio topolégico por su parte seria el espacio junto a una descripcion de la conectividad entre sus puntos.

Uno de los primeros ejemplos que la imaginacién nos propone, luego de esta definicidn, es el de un
grafo?, en el cual el espacio serfa el conjunto de sus vértices y la conectividad entre estos estaria dada por
sus aristas. Otro buen ejemplo, y mds cercano a la definicién formal de espacio topoldgico, es el de los
espacios métricos®, que con su nocioén de distancia permiten definir cudles puntos son vecinos y cuéles no,
quedando descrita asi la conectividad en el espacio, estos espacios son muy comunes en la préctica.

La formalizacién de esta idea nos conduce a la definicién de una topologia sobre un determinado
espacio X, la cual se enuncia como sigue:

Definicion 2.1 [15] Una topologia en un espacio X es una coleccion U de subconjuntos de X que cumple:

1. XeUy0eU.
2. Lainterseccion de los elementos de cualquier subconjunto finito de U es un elemento de U.
3. La union de los elementos de cualquier subconjunto de U es un elemento de U.

Los subconjuntos de X que pertenecen a U se llaman conjuntos abiertos de la topologia U sobre X,
mientras que los que no pertenecen a U se llaman conjuntos cerrados de U. La segunda restriccién de
la definicién viene dada precisamente porque la interseccidn de una cantidad infinita de subconjuntos de
U puede no dar como resultado un conjunto abierto de U, detalles y demostracion de este hecho pueden
encontrarse en [15].

Teniendo definida una topologia sobre un espacio X se puede dar entonces la definicién de un espacio
topolégico:

Definicion 2.2 [15] Un espacio topoligico sobre un espacio X es el par (X,U) del espacio X junto a una
topologia U definida sobre X.

El interés mostrado por los espacios topoldgicos no es en vano, primeramente estos espacios son la
base sobre la cual se sustenta la topologia; ademas son estos de gran interés para las ciencias, ya que
surgen comuinmente en la prictica. Es por esto que tanto los cientificos de la computacion como los
de las matematicas han prestado interés en el desarrollo de herramientas para el computo de variadas
caracterfsticas sobre tales espacios.

De manera particular se ha prestado especial interés en desarrollar métodos que permitan decidir cuan-
do dos espacios son equivalentes o no topoldgicamente, independientemente de su realizacion geométrica.
Para cumplir esto los espacios en cuestion tienen que estar primeramente conectados de la misma forma,
el siguiente ejemplo da un acercamiento al tema:

Ejemplo 2.1 Suponga que se tiene una esfera y una rosca, ambas sin relleno, como se muestra en la
Figura 5. ; Tendrdn estas figuras (espacios topologicos) la misma conectividad? La respuesta es no. Para

2 Un grafo es un par G = (V,E) que consta de un conjunto de vértices V, y un conjunto de pares de vértices E llamados aristas.
3 Un espacio métrico es un espacio con una funcién asociada para medir distancia entre sus puntos.
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mostrarlo basta realizar un corte circular en ambas superficies. En el caso de la esfera no es posible
realizar tal corte sin dividirla en dos partes, mientras que en el caso de la rosca si existen maneras de
realizar el corte sin separarla, por ejemplo el corte de la Figura 5. En este caso existe una manera de
cambiar la conectividad de la rosca sin separarla en dos componentes, pero no ocurre asi en el caso de
la esfera.

Fig.5. A laizquierda una esfera. A la derecha una rosca. Tomado de [4].

Luego de comprender este ejemplo es posible asegurar que la rosca y la esfera no son figuras equi-
valentes topologicamente, pues no tienen la misma conectividad. Este mecanismo constituye una herra-
mienta informal para decidir cudndo determinados espacios, sencillos en realizacién geométrica, no son
equivalentes topoldgicamente.

Hasta ahora se ha hablado de equivalencia entre espacios topoldgicos como una nocién intuitiva y
poco clara, pero existe un concepto que formaliza esta nocién y es ademds de gran importancia en la
topologia. Antes de pasar a formalizar este concepto vamos a introducir algunas herramientas matematicas
que serd de mucha utilidad a partir de este punto.

Definicion 2.3 [16] Una relacion entre dos conjuntos A 'y B es un subconjunto § de A x B. El hecho de
que (a,b) € ¢ se lee como “a estd relacionado con b”, y se denota a £ b.

En lo adelante se hard referencia a una relacién entre un conjunto A y él mismo como “una relacién
enA”.

Definicion 2.4 [16] Una particion de un conjunto A es una coleccion de subconjuntos de A, tal que cada
elemento de A pertenece a exactamente uno de los subconjuntos de la coleccion. A cada subconjunto de
la coleccion se le llama clase.

Definicion 2.5 [16] Una relacion @ en un conjunto A es una relacion de equivalencia si para todos
a,b,c € A esta cumple que:

1. (Reflexiva) a @ a.
2. (Simétrica) Si a § b, entonces b 0 a.
3. (Transitiva) Sia by b § c, entonces a § c.

Teorema 2.1 [16] Sea A un conjunto no vacio, y sea § una relacion de equivalencia en A, entonces §
produce una particion de A, donde la clase que contiene un elemento a € A es [a] = {x € Alx @ a}. Las
clases producidas por  se llaman clases de equivalencia y si [a] = [b] se dice que a 'y b son equivalentes.
Ademds cualquier particion de A produce una relacion de equivalencia § en A donde a § b si y solo si a
v b pertenecen a la misma clase de la particion.

El teorema 2.1 serd muy importante en lo que sigue, la demostracién puede encontrarse en [16] y no
supone mayores complicaciones. En este punto estidn creadas las condiciones para formalizar la nocién
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de equivalencia entre espacios topolégicos. Cuando un objeto puede ser transformado de forma continua
en otro objeto y viceversa, entonces son topolégicamente equivalentes y a esta equivalencia se le llama
homeomorfismo, y se define formalmente como:

Definicion 2.6 [4] Un homeomorfismo entre dos espacios topolégicos X y X, es una funcion biyectiva
f: X, — X, que cumple que fy f~' son ambas continuas. Se dice que X, es homeomorfo a X, si existe un
homeomorfismo entre ambos, y en este caso X, y X, tienen el mismo tipo topoldgico o son topoldgicamente
equivalente.

Analizando el homeomorfismo como una relacién en un conjunto A de espacios topoldgicos, se puede
demostrar que es reflexiva (un espacio topoldgico es homeomorfo a si mismo), simétrica (si un espacio
topolégico a es homeomorfo a otro b, entonces b es homeomorfo a a) y transitiva, de modo que es una
relacion de equivalencia. Por tanto, aplicando el Teorema 2.1, se puede concluir que la relacién homeomor-
fismo sobre un conjunto de espacios topoldgicos produce una particidon de este, de modo que dos espacios
topoldgicos en la misma particién son homeomorfos y en particiones diferentes no lo son. La Figura 6
muestra el conjunto de espacios topoldgicos que constituyen las letras del alfabeto inglés particionado de
acuerdo a la relacién de homeomorfismo.

Clase Letras del alfabeto ingés

P
CIJLMNSUVWZ
X

Q

DO

EFGTY

AR

HK

B

Q

OIE|QIFIO|Q|+

Fig. 6. El alfabeto inglés particionado por el tipo topoldgico de cada una de sus letras.

El andlisis anterior conlleva a la conclusién de que la relacién de homeomorfismo constituye una
herramienta matematica muy importante que provee un sistema para paticionar espacios topolégicos equi-
valentes. Una incdgnita muy importante es como utilizar esta herramienta computacionalmente, cémo
decidir si dos espacios son o no son homeomorfos mediante un algoritmo. Mds que una incognita esta
situacion constituye una dificultad, pues el matematico ruso Andrei Markov demuestra en 1958 que este
es un problema no decidible [17].

Debido a esta dificultad se piensa en nuevas variantes para resolver, al menos parcialmente, el proble-
ma de decidir si dos espacios son o no equivalentes topolégicamente. Es por esto que surge la definicién
de invariante topologica de un espacio, que se introduce en el apartado 2.1 de la presente seccion.

2.1. Invariante

En este apartado se dan dos definiciones de la teoria de invariantes, que serviran de base para comprender
la definicién de invariante topoldgica, la cual serd de especial importancia en lo adelante.
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Definicion 2.7 Sea A un conjunto no vacio y sea § una relacion de equivalencia en A. Una invariante
con respecto a § es una funcion f : A — B que asigna a todos los elementos de A en una misma clase de
equivalencia un tinico elemento de B (B es un conjunto de elementos cualesquiera).

Debe notar que la definicién 2.7 permite que a elementos de A en diferentes clases de equivalencia
también se le asigne el mismo elemento de B, lo cual tiende a confundir al lector. Generalmente es de ma-
yor utilidad practica el contrarreciproco de esta definicidn. Si a dos elementos de A se les asigna diferentes
elementos de B entonces puede asegurarse que los elementos de A no estdn en la misma clase de equiva-
lencia. De esta manera, si la invariante es suficientemente buena, es ttil como mecanismo discriminativo.

Al prohibir en la definicién 2.7 que a elementos de A en diferentes clases de equivalencia se le pueda
asignar un mismo elemento de B, surge la importante definicién que a continuacién se enuncia.

Definicion 2.8 Sea f : A — B una invariante con respecto a una relacion de equivalencia § definida
sobre un conjunto A, f es una invariante completa si asigna elementos diferentes de B a elementos de A
en clases de equivalencia diferentes.

Definicion 2.9 [4] Unainvariante topologica es una funcion f : T — B, que va de un conjunto de espacios
topolégicos T a un conjunto de elementos cualesquiera B, y que asigna a espacios homeomorfos de T un
mismo elemento de B .

Puede notarse que la definicion 2.9 es un caso particular de la definicion 2.7, puesto que en el caso de la
definicién 2.9 se toma como relacién de equivalencia al caso particular de la relacién de homeomorfismo
entre espacios topoldgicos.

A partir de este punto el trabajo se centra en exponer toda la teorfa que es necesario conocer para
comprender la ya mencionada invariante topolégica llamada homologia simplicial. Esta invariante tiene
la importante caracteristica de estar definida sobre espacios topoldgicos representados de manera discreta.
Debido a esto, antes de indagar en los aspectos intrinsecos de la invariante, se debe introducir los elementos
necesarios para comprender la estructura de la representacion discreta de los espacios topoldgicos. Esta
representacion se forma basicamente con una muestra finita de puntos del espacio y conexiones entre
estos puntos que forman elementos primarios de la geometria (segmentos, poligonos, poliedros, etc.),
obteniéndose estructuras similares a la mostrada en la Figura 7. En el presente trabajo se expondra un caso
particular de estas representaciones muy utilizado en la prictica y conocido como complejos simpliciales.

3. Complejos simpliciales

Una de las principales y mds difundidas formas de representar superficies computacionalmente es me-
diante la unién de vértices, aristas, poligonos, poliedros y homdélogos de mayores dimensiones. De esta
manera se logra mediante la unién de las fronteras de figuras geométricas simples, representar objetos
(espacios topoldgicos) de diferentes grados de complejidad. Este tipo de representaciones son conocidas
con el nombre de complejos simpliciales cuando las figuras usadas son vértices, aristas, tridingulos, tetrae-
dros y andlogos al tridngulo en mayores dimensiones. Los elementos geométricos que conforman a los
complejos simpliciales son conocidos como simplices. La Figura 7 muestra un ejemplo de complejo sim-
plicial donde los simplices que lo conforman son vértices, aristas y tridngulos. A continuacién se expone
la formalizacién matematica de estas ideas.

Antes de pasar a la definicién formal de complejo simplicial es necesario dar algunas definiciones
importantes que sustentan a esta.
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Fig. 7. Espacio topoldgico de la superficie de una res representado por un complejo simplicial.

Definicion 3.1 [18] Sean vy,...,v; puntos en R", el punto x = Z?:o Avi con A; € R es una combinacion
lineal de vy, ..., vy, si esta combinacion lineal cumple que 22‘:0 A; = 1, entonces toma el nombre de com-
binacién afin, la cual si a su vez cumple que A; > 0 para 0 < i < k entonces es llamada combinacion
convexa.

Definicion 3.2 [18] El conjunto de todas las combinaciones convexas de un conjunto de puntos C se
llama envoltura convexa de C.

Definicion 3.3 [18] Un conjunto de puntos S es afin (linealmente) independiente si ninguno de sus pun-
tos puede ser expresado como una combinacion afin (lineal) de los demads.

Definicion 3.4 [18] Un k-simplices G es la envoltura convexa de un conjunto de k + 1 puntos afin inde-
pendientes S = {vy,...,vx} C R". Los puntos de S son los vértices del simplice, se dice que S define a G.
La dimension de un simplice es la cantidad de vértices menos uno (dim 6 = |S| — 1 = k).

2
1 1 2
1
® [ ——

0 - simplice 1 - simplice 2 - simplice 3 - simplice
o o o o
vértice arista triangulo tetraedro

S={1} S={12} §={1,23} §={1234}

Fig. 8. Simplices de dimensiones 0, 1, 2 y 3 de izquierda a derecha.

En la Figura 8 se muestran algunos simplices de dimensiones bajas. En el caso del 2-simplice o
tridngulo, se tiene como conjunto de vértices a S = {1,2,3}, mientras que la envoltura convexa de este
conjunto es toda el 4rea azul, todo punto dentro del area azul pertenece a la envoltura convexa, no siendo
asi para los puntos fuera de esta 4rea. Los simplices son importantes, pues permiten representar regiones
de un espacio solo con sus vértices.
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Definicion 3.5 [18] Sea G el k-simplice definido por el conjunto afin independiente S = {vy,...,v¢}. Un
simplice T definido por T C S es una cara de G, y ademds G es cocara de T. Estas relaciones se denotardn
por T < 6yG > T. Puede apreciarse que se cumple que 6 < G y que G > ©.

En la Figura 8 se tiene que el vértice {1} es cara de la arista {1,2}, la cual es cara del tridngulo
{1,2,3}, que a su vez es cara del tetraedro {1,2,3,4}. De manera inversa se obtiene la relacion de cocara.

Finalmente estamos en condiciones de dar la importante definicién de complejo simplicial, que se
enuncia como sigue:

Definicion 3.6 [18] Un complejo simplicial es una coleccion finita de simplices K que cumple que:

1. Sice Kyt <0entoncest € K.
2. Siog € Kyo; € K entonces T= 6y N G es vacio o T < Gy, O].

La dimension de K se define como la dimension del simplice de mayor dimension en K.

Como se puede notar un complejo simplicial no es mas que un conjunto de simplices junto a una
descripcion de como unir a estos simplices para obtener objetos de mayor complejidad.

Hasta el momento se puede notar que la definicién de complejo simplicial es una definicién comple-
tamente geométrica, ya que estos complejos estdn compuestos por simplices, que no son mds que figuras
geométricas simples como antes se dijo. Dado el interés por la topologia de los objetos, una clara sepa-
racion entre la geometria y la topologia de estos es deseable, de modo que la extraccién de propiedades
topoldgicas quede completamente aislada de la geometria de los objetos. La siguiente definicién muestra
que es posible lograr esta separacion:

Definicion 3.7 [7] Un complejo simplicial abstracto sobre un conjunto S es una coleccion finita K de
subconjuntos de S llamados simplices abstractos, tal que se cumple que:

1. Vv € S se cumple que {v} € K. (Los conjunto {v} son los vértices de K)
2. Sice Kyt Coentoncest € K. (Se dice que T es cara de Gy G es cocara de 1)

Observacion 3.1 Ndétese que si a cada elemento del conjunto S se le asigna una coordenada de R",
de modo que a cada simplice abstracto en K le correspondan coordenadas afinmente independientes,
entonces se obtiene un complejo simplicial que se conoce como realizacion geométrica del complejo
simplicial abstracto K. De esta manera se puede tener la geometria por un lado mediante las coordenadas
asociadas a los elementos de S, mientras que el complejo K de la definicion 3.7 provee la topologia del
espacio.

Los complejos simpliciales abstractos son de especial interés en el presente trabajo, ya que constituirdn
la entrada de los algoritmos encargados de desarrollar cdlculos topoldgicos, pero para esto los simplices
abstractos que lo conforman deberdn cumplir con un cierto orden.

3.1. Filtraciones

Definicion 3.8 [4] Un subcomplejo de un complejo simplicial K es un complejo simplicial S C K.

Definicion 3.9 [4] Unafiltracion de un complejo simplicial K es una secuencia anidada de subcomplejos
simpliciales de K, 0 = K'CK'C..CK"=K.
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Definicion 3.10 /6] Una funcion filtro de un complejo simplicial K es una funcion F : K — R que asigna
a cada simplice un valor real, tal que el valor de la funcion en un simplice es mayor o igual que en
cualquiera de sus caras.

Definicién 3.11 Una filtracién ordenada de un complejo simplicial K es una filtracion 0 = K C K' C
... CK™ =K que cumple que |K' —K"~'| = 1 para 1 <i<m.

De la definicién 3.11 se infiere que de la adicién de un determinado simplice a un subcomplejo se
obtiene el subcomplejo siguiente en la filtracion. En la figura 9 se muestra una filtracién ordenada de un
complejo simplicial, ademds se muestra que cada simplice G tiene asociado un tiempo #(G) que corres-
ponde con su indice en la filtracién (si el simplice G es anadido a K'~! para obtener K entonces #(G) = i),
esta nocidn del tiempo de un simplice serd de utilidad posteriormente.

simplices | {1} {2} {12} (3} {13} (23} {123)
: tiempos i 2 B 4 5 6 7
® ;,o » 2
e e ’
] \
° g ‘\. '\. WE
2
=K’ K K’ K K’ K’ K K=K

Fig. 9. Filtracion ordenada de un complejo simplicial formado por un tridngulo y sus caras. El simplice en rojo es el afiadido a
cada complejo para obtener el siguiente en la filtracion.

De acuerdo a la definicion, una filtracién ordenada de un complejo simplicial K se puede ver como el
establecimiento de un orden total en sus simplices, Ky = [60,01,...,0i,0it1, --.,0n], de modo que todo
prefijo de la ordenacién K = [60,67, ... ,6;] sea un subcomplejo del siguiente prefijo K}H =K } +[Cit1]-
De este modo el tiempo de un simplice no es més que su indice en la ordenacién (¢(c) = index(G)). Debe
notarse ademds que dada una funcion filtro, queda completamente determinada una filtracién ordenada de
un complejo simplicial, solo bastaria ordenar los simplices con respecto al valor real que la funcién les
asigna. El rectangulo verde en la figura 9 muestra un ejemplo de ordenacién. De esta manera se puede ir
analizando un simplice a la vez y asi ir pasando por todos los subcomplejos de la filtracion.

Los detalles expuestos hasta este momento avalan al potente mecanismo de representacion discreta
de espacios topoldgicos que constituyen los complejos simpliciales. Seguidamente se introducen algunas
nociones de feoria de grupos, ya que la homologia simplicial hace uso intensivo de esta herramienta

matematica. Los conocedores de esta rama del dlgebra abstracta podran pasar directamente a la seccién 5.

4. Elementos de teoria de grupos

Las invariantes topoldgicas, como se expresa en la definicion 2.9, asocian objetos a los espacios topoldgi-
cos. Como puede apreciarse, esta definiciéon permite muchas libertades, pues no plantea restricciones
acerca de tales objetos. Una rama de la topologia, conocida como topologia algebraica, se ha desarro-
Illado gracias a estas libertades. Los objetos que la topologia algebraica asocia a los espacios topologicos
son estructuras del dlgebra. La homologia simplicial es un caso de estudio de especial interés dentro de la
topologia algebraica, esta asocia grupos a los espacios topolégicos, conocidos como grupos de homologia.
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Debido al interés que representa la homologia simplicial para este trabajo se debe tener algunas no-
ciones de la teoria de grupos. A causa de esta exigencia se exponen a continuacién algunos aspectos
esenciales de esta teoria.

Antes de pasar la definicién de grupo se debe conocer que una operacion binaria * en un conjunto G
es una regla que asigna a cada par ordenado de elementos de G un elemento también de G. La operacion
binaria % en G es asociativa si para todos x,y,z € G se cumple que (x*y)*z = x* (y*z), esta operacion
es ademds conmutativa si se cumple que xxy = y*X.

Definicion 4.1 [16] Un grupo (G, x) es un conjunto G, junto con una operacion binaria x en G, tal que
se satisfacen los siguientes axiomas:

1. La operacion binaria * es asociativa.

2. Existe un elemento e € G tal que e xx = x* e = x para todas las x € G (e se denomina elemento
identidad para * en G).

3. Para cada x € G existe un elemento x' € G con la propiedad de que x *xx' = x' xx = e (X' se llama
inverso de x respecto a x en G).

Definicion 4.2 [16] Un grupo abeliano es un grupo (G,*) donde la operacion x es conmutativa.

Ejemplo 4.1 Ejemplos muy usuales de grupos abelianos son el grupo (7, +) de los niimeros enteros junto
a la operacion de suma (donde el elemento identidad es 0 y el inverso de un elemento x es —x) y el grupo
(R*, %) de los niimeros reales excepto el cero junto a la operacion de multiplicacion (donde el elemento
identidad es 1y el inverso de un elemento x es x~1).

Definicion 4.3 [16] Sea (G,*) un grupo con un niimero finito de elementos, se conoce como orden de
(G,*) a su cantidad de elementos.

Observacion 4.1 El lector debe conocer que todo grupo tiene un tinico elemento identidad, y que en un
grupo cada elemento tiene un tinico elemento inverso. Estas propiedades son fdcilmente deducibles de la
definicion de grupo, y muy importantes en lo que sigue.

Definicion 4.4 [16] Sea (G,*) un grupoy S C G, si se cumple que (S,*) es un grupo, entonces a (S, *) se
le llama subgrupo de (G, ).

Definicion 4.5 Sea e el elemento identidad de un grupo (G, ), entonces ({e},*) es un subgrupo de (G, *)
y se llama subgrupo trivial de (G, ).

Ejemplo 4.2 Un ejemplo usual de subgrupo es (Z,+) como subgrupo del grupo (R,+). Puede notarse
que todo grupo (G, x) tiene como subgrupos a si mismo, y al subgrupo trivial.

Luego de haber conocido la definicién de subgrupo se puede introducir un importante resultado que
muestra la posibilidad de particionar los elementos de un grupo haciendo uso de un subgrupo de este.

Teorema 4.1 [4] Sea (G,*) un grupo y (S,*) un subgrupo de (G,*), entonces se definen las relaciones
~r y ~p sobre los elementos de G como:

1. a~pbsiysolosiad xb €S, cona,beGyd inverso de a.
2. a~gbsiysolosiaxb €8, cona,be Gylb inverso de b.

Estas relaciones cumplen la propiedad de ser relaciones de equivalencia en G.
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Demostracion. La demostracion de este teorema es muy sencilla aplicando la definicién de relacién de
equivalencia. El lector puede comprobar el resultado.

Observacion 4.2 Puede notarse que a ~y b implica que a’ xb = s € S, de donde se deduce que b = axs.
Esta deduccion nos lleva a decir que los elementos relacionados mediante ~ son los pares de la forma
(a,axs) donde s € S. De la misma manera los elementos relacionados mediante ~g son los pares de la
forma (a,s*a). Este andlisis constituye la motivacion para la siguiente definicion.

Definicion 4.6 [16] Sea (S, ) un subgrupo de un grupo (G,x), y sea a € G. La clase lateral izquierda
axS se define como axS = {axs|s € S}. La clase lateral derecha S x a se define como Sxa = {sxals € S}.

Observacion 4.3 De acuerdo a la definicion 4.6 se puede notar que todas las clases laterales tienen la
misma cantidad de elementos, cantidad que concuerda con |S|*. Si el grupo (G, ) es abeliano las clases
laterales izquierdas y derechas coinciden. Ademds los elementos en a S (S*a) son todos los que se
relacionan con a mediante la relacion ~p (~g), lo cual permite decir que las clases laterales izquierdas
(derechas) no son mds que los conjuntos de la particion de G producida por ~p (~g).

Teorema 4.2 [16] Sea (S,*) un subgrupo de un grupo (G, x), tales que sus clases laterales izquierda y
derecha coinciden (axS = SxaVa € G), sean a,b € G, entonces el conjunto de las clases laterales forman
un grupo con la operacion binaria (axS)o (b*S) = (a*b)S. Este grupo se conoce como grupo cociente
de (G,*) modulo (S,x) y se denota por (G/S,0), los elementos en una misma clase lateral se dice que
son congruentes modulo S.

La coincidencia exigida a las clases laterales es necesaria para asegurar que la operacién (a* S) o
(b+S) = (axD)S esté bien definida (por bien definida se entiende que dé como resultado a una tnica
clase lateral, independientemente de los elementos a € (axS) y b € (b*S) que se hayan seleccionado).
Contando con que esta operacion estd bien definida la demostracién de este resultado no es compleja, en
[16] se encuentran los detalles.

Ejemplo 4.3 Tomese el grupo (Z,+) de los enteros con la suma, y el subgrupo (37.,+) de los enteros
muiltiplos de 3 (congruentes con O modulo 3). Como este subgrupo es abeliano las clases laterales coin-
ciden, y no son mds que 0+ 37, 1 + 37y 2+ 37, las cuales representan los subconjuntos de los enteros
congruentes 0 modulo 3, 1 modulo 3 y 2 modulo 3 respectivamente. Puede notarse que el conjunto de es-
tas tres clases junto a la operacion descrita en el teorema 4.2 forman el grupo cociente de (Z,+) moédulo

(3Z,4).

Definicion 4.7 [4] Sea (G, ) un grupo 'y S C G. Se define el menor subgrupo de (G, %) que contiene a
S como el subgrupo de (G,*) generado por S. Si este subgrupo es todo (G,*) entonces se dice que S
genera a (G,x). Si existe algiin subconjunto finito de G que genere a (G, x) entonces se dice que (G, *) es
finitamente generado.

Observacion 4.4 De la definicion puede notarse que todo grupo (G,*) con una cantidad finita de ele-
mentos es finitamente generado, para ello basta tomar como conjunto generador a todo G. Que un grupo
(G, *) sea generado por S C G significa que todos los elementos de G se pueden obtener mediante opera-
ciones con los elementos de S.

# La notacién ||, donde S es un conjunto, se refiere a la cardinalidad de S.
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Definicion 4.8 [4] Sea (G,*) un grupo y a € G. El menor subgrupo de (G, *) que contiene a a se llama
subgrupo ciclico de (G,*) generado por a. Si este subgrupo es todo (G, ) entonces se dice que a genera
(G,*) y que (G, *) es un grupo ciclico con generador a.

Ejemplo 4.4 Existen grupos ciclicos finitos e infinitos. En el caso infinito el ejemplo cldsico es el de los
enteros junto a la suma ({(Z,+)), en este caso el grupo tiene como elemento generador al niimero 1, y
también al -1. En el caso finito los grupos ciclicos mds comunes son los grupos (Z,,+,) de los enteros
no negativos menores que n junto a la suma médulo n, en estos casos el elemento generador es el 1. En lo
adelante nos referiremos a (Z,~+) como Z'y a (Zy,+n,) como Z, siempre que esto no cree ambigiiedad.

Teorema 4.3 [16] Sea (G,*) un grupo ciclico con generador a € G, entonces G = {a"|n € Z}, donde
a" significa axax...xa, n veces, a’ es la identidad de (G,*), a~' es el inverso de a y a™" significa

a lxalx. .. *a‘l, nveces.

Teorema 4.4 [16] Todo grupo ciclico es un grupo abeliano.

Definicion 4.9 [16] Una funcion ¢ : G — G’ que conecta dos grupos (G,*) y (G',*") es un homomorfis-
mo si cumple que @(axb) = ¢(a) ' @(b) para todos a,b € G. La propiedad exigida a la funcién anterior
se conoce como propiedad de aditividad.

Dada la definicién de homomorfismo entre grupos, es menester enunciar un teorema que serda de mucha
utilidad posteriormente.

Teorema 4.5 [16] Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,x) y (G',«'), entonces se
cumplen las siguientes proposiciones:

Si e es la identidad en (G,*) entonces € = @(e) es la identidad en (G',*')
Sia € G entonces 9(a') = ¢(a)', d’ es el inverso de a en G.

Si H es subgrupo de G entonces ©(H) es subgrupo de G'.

Si K’ es un subgrupo de G' entonces ¢~ (K') es subgrupo de G.

N~

La demostracidn de este resultado no presenta mayores complicaciones, se pueden encontrar los deta-
lles en [16].

La relacién de homomorfismo permite definir un subgrupo de su grupo dominio muy importante, el
cual se conoce como kernel.

Teorema 4.6 [16] Sea © : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,*) y (G',*"). El conjunto de
elementos de G cuya imagen bajo @ es el elemento identidad de (G',+') es un subgrupo de (G, ) con la
operacion x. Este subgrupo se llama kernel de .

Demostracion. Para demostrar este teorema, basta tomar al subgrupo trivial ({¢'},*") de (G',+’) y aplicar
el dltimo punto del teorema 4.5.

Definicion 4.10 [16] Una funcion ¢ : G — G’ que conecta dos grupos (G, *) y (G',+") es un isomorfismo
si cumple que @(axb) = @(a) ¥' @(b) para todos a,b € G, y ademds es una funcion biyectiva. Si existe un
isomorfismo ente dos grupos (G, ) y (G',«) se dice que estos grupos son isomorfos.
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Observacion 4.5 Note que la definicion 4.10 es un caso particular de la definicion de homomorfismo 4.9,
por lo que los resultados aplicables a homomorfismos también son aplicables a isomorfismos. Es impor-
tante comprender que la definicion 4.10 busca formalizar el hecho de que dos grupos son iguales excepto
por el nombre de sus elementos y de sus operaciones, si dos grupos (G,*) y (G',*') son isomorfos, enton-
ces cambiando el nombre de cada elemento x € G por el nombre @(a) se obtiene el elemento equivalente
en (G', '), por otro lado la condicion @(a*Db) = @(a) *" @(b) tiene como objetivo mantener la estructura
de la operacion, ya que si dos elementos a,b € G al operarse dan un tercer elemento c € G (a*xb = c)
entonces al operarse sus cambios de nombres en G', ¢(a) ¥ ©(b) daria como resultado, de acuerdo a la
condicion impuesta, el cambio de nombre de ¢ (¢(axb) = ¢(c)).

Teorema 4.7 [16] Sea F un conjunto de grupos no vacio, entonces la relacion de isomorfismo entre
grupos es una relacion de equivalencia en F. Las clases de equivalencia se llaman en este caso clases de
isomorfismo del conjunto F.

El resultado que plantea el teorema 4.7 se puede verificar demostrando que: (I) un grupo G es isomorfo
a s mismo, (IT) que si un grupo G es isomorfo a otro G’ entonces G’ es isomorfo a G y que (III) si un grupo
G es isomorfo a otro G' y G’ es isomorfo a otro G” entonces G es isomorfo a G”, como se conoce, estas son
las propiedades que debe cumplir una relacion para ser de equivalencia. A partir de este resultado se deduce
que un conjunto F de grupos puede ser particionado en clases de equivalencia (clases de isomorfismo),
donde grupos en una misma clase de isomorfismo son isomorfos y en clases diferentes no lo son.

Teorema 4.8 [16] Cualquier grupo ciclico infinito (G,*) es isomorfo a el grupo ciclico de los enteros
bajo la suma, 7. Cualquier grupo ciclico finito con n elementos es isomorfo al grupo ciclico de los enteros
no negativos menores que n con la operacion de suma modulo n, Z,,.

Este resultado es muy importante, pues desvela que todos los grupos ciclicos infinitos son iguales
excepto por el nombre de los elementos y de la operacién, y que todos los grupos ciclicos finitos con
un misma cantidad de elementos también son iguales excepto por el nombre de los elementos y de la
operacion.

Teorema 4.9 [16] Sean (G1,%1),{G2,%2),...,{Gm,*m), m grupos. Para (ay,az,...,ay)y (b1,ba, ... by)

elementos de G| X Gy X ... X Gy, definase la operacion (ay,ay,...,an) * (b1,ba,...,by) = (a1 %1 by,az %2
bay... Qm*mby). Entonces (G1 X Gy X ... X Gy, *) es un grupo, el producto directo externo de los grupos
G1,Ga,....Gp.

Observacion 4.6 La demostracion de este resultado es directa de la definicion de grupo y puede encon-
trarse en [16]. Note que este teorema permite construir nuevos grupos a partir de grupos conocidos.
También se pueden generalizar las propiedades de los grupos que forman el producto directo externo.
Por ejemplo, el producto directo externo es abeliano si todos los grupos que lo conforman también son
abelianos; el producto directo externo es un grupo finito si todos lo grupos que lo conforman son finitos,
etc.

Teorema 4.10 [16] (Teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados) Todo grupo
abeliano finitamente generado (G,x*) es isomorfo a al producto directo externo de grupos ciclicos de la
forma:

LXLX ... XLX Loy X Ly X ... X X Loy, . (1

Donde m; divide a m;. Este producto directo externo es tinico para cada grupo (G, x), esto es, el niimero
de factores Z es iinico y es conocido como el niimero de betti de (G,x) y se denota B(G), mientras que
los coeficientes m; son también unicos y conocidos como coeficientes de torsion de (G, ).
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Observacion 4.7 El resultado del teorema 4.10 es de suma importancia puesto que permite parametrizar
las clases de isomorfismo del conjunto de los grupos abelianos finitamente generados, esto es, como
todos los grupos en una misma clase de isomorfismo son isomorfos entre si, entonces todos son isomorfos
a una misma realizacion de la ecuacion 1, y entonces la clase de isomorfismo queda completamente
determinada con el niimero de betti y los coeficientes de torsion, por otro lado a clases de isomorfismo
diferentes corresponden realizaciones diferentes de la ecuacion 1 debido al hecho de que grupos en clases
diferentes no son isomorfos.

Teorema 4.11 [16] Sea (G,*) un grupo abeliano finitamente generado, entonces se cumple que todo
subgrupo (H,x) de (G, ) es un grupo abeliano finitamente generado.

Teorema 4.12 [4] Sea (G, ) un grupo abeliano finitamente generado, y sea (H,*) un subgrupo abeliano
finitamente generado de (G,*). Entonces (G/H o) es un grupo abeliano finitamente generado y ademds

B(G/H) = B(G) —B(H).

Finalmente las definiciones y teoremas introducidos en esta seccion, sobre las cuales se pueden indagar
en [16], nos permitirdn comprender el resultado que establece la homologia simplicial como invariante
topoldgica.

5. Homologia simplicial

La homologia simplicial es una invariante topoldgica definida sobre complejos simpliciales, esta invariante
estudia la manera en que un simplice de dimensién k estd conectado a simplices de dimensién k — 1, y
como esta conexion influye en la creacién y destruccién de ciclos en las dimensiones k y k— 1 del complejo
simplicial en cuestién. Para esto la homologia simplicial asocia grupos a los complejos simpliciales de la
manera que se expondra a continuacioén.

Definicion 5.1 [19] Sea K un complejo simplicial de dimension mayor o igual a d, una d-cadena es un
subconjunto del conjunto de los d-simplices en K. Se define la operacion de suma de dos d-cadenas a 'y b
como la diferencia simétrica de estas, a®b = (aUb) — (aNb), operacion que posee la caracteristica de
ser conmutativa. La figura 10 muestra ejemplos de 1-cadena y 2-cadena.

Fig. 10. Las aristas resaltadas en amarillo forman una 1-cadena, mientras que los tridngulos coloreados en rojos forman una
2-cadena.

Definicion 5.2 [19] Para un complejo simplicial K, el conjunto de todas las d-cadenas junto a la ope-
racion de suma antes descrita forman un grupo abeliano que se denota por C4(K) y se conoce como el
d-ésimo grupo de cadenas de K.
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Puede divisarse que el elemento neutro del grupo C;(K) es el conjunto vacio, mientras que el inverso
de una d-cadena es esta misma, ademads este grupo es finito y sus elementos concuerdan con los del
conjunto potencia del conjunto de todos los d-simplices. Puede notarse ademés que para un complejo de
dimension d solo existe un grupo de cadena para cada dimensién entre 0 y d, ya que no hay simplices de
dimensiones mayores que conformen otros grupos.

Como antes se menciond, la invariante que se expone estudia la conectividad entre simplices de di-
mensiones contiguas, para esto se define el operador borde de un simplice de la siguiente manera:

Definicion 5.3 [19] Sea K un complejo simplicial y 6 € K un d-simplice, el borde 9,(G) de G es el
conjunto de todas sus caras de dimension d — 1, conjunto que a su vez, de acuerdo a la definicion 5.1, es
una (d — 1)-cadena. La funcion 9,4 se conoce como operador borde.

Observacion 5.1 Con respecto a la definicion 5.3, hay que destacar que no hay claridad en cémo se define
el operador borde para un 0-simplice o vértice, de acuerdo a la definicion el borde seria el conjunto de las
(—1)-caras del simplice, pero este conjunto no estd bien definido. Con el objetivo de respetar la definicion
3.5 se define al conjunto de las (—1)-caras de un vértice como el conjunto vacio. Ademds se acordard que

34(0) = 0.

Observacion 5.2 Haciendo uso de la definicion 5.3, se puede extender el operador borde a una d-cadena
¢, para ello basta tomar la suma de los bordes de los d-simplices que la componen, de modo que d,4(c) =
Y 5cc04(0), donde la suma es la expuesta en la definicion 5.1. Debe notarse que al aplicarle el operador
borde a una d-cadena se obtiene como resultado una (d — 1)-cadena.

De acuerdo a la observacién anterior se llega a la conclusion de que el operador borde d; constituye
una funcién que conecta a los grupos C;(K) y Cy—1(K) para un determinado complejo simplicial K, de
modo que dg : C4(K) — C4—1(K). No representa gran dificultad demostrar que esta funcion cumple
con la propiedad de aditividad (d(a ® b) = d4(a) ®d4(b) con a,b € C4(K)). Ostentando la caracteristica
de ser una funcién que posee la propiedad de aditividad, se llega a la conclusién de que el operador
borde constituye un homomorfismo entre grupos de cadenas de dimensiones contiguas. De modo que este
operador conecta a los grupos de cadena formando el siguiente enlace:

5 G(K) B k) B eiK) 2 oK) 2 0. 2)

Tener un homomorfismo que conecta a los grupos de cadenas de un complejo simplicial es un paso
muy importante. Haciendo uso de este homomorfismo se puede definir subgrupos de un grupo de cadenas
que son esenciales para la definicidn de los grupos de homologia de un complejo simplicial.

Teorema 5.1 [4] Dado el homomorfismo d; : C4(K) — Cy—1(K), el grupo abeliano Cy4(K) definido
sobre el complejo simplicial K tiene como subgrupos abelianos a los grupos:

1. kerdg = ({c € C4(K)|d4(c) = 0},®), el kernel de 9.
2. imgdg11 = 94+1(Cat1(K)) = ({f € Ca(K)|Fc € Ca11(K) : f = dat1(c)}, D), la imagen de 91

Demostracion. La demostracion del primero de los puntos se obtiene de manera directa del teorema 4.6,
pues es una aplicacién de este. Para el segundo punto solo basta recordar que un grupo es siempre sub-
grupo de si mismo, de modo que aplicando el tercer punto del teorema 4.5 se obtiene que imgdy. | =
9d+1(Cy+1(K)) es subgrupo de Cy(K).

Dada la importancia de los subgrupos del teorema 5.1, estos se nombran de una manera muy sugerente.
La siguiente definicién expone los detalles:
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Definicion 5.4 [4] Dado el homomorfismo 9y : C4(K) — Cy—1(K), para un complejo simplicial K, se
define el grupo Z,(K) = kerdy como el d-ésimo grupo ciclico de K y sus elementos se conocen como d-
ciclos, igualmente se define el grupo B;(K) = imgd,1 como el d-ésimo grupo borde de K y sus elementos
se conocen como d-bordes.

f

Fig.11. Complejo simplicial K compuesto por vértices, aristas y tridngulos. A la izquierda una l-cadena Z =

{{e,d} {d.e} {e,f},{f,c}} € Zi(K). A la derecha una 1-cadena B = {{d,e},{e,f},{f.8},{g,h}, {h,d}} € Bi(K), la cual
bordea a la 2-cadena {{d,e,h},{g,e,h},{g,e,f}}.

Ejemplo 5.1 Hasta el momento es vdlido cuestionar los nombres dados a estos grupos, y el por qué decir
que son sugerentes. La figura 11 ayudard a comprender estos nombres. La 1-cadena Z, a la izquierda en
la figura, es un 1-ciclos en Z,(K), esto se puede comprobar aplicando el operador borde a Z, con lo que
se obtiene 01(Z) = 0, puede notarse que las aristas de Z forman un ciclo. Por otra parte la 1-cadena B, a
la derecha en la figura, es un 1-borde en Bi(K), esto se puede comprobar ya que al aplicar el operador
borde 0, a la 2-cadena {{d,e,h},{g,e,h},{g,e,f}} se obtiene a B, intuitivamente esto significa que una
d-cadena estd en By(K) cuando bordea a una (d+ 1)-cadena. Se puede comprobar ademds que el 1-borde
B es también un 1-ciclo, a continuacion se verd que un d-borde es siempre un d-ciclo.

Teorema 5.2 Dada una (d + 1)-cadena c, se cumple que 04(04+1(c)) =0, lo cual significa que el borde
de una (d + 1)-cadena es un d-ciclo.

Demostracion. Para la demostracion se debe detallar la formula d,4(d,1(c)). Debe recordarse que una
(d+ 1)-cadena ¢ no es més que un conjunto de (d + 1)-simplices ¢ = {G1,02,...,0x}.

Antes se definié que dg41(¢) = Y.5e 94+1(0), de donde la férmula del teorema queda como 9;(Y g da+1(0)),
pero como el operador borde d; es un homomorfismo esta formula puede escribirse como Y <. 94(94+1(0))).
De este dltimo resultado se obtiene que si se demuestra que d;(dy+1(0)) =0, donde 6 es un (d + 1)-simpli-
ce, se demuestra que Y gc.04(d4+1(0))) = 0, pues esta suma es la expuesta en la definicion 5.1.

Para demostrar d;(dg+1(0)) = 0 basta comprobar que al aplicar el operador borde d;4; al (d + 1)-
simplice G se obtiene el conjunto de d-simplices que bordean a este. Ademads al aplicar d; a ese conjunto
de d-simplices se obtiene una coleccién de (d — 1)-simplices donde cada uno estd repetido dos veces,
sumando entonces todos estos (d — 1)-simplices de acuerdo a la suma de la definicion 5.1 se llega al
resultado deseado.

Contando con el resultado de que todo d-borde es un d-ciclo, se llega a la conclusion de que By (K) C
Z4(K), y como By(K) es un grupo, se deduce entonces que es subgrupo de Z;(K). Los elementos de
Z4(K) — B4(K) son los d-ciclos que no son borde de ninguna (d + 1)-cadena. Estos resultados permiten
detallar la cadena en 2, de modo que para un complejo simplicial de dimensién 3 quedara como en la
figura 12.
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Fig. 12. La cadena muestra que d3(C3) = By, 93(Z3) =0, 02(C2) = By, 92(Z,) =0, 01(C1) = By, 01(Z;) = 0. La igualdad B3 = 0
es causa de que no hay 4-simplices, y por tanto ningtin 3-simplice es borde de algin 4-simplice. La igualdad Cy = Z; se debe a
que el borde de todo 0-simplice o vértice es el conjunto vacio, luego toda 0-cadena es un 0-ciclo. Tomado de [4].

Finalmente estdn creadas todas las condiciones para definir los grupos de homologia de un complejo
simplicial K, para esto juegan un papel crucial los grupos B;(K) y Z;(K).

5.1. Grupos de homologia

Los grupos de homologia, al igual que los grupos definidos hasta ahora, son grupos definidos para cada
dimensién de un complejo simplicial. Lo que hace a estos grupos especialmente atractivos es que ellos
capturan caracteristicas muy discriminantes de los espacios topoldgicos.

El interés con el que se definen los grupos de homologia es capturar los ciclos no bordes de un com-
plejo simplicial, y ademas clasificar a estos mediante clases de equivalencia, de modo que ciclos en una
misma clase se diferencien solo en un borde. La motivacién para la definicién de estos grupos se expone
con la ayuda de la figura 13.

e d

Fig.13. Complejo  Simplicial K  formado por los  O-simplices {a,b,c,d,e,f}, los 1-simplices
{{a,b},{b,c},{c,d},{d e}, {e,a},{b,e} . {b,f},{c,[},{c,e}} ylos 2-simplices {{b,c,e},{b,c,f}}.

Examinando la figura 13 se puede notar que esta contiene dos 1-ciclos no bordes de ninguna 2-cadena,
unoes A = {{a,b},{b,e},{e,a}} yelotro B={{c,d},{d,e},{e,c}}. Vale cuestionar que ocurre con otros
1-ciclos como C = {{a,b},{b,c},{c,e},{e,a}}. Aligual que A y B, se cumple que C € Z;(K) — B (K),
pues C no es totalmente borde de una 2-cadena y por tanto C ¢ B;(K). El detalle que hace a C importante,
esque C=A®d({b,c,e}) yA=CD02({b,c,e}), es decir la diferencia de C con A es un 1-borde.

En lo adelante todo par de ciclo que se diferencien en un borde al igual que ocurre con A y C serdn
de interés y se dirdn homoélogos, ya que representan a un mismo ciclo no borde. Otro ejemplo de 1-ciclos
homoélogos son Ay D = {{a,b},{b,f},{f,c},{c,e},{e,a}} puestoque D=A D ({{b,c,e},{b,c,f}})
yA=D®d({{b,c,e},{b,c,f}}). El andlisis realizado nos ayuda a comprender que todos los 1-ciclos
homélogos a A en K se pueden obtener mediante la operacion A @ B;(K), que no es mds que una clase
lateral izquierda (Definicién 4.6) producida por B;(K) como subgrupo de Z;(K). Una extension de este
resultado nos permite decir que todos los d-ciclos homdlogos a un d-ciclo X € Z;(K) son los d-ciclos en
el conjunto X @ B,(K), al cual llamaremos clase de homologia.



20 Rail Antonio Alonso Baryolo, Edel Bartolo Garcia Reyes y Javier Lamar Le6n

Teniendo en cuenta el andlisis hasta aqui realizado y haciendo uso del teorema 4.2, gracias a la pro-
piedad de los grupos Z;(K) y B;(K) de ser abelianos, se puede definir los grupos de homologia de un
complejo simplicial.

Definicion 5.5 [6] Sea K un complejo simplicial y Z;(K) y By(K) los grupos de d-ciclos y de d-bordes de
K, respectivamente. Se define el grupo Hy(K) = (Z4(K)/Ba(K),0) de todas las clases laterales producidas
por By(K) como subgrupo de Z;(K) como el d-ésimo grupo de homologia de K, sus elementos (clases
laterales) se llamard clases de homologia. Dos d-ciclos en una misma clase de homologia de Hy(K) se
dice que son homdlogos.

Con esta definicion se culmina la explicacion de la homologia simplicial como invariante topoldgica.
Se ha llegado al resultado de que esta invariante asocia como objetos a los espacios topoldgicos, represen-
tados mediante complejos simpliciales, un conjunto de grupos llamados grupos de homologia, los cuales
tienen como finalidad clasificar a los ciclos del espacio topoldgico en cuestiéon. Los més sutiles podrian
cuestionar en este punto si la homologia es una invariante topoldgica, si se cumple que a espacios to-
polégicos homeomorfos (Def. 2.6) se asignan los mismos grupos de homologia, y la respuesta es que si lo
es, aunque la demostracion de esto supone algunas complicaciones y la introduccién de otras teorias.

Obsérvese que la definicion de complejo simplicial establece que estos son conjuntos finitos de simpli-
ces, por tanto el grupo abeliano C,; es finitamente generado, pues este se obtiene a partir de los simplices
de dimensién d del complejo, los cuales forman el conjunto generador de C,. Por otro lado los grupos
abelianos Z; y By al ser subgrupos de C; y aplicando el teorema 4.11 se deduce que son finitamente ge-
nerados. Debido a que B, es subgrupo de Z; y ambos son abelianos y finitamente generados, se puede
aplicar el teorema 4.12 para llegar a la conclusién de que H,; es un grupo abeliano finitamente generado,
lo cual es suficiente para enunciar la siguiente definicion.

Definicion 5.6 Sea H;(K) el d-ésimo grupo de homologia de un complejo simplicial K. Se define entonces
el d-ésimo niimero de betti de K como B4(K) = B(Hy(K)).

En el caso de las tres primeras dimensiones existe interpretacion intuitiva de los nimeros de betti, ya
que Bo concuerda con el nimero de componentes conexas del complejo simplicial, B; con el nimero de
agujeros (en la figura 13 los dos espacios no rellenos de azul) y 3, con el nimero de cavidades. Puede
comprobarse manualmente que para el complejo simplicial de la figura 13 estos ndmeros son By = 1,
Bi=2yp=0.

Comprendido como la homologia simplicial asocia grupos a los espacios topoldgicos representados
mediante complejos simpliciales se culminard este recorrido por la topologia algebraica con la introduc-
cioén a importantes y novedosos resultados desarrollados sobre los cimientos de los grupos de homologia.

6. Persistencia homolédgica

La persistencia homoldgica estudia la forma en que varfa la homologia en una filtracién 0 = K° C K' C
...K'C...CK/C...CK™=K (Seccién 3.1) de un complejo simplicial K. Mediante esta se pueden
responder preguntas como: ;Cuantas y cuales clases de homologia aparecen en K/ que no estaban en
K/=17, ;De las clases de homologia en K/ cuantas y cules de ellas estdn en K'?, ; Cuando desapareci6 una
clase de homologia que existia en K’ y no existe en K/?

Como ya se conoce la homologia simplicial captura los ciclos no bordes de un complejo simplicial,
y los clasifica mediante las clases de homologia, de modo que todos los ciclos en una de estas clases se
diferencian sé6lo en un borde.
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La persistencia homoldgica aplicada a una filtracién ordenada @ = K C K! C ... C K" = K de un
complejo simplicial K se encarga de llevar cuenta del tiempo i en el que nace (surge) una clase de homo-
logia a causa de la adicién de un simplice 6; a K'~! para obtener a K’, y del tiempo j en el que muere
(desaparece) la misma clase de homologia a causa de la adicion de un simplice 6; a K/~ para obtener a
K/. En este caso se dice que la clase de homologia tiene un tiempo de duracién de j —i— 1, ya que per-
siste desde el subcomplejo K’ hasta el subcomplejo K/~!, ademds se le asocia el intervalo de persistencia
li=t(0;),j=1(0;)). En caso de que una clase de homologia nacida en algiin momento x no muera se dice
que tiene tiempo de duracion e y su intervalo de persistencia es [x,oo).

Las ideas anteriores constituyen una explicacion para la definicién formal de persistencia homolégica
que se expone a continuacion.

Definicién 6.1 [4] Sea ® = K° C K' C ... C K™ = K una filtracién ordenada de un complejo simplicial
K, sea z un d-ciclo no borde creado en el tiempo i por la adicién del d-simplice o; y sea 7' un d-ciclo
homdlogo a z, el cual es convertido en un d-borde en el tiempo j a causa de la adicion de un (d 4 1)-
simplice 6. La persistencia de z y de la clase de homologia Z a la que z pertenece es j—i— 1. El
d-stmplice ©; se dice creador y el (d + 1)-simplice G; se dice destructor de la clase de homologia Z. Si
una clase de homologia no tiene destructor su persistencia es .

Observacion 6.1 La principal premisa de la persistencia homoldgica es que caracteristicas topolégicas
significativas tienen asociadas largas persistencia, mientras que caracteristicas con cortas persistencias
pueden interpretarse como ruido topoldgico o rasgos topoldgicos de poca importancia no identificativos
del espacio topologico que se analiza.

A continuacién se presentard un ejemplo con el cual se comprenderdn algunos detalles intrinsecos de
la persistencia homoldgica. Para ello se hara utilizacion de la filtracion ordenada de la figura 9.

Ejemplo 6.1 En la figura 9 puede notarse que en el primer tiempo se obtiene K' al agregar el vértice
o = {1}, credndose asi una componente conexa que representa a una clase de homologia en Hy(K").
En tiempo dos se agrega el vértice 6, = {2}, surgiendo otra componente conexa que representa a otra
clase de homologia en Hy(K?). En el tercer tiempo es agregada una arista 63 = {1,2}, la cual destruye
una componente conexa de las dos existentes y por ende una clase de homologia (en estos casos se
toma como convenio destruir siempre la ultima clase de homologia creada), de modo que se forman
el par creador-destructor (6,,03) entre el vértice {2} y la arista {1,2}, y el intervalo de persistencia
[t(c2) = 2,t(03) = 3) asociado a la clase de homologia destruida. Seguidamente en el cuarto tiempo
surge una nueva componente conexa a partir del vértice 64 = {3} que es destruida en el siguiente tiempo
por la arista 6s = {1,3} formando el par (64,05) y el intervalo [4, 5). Para el tiempo seis la arista
06 = {2,3} crea un agujero que representa a una clase de homologia en H,(Ks), la cual es destruida en
el séptimo tiempo por el tridngulo 67 = {1,2,3}, formdndose el par (6¢,67) y el intervalo [6,7). Debe
notarse que la componente conexa creada en el primer tiempo nunca fue destruida, por lo que ademds de
los intervalos descubiertos debe también tenerse en cuenta al intervalo [1,00).

El intervalo de persistencia [f(G,),7(Gy)) asociado a una clase de homologia significa que la clase
surge en el complejo K* de la filtracion, creada por la adicién de 6, a K*~!, y muere en el complejo K?,
destruida por la adicion del simplice 6, a K>~!. Estos intervalos introducidos de manera intuitiva permiten
representar la persistencia homolégica de un complejo simplicial, obteniéndose diagramas como los de la
figura 14, los cuales corresponden al ejemplo 6.1.
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Fig. 14. Diagramas para representar la persistencia homoldgica de la filtracion de la figura 9. En (a) se representan los diagramas
conocidos como cédigos de barra, uno para cada dimensién. En (b) se representa el llamado diagrama de persistencia.

Hasta el momento se ha dado un tratamiento completamente intuitivo de la persistencia homoldgica.
A continuacion se exponen algunos detalles formales publicados en [20] que muestran, a partir del descu-
brimiento de la estructura algebraica que describe a la persistencia de un complejo simplicial, el poder de
esta como invariante completa (2.7, 2.8).

Definicion 6.2 Sea B un conjunto y A un subconjunto de B, un mapa de inclusion es una funcioni: A — B
que asigna a cada elemento x € A el propio x tratado como elemento de B (i(x) = x).

Esta definicién tiene aplicacién directa en una filtracién K° C K' C K> C ... C K™ = K de un complejo
simplicial K, pues se cumple que K* C K” siempre que x < y, y por tanto se puede definir el mapa de
inclusién entre K* y K” para cualesquiera x,y que cumplan x < y. Note que esto permite expresar la
secuencia anidada de subcomplejos simpliciales K°C K' CK?C ... C K™ =K como una secuencia

conectada mediante el mapa de inclusién: K0 - K' 5 K2 5 ... 5 K" =K.

Teorema 6.1 Sean x <y < zy por tanto K* C K» C K?, entonces los mapas de inclusion i,y : K* — K,
Iy, : K — K* y iy, : K* — K* cumplen que i; = iy, oy, 0 en otras palabras iy, es igual a la composicion
de funciones entre iy; y iyy.

Aunque se da el resultado para el caso de complejos simpliciales, este se cumple para cualesquiera
sean tres conjuntos A C B C C. La demostracion resulta directa de la definicién de mapa de inclusion y de
la definicién de composicion de funciones.

El mapa de inclusién K* > K que asigna a cada elemento de K* el mismo elemento en K* induce
un importante homomorfismo que tiene como dominio al grupo de homologia H;(K*) y como imagen al
grupo de homologia H;(K”).

Definicion 6.3 Sean x <y y sean K* y K” subcomplejos de una filtracion que se sabe cumplen que K* C

K. Entonces el mapa de inclusion K* = K” induce un homomorfismo de inclusion entre Hy(K*) y Hy (K*)
que se denota por [ : Hy(K*) — Hy(K”), para una determinada dimension d. Este homomorfismo asigna
a cada clase de homologia Z, € Hy(K*) la clase de homologia Z, € Hy(K”) que contiene a Z, (f,” (Z,) =
Z,).
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Es importante destacar que el resultado del teorema 6.1 se extiende para la definicién de fj"y , esto es
fri=f o f; parax<y<z

Definicion 6.4 [18] Se llama d-ésimo grupo de homologia (i, j)-persistente de una filtracion K® C K' C
...KiC...CKJ/C...CK"=K de un complejo simplicial K, al grupo que se denota por H;’J) Y que se
define como H ‘SI’J ) = img f;’] (recordar que el tercer punto de la definicion 4.5 implica que img f;’] es un

grupo). Por su parte el d-ésimo niimero (i, j)-persistente de betti es el niimero Bg’j ) = B(H (gi’j )).

Definicién 6.5 [20] Sea F : K° CK' C ... C K™ = K una filtracion de un complejo simplicial K. Se llama
d-ésimo médulo de persistencia asociado a F a la familia {H;(K")}1<i<m de los grupos de homologia
asociados a cada subcomplejo de la filtracion F, junto a los homomorfismos f;' : Hy(K') — Hy(K7), para
todo i < j.

Esta definicién es muy importante, pues introduce el d-ésimo mdédulo de persistencia, que no es mas
que la estructura algebraica que describe la persistencia de una filtraciéon de un complejo simplicial; al
hablar de persistencia homoldgica respecto a una filtracién de un complejo simplicial la entidad de donde
parten los andlisis tedricos es la estructura introducida en la definicién.

Definicion 6.6 Sean F:K°CK'C...CK"=KyG:0°CQ'C... C Q" = Qfiltraciones de los comple-
jos simpliciales K y Q respectivamente, y sean MY : ({Hy(K") }1<i<m, f37?) y MG : ({Ha(Q) }1<j<m, 8)")
los d-ésimos médulos de persistencia asociados a F' 'y a G respectivamente. Se dice que Mg y Mg son
modulos de persistencia isomorfos si se cumple que H;(K*) y H;(Q") son isomorfos con isomorfis-
mo Iy : Hy(K*) — Hq(Q") para todo 1 < x < m, y ademds se cumple para f;” : Hy(K*) — Hy(K”) y
gt Hy(Q%) = Ha(Q) que si f;” (hy) = hy entonces g (I3 (hy)) = L (hy).

Al igual que la relacién de isomorfismo entre grupos, la relacién de isomorfismo entre mddulos de
persistencia es una relacién de equivalencia. Para demostrar este hecho hay que demostrar las tres propie-
dades que definen a la relacidn de equivalencia y para esto se debe hacer uso de la relacién de isomorfismo
entre grupos, asi como en la definicién de composicién de funciones, la demostracién no se desarrolla pues
implica una gran cantidad de célculos, a pesar de no presentar mayores complicaciones. Al contar la pro-
piedad de que la relacién de isomorfismo entre mdédulos de persistencia es una relacion de equivalencia,
se puede utilizar el teorema 2.1 para particionar cualquier conjunto de médulos de persistencia de modo
que médulos de persistencia en una misma clase son isomorfos y en clases diferentes no lo son.

La siguiente definicién formaliza la nocidn de intervalo de persistencia que se habia utilizado hasta el
momento para las explicaciones intuitivas.

Definicion 6.7 [20] Un intervalo de persistencia es un par ordenado (i, j) € 7 X (Z U +o0).

Segtn lo visto hasta este momento, a cada filtraciéon de un complejo simplicial, o lo que es equivalente,
a cada médulo de persistencia, se la asocia un conjunto de intervalos de persistencia por cada dimension
d del complejo simplicial en cuestion.

Teorema 6.2 [20] Sea P, el conjunto de todos los d-ésimos modulos de persistencia, donde como sabemos
estd definida la relacion de equivalencia “isomorfismo”, sea ademds § el conjunto que contiene a los
conjuntos de intervalos de persistencia. Entonces existe una invariante completa f : Py — § que asigna
a modulos de persistencia de P; en una misma clase de equivalencia el mismo conjunto de intervalos
de persistencia, y a médulos de persistencia en clases diferentes diferentes conjuntos de intervalos de
persistencia.
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La demostracion propuesta en [20] de este asombroso e importante resultado va mds all4 de la exis-
tencia de tal funcién f : P; — g, pues también queda demostrada la unicidad de tal funcién y queda
demostrado que el conjunto de intervalos de persistencia asociado a cada médulo de persistencia en Py
coincide con los intervalos introducidos en la definicién 6.1. Esto implica que mediante el procedimien-
to descrito en el ejemplo 6.1 se le asigna a todos los mddulos de persistencia en una misma clase de
equivalencia el mismo conjunto de intervalos de persistencia y a médulos de persistencia en clases de
equivalencia diferentes se les asignan diferentes conjuntos de intervalos. Se concluye entonces que cada
conjunto de intervalos de persistencia identifica a una tnica clase de equivalencia.

6.1. Distancia de Bottleneck

De acuerdo a la figura 14(b) un conjunto de intervalos de persistencia se puede interpretar como un con-
junto de puntos de R?. Este hecho es suficiente para definir una distancia entre conjuntos de intervalos de
persistencia, que a su vez fungiria como una distancia entre médulos de persistencia, donde dos a médulos
de persistencia en una misma clase de equivalencia les corresponderia distancia cero por tener el mismo
conjunto de intervalos de persistencia y a médulos en clases distintas les corresponderia distancia distinta
de cero. Dada la importancia que resulta tener definida una distancia entre mdédulos de persistencia, este
tema no tardo6 en ser estudiado, y se utiliz6 la distancia de bottleneck por presentar buenas cualidades
para medir distancia entre mddulos de persistencia.

Definicion 6.8 [21] Sean 1 y ¢ dos conjuntos de intervalos de persistencia entonces se denota la
distancia de bottleneck entre ) y §» como dg y se define como:

dp(1, ) = inf sup ||x — £(x)||eo, 3)
L xep

donde { : | — §2o pertenece al conjunto de las funciones inyectivas entre 1y §,.

Observacion 6.2 Una propiedad muy importante que posee la distancia de bottleneck es su estabilidad
ante perturbaciones de los datos [18], esto significa que pequeiios cambios en la filtracion a la que se
aplica la persistencia reflejan muy pequeriia distancia entre los diagramas de persistencia correspondien-
tes a las filtraciones antes y después de los cambios. Una discusion de este tema puede encontrarse en
[21,18].

6.2. Algoritmo incremental

Como ya se conoce, una filtracién ordenada (Definicién 3.11) de un complejo simplicial, establece un
orden en los simplices de este. Esto permite analizar las filtraciones ordenadas de manera creciente de
acuerdo al orden que estas establecen, el ejemplo 6.1 constituye una aplicacion de esta idea, la cual ha
sido ampliamente utilizada en algoritmos para el calculo de la persistencia homolégica.

A continuacion se presenta un cldsico algoritmo propuesto en [22] para el cdlculo de los numeros de
betti de un complejo simplicial dada en forma de filtracién ordenada.

Como se puede observar, el algoritmo 1 analiza un simplice ¢ cada vez y pregunta por la pertenencia
de ¢ a un ciclo, en caso afirmativo estaria creando una clase de homologia, mientras que de lo contrario
estaria destruyendo. Esta pregunta, conocida como deteccién de un ciclo, es la mayor dificultad de este
algoritmo, y es centro de atencién con el objetivo de mejorar en eficiencia. Las respuestas dadas a esta
pregunta hasta el momento implican para el caso general una complejidad computacional mayor a O(n?)
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Algoritmo 1: Algoritmo incremental

entrada: Filtracion ordenada Ky = [G9, Gy, ..., 0] de un complejo simplicial K.
n:=dim(K);
for d =0tondo
| Ba:=0;
end
for i =0tomdo
d :=dim(G;);
if 6; pertenece a un d-ciclo de K; then
| Ba=Ba+1;
else
| Ba—1:=PBa1 -1
end

o RN E W -

o
g

end
salida : Lista de nimeros de betti {Bo,B1,..-,Bn}-

ik
[

del algoritmo [23]. Casos muy particulares de complejos simpliciales han permitido una respuesta de
complejidad computacional de O(n) [22]. Un andlisis de la correctitud de este algoritmo puede encontrarse
en [22].

7. Persistencia homologica multidimensional

En el afio 2006 los autores de [24] introducen la persistencia homoldgica multidimensional, que no es mas
que una generalizacion de la persistencia homoldgica vista hasta ahora. Mientras la persistencia homol4gi-
ca produce una invariante para una filtracién de un complejo simplicial, la persistencia multidimensional
estd destinada a producir una invariante para una multifiltracion de un complejo simplicial (en la figura 15
se muestra una bifiltracién del complejo simplicial de la casilla (3, 2)).

A pesar de las cualidades potenciales de la persistencia multidimensional, y en contraste con la per-
sistencia homoldgica, la comunidad de la topologia computacional se ha mostrado lenta en aplicar esta
herramienta para resolver problemas reales. El autor en [25] argumenta que esto no es totalmente sorpren-
dente, dado que con el poder y la generalidad de la persistencia multidimensional viene aparejado un alto
grado de complejidad matemaética sin precedente en la persistencia homoldgica que dificulta la aplicacion
de esta herramienta.

7.1. Multifiltraciones

Esta seccion presenta una generalizacion de los elementos referentes a filtraciones de complejos simpli-
ciales expuestos en la seccidén 3.1.

A partir de este momento se verd a R" como un conjunto parcialmente ordenado, donde (ay,a, ...,a,)
< (b1,ba,...,by) siy solosia; < b;paratoda 1 <i<n.

Definicion 7.1 Una funcion multifiltro de un complejo simplicial K es una funcion F : K — R" que asigna
a cada simplice un vector real, tal que si 6 € K y T es cara de & entonces F(1) < F(0).

Ejemplo 7.1 La figura 15 representa una funcion multifiltro F, donde la arista {c,e} tiene por valor a

F({c,e})=(0,1).
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Definicion 7.2 [26,5] Una multifiltracion de un complejo szmpltczal K es una famllla finita {K Yo ern
de subcomplejos de K que cumplen que K 9 g sucomplejo de K B siempre que o < B

b q'f:,ln__ab abf P
Y S . e ’ f b
ibe
—o v : e c
d

q
(-
{.

fo ho L] . .‘ . .
of
% % o« 4. !
iaid | N

0,0) (1,0) (2,0 (3,0)

Fig. 15. Ejemplo de bifiltracién de un complejo simplicial. Tomado de [5].

Observacion 7.1 Debe notarse que para dos subcomplejos K o vy K [ de una multifiltracion no siempre
se cumple que uno de ellos es subcomplejo del otro, como si ocurria en el caso de las filtraciones. Para
ello note que puede ocurrir que no se cumpla o < B ni ﬁ < o, como es el caso de (1,1) ¥ (0,2), y
puede observarse en la figura 15 que ninguno de los complejos de estas casillas es subcomplejo del otro.
Debido a esto una multifiltracion de un complejo simplicial K no puede codificarse como una secuencia
anidada de subcomplejos simpliciales de K y por tanto no puede convertirse a una filtracion. Esto tiene
como consecuencia la imposibilidad de aplicar la persistencia homologica al caso multidimensional y con
ello que no se pueda utilizar los intervalos de persistencia como una invariante de las multifiltraciones.

7.2. Persistencia en multifiltraciones

Las definiciones en el caso de la persistencia multidimensional como hemos visto hasta ahora estdn estre-
chamente relacionadas con las definiciones en el caso de una dimensién. En este apartado se dan elementos
equivalentes a los expuestos en la seccidn 6 y especificamente equivalentes a los expuestos a partir de la
definicién 6.2, se dardn los resultados principales y se dejard al lector la tarea de redefinir los restantes, ya
que no presentan complicacién alguna.

Definicion 7. 3 Sean o < B y sean K% yK [ subcompl Jos de una multifiltracion que se sabe cumplen

que K o CK [} Entonces el mapa de mcluszon K% L kB mduce un homomorfismo de inclusion entre
H;(K 3) y Hy(K B) que se denota por fd 7. tHy(K @) — Hy(K B) para una determinada dzmenszon d.
Este homomorfismo aszgna a cada clase de homologia Z € Hy(K 3) la clase de homologia Zﬁ €Hy(K [ )

que contiene a Zg ( fp (Zg) = ZE ).

Se debe tener en cuenta que en el caso multidimensional también se cumple que f; LA =f BY of;”’ @.F

paraa< B <7
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%
Definicion 7.4 Se llama d-ésimo grupo de homologia ( 3, B )-persistente multidimensional de una mul-

"

tifiltracion {Ka}a6 rn de un complejo simplicial K, al grupo que se denota por H, (d.B) y que se define
— —>

como H‘(Za’ - zmg f P por Su parte el d-ésimo niimero ( 3 B )-persistente multidimensional de betti

(3 B))

Definicion 7.5 Sea F : {Ka}a6 re una multifiltracion de un complejo simplicial K. Se llama d-ésimo

es el niimero Bd B =PB(H,

mddulo de persistencia multidimensional asociado a F a la familia {H;(K )}geRn de los grupos de

homologia asoczados a cada subcomplejo de la multifiltracion F, junto a los homomorfismos fd
Hd(Ka) — Hd(KB ), para todos o < [3

Definicion 7.6 Sean F : {K Yaer ¥ G {QB 1= B Ry multifiltraciones de complejos simplicial K y Q res-

pectivamente, y sean M4 : ({Hq(K )}QGRH, 0“ ’az) yM§: ({Hd(QB )= i eRn’gdl l’)’2) los d-ésimos médulos
de persistencia multidimensional asociados a F' y a Q respectivamente. Se dice que M5 y Mg son isomor-
fos si se cumple que Hd(K7) y Hd(Q7) son isomorfos con isomorfismo Ij : Hd(K7) — Hd(Q7), para
todo 7 tal que al menos uno entre KV y Q7 exista, y ademds se cumple para fg " H (K W) — Hy (Kﬁ)
yg;ﬁ (QY ) — Hd(Qﬁ ) que si f} ﬁ( hﬁ entonces g ﬁ(IY‘ (h 77» = Idﬁ(hﬁ).

Al igual que en el caso de la persistencia en una dimension, la relaciéon de isomorfismo definida en un
conjunto de médulos de persistencia multidimensional es una relacién de equivalencia. Como sabemos,
esto implica que se puede partcionar cualquier conjunto de médulos de persistencia multidimensional en
clases. Esta particién cumpliria que mddulos de persistencia multidimensional en una misma clase son
isomorfos y mddulos de persistencia multidimensional en clases diferentes no son isomorfos.

Como es de esperar en este punto, la comunidad ha centrado sus esfuerzos en encontrar una invariante
completa para el caso de la persistencia multidimensional. Siempre teniendo en cuenta la restriccién de
que la invariante permita el desarrollo de algoritmos eficientes para su utilizacién en problemas reales.
Este problema no tiene solucién auin, aunque los autores en [24] se muestran pesimistas de acuerdo a los
resultados que han alcanzado. A causa de la imposibilidad de encontrar una invariante completa se han
centrado los esfuerzos también en encontrar invariantes eficientes de computar aunque no sean completas.
En todos los casos tratando de maximizar el poder discriminatorio de la invariante. En este sentido surge
la invariante que se expone en la seccién 7.3.

En el caso de la persistencia homoldgica unidimensional se introdujo una distancia entre conjuntos
de intervalos de persistencia que se podia interpretar como una distancia entre médulos de persistencia.
En el caso multidimesional como ha sido costumbre se ha tratado de extender este resultado. Al no con-
tar con una invariante completa que represente a los mddulos de persistencia multidimensional, se han
centrado los esfuerzos en introducir distancias definidas directamente entre los médulos de persistencia
multidiemsional. Los principales resultados alcanzados en esta direccién son [27,28,29,30,31].

7.3. Invariante del rango

Dada una multifiltracién {K a}ae gn» COMO ya conocemos se pueden definir en cada subcomplejo K 9 Jos
grupos de homologia H; (K 3), para cada dimensién d. La invariante del rango es una funcién que captura
%

ﬁ
los cambios que ocurren entre los grupos de homologia de K o y KB siempre que o <B.



28 Raiil Antonio Alonso Baryolo, Edel Bartolo Garcia Reyes y Javier Lamar Le6n

Los autores de [24] demuestran que cuando la dimensién es solo una, es decir cuando se trata de
persistencia homolégica unidimensional, la invariante del rango es completa y concuerda con la invariante
completa introducida en la seccion 6.

— —
Deﬁnici(')ll_’>7.7 [24] Sea N' = NU{eo}, queda definido el conjunto D" como D" = {(o, B)|d e N", B
N o S B

Definicion 7.8 [24] Sea F : {Ka}aeNn una multifiltracion de un complejo simplicial K, se llama inva-
riante del rango para cada dimension d de K a la funcion prq : D" — N, que tiene como expresion:

Pra( 3 B)= B) €]

El objetivo de esta funcién es dar como valor, dado un elemento 3 B)e ID)” la cantidad de d-ciclos
no bordes que hay en K< y que cumplen que persisten o no han muerto en K [ Debe notarse que D"

estd definido de modo que si (ﬁ B ) € D" entonces K o siempre es subcomplejo de K B

Los autores de [5] proponen en este trabajo un algoritmo con complejidad temporal para el caso peor
de O(n’) para el célculo de la invariante del rango, donde n concuerda con el nimero de simplices del
complejo simplicial en cuestion. Este algoritmo no es ttil en para su aplicacién en problemas reales, debido
su alta complejidad temporal, por lo cual se continda buscando algoritmos que mitiguen esta dificultad.

8. Conclusiones

En este trabajo se han detallado elementos bédsicos de herramientas matematicas provenientes del campo
de la topologia algebraica, conocidas como homologia simplicial y persistencia homoldgica. Se ha hecho
uso, en la medida de lo posible, de explicaciones intuitivas que dan valor al trabajo como introduccién a
este tema, que resulta de alta complejidad.

Debido a la amplia presencia de espacios métricos en problemas de la prictica, y debido a que todo
espacio métrico induce un espacio topoldgico, la utilidad de las herramientas introducidas y la capacidad
que tienen para ser aplicadas en infinidad de problemas existentes es inminente. No se ha hecho especial
énfasis en las aplicaciones practicas de estas herramientas ya que va mds alld de los objetivo del trabajo.
No obstante se reportan aplicaciones exitosas en investigaciones en el drea de reconocimiento de patrones
y en otras dreas, entre las que se encuentran las referenciadas en la introduccién de este trabajo. Note que
esto contrasta con el cardcter novedoso de estas herramientas que actualmente contindan desarrolldndose.

La persistencia homolégica solo requiere de un espacio topolégico filtrado o multifiltrado para ser
aplicada. Como anteriormente se dijo, estas condiciones son muy comunes en problemas précticos, lo que
hace de la persistencia una herramienta a tener siempre en cuenta. En este sentido la persistencia queda
favorecida, pero a su vez surge un problema que actualmente no ha sido tratado con énfasis. Este consiste
en que la posibilidad de aplicar esta herramienta a tal variedad de problemas no asegura una solucién
exitosa en todos los casos. En este sentido es necesario extraer cualidades claras de la persistencia que
permitan decantarse por ella o rechazarla para la solucién de un problema determinado.

Por otra parte, el tema de la persistencia multidimensional presenta problemas sin solucién y parcial-
mente resueltos, en los cuales actualmente se centra la atencién. Actualmente no se ha encontrado una
invariante completa para este caso, surge entonces la incégnita de la existencia de tal invariante. De existir
una invariante completa en el caso multidimensional entonces surgirfan otras interrogantes orientadas al
calculo de tal invariante y a su eficiencia. De no existir tal invariante entonces se cae en el problema de las
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invariantes no completas. En este sentido se han introducido invariantes, como la invariante del rango, pero
también surge el problema de la eficiencia del calculo. Como se vio en el caso introducido en este trabajo
es una dificultad que frena su uso en muchos problemas a resolver. También la posibilidad de contar con
mads de una invariante no completa introduciria dificultades como la comparacién de dos invariantes para
decidir cudl es mejor y con respecto a qué tipo de problemas.

Finalmente un grave problema se presenta en el cdlculo de las distancias definidas entre los médulos

de persistencia unidimensional y multidimensional. Los algoritmos existentes para estos propdsitos son
muy costosos y por tanto generalmente no aplicables a problemas reales.
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Anexo 1 - Grupos de Investigacion y Sitios de Interés

= (CATAM)Computational Algebraic Topology and Applied Mathematics. Andalusian research group
FQM-296
(http://munkres.us.es:8080/groups/catam)

= (ALTA) Istitute for Algebra, Geometry, Topology and their applications
(http://www.alta.uni-bremen.de)

= (ACAT) Applied and Computational Algebraic Topology
(http://acat.lix.polytechnique.fr)

= (ComTop) Applied and Computational Algebraic Topology
(http://comptop.stanford.edu)

= AlgTop-Conf
(http://nilesjohnson.net/algtop-conf)

= (http://appliedtopology.org)
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