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Resumen. En el trabajo se exponen las diferencias fundamentales entre el concepto de similaridad y
el de distancia y el papel que éstos desempefian en la solucion de problemas reales de
Reconocimiento de Patrones. Se hace un analisis del empleo, en muchas ocasiones inadecuado, de
herramientas basadas en la funcién de distancia o de la similaridad como el opuesto o el inverso de
una funcion de distancia. Y se muestran extensiones de herramientas que fueron disefiadas para
funciones de distancia al caso de funciones de similaridad, que no son necesariamente el opuesto o
el inverso de una funcién de distancia, ni siquiera funciones simétricas,.

Palabras clave: similaridad, distancia, vecino méas cercano, c-means, prototipos, reconocimiento
I6gico combinatorio de patrones.

Abstract. In this paper, the fundamental differences between distance function and similarity
function are exposed. The role of these concepts in the solution of real world Pattern Recognition
problems is emphasized. We analyze the use, many times inadequate, of tools based on distance
function or similarity functions that are not necessarily the inverse or the opposite of a distance
function. In addition, we show extensions of tools initially designed for distance functions to the
case of similarity functions that are not the inverse or the opposite of a distance function, even non-
symmetric functions.

Keywords: similarity, distance, nearest neighbor, c-means, prototypes, logical combinatorial
pattern recognition.

1 Introduccion

Muchos seres vivos somos capaces de reconocer objetos, situaciones, fendmenos y muchas otras cosas
mas, a partir de observaciones, datos, informaciones, conocimientos previamente adquiridos. ;Coémo lo
hacemos? Es algo que no ha sido establecido con toda precisién y fundamento aunque por supuesto
existen muchas teorias al respecto. Una respuesta sdlida a esta pregunta abriria la posibilidad, por
ejemplo, de poder reconstruir este mismo proceso en dispositivos computacionales y brindaria mayores
opciones para incrementar la potencialidad de los seres humanos. A pesar de que al respecto aun no hay
esas respuestas contundentes, si existen hipdtesis muy plausibles sobre la base de las cuales se han
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desarrollado modelos matematicos y herramientas computacionales encaminadas a potenciar las
capacidades de los seres humanos en muchas tareas de interés vital para el desarrollo de la humanidad.
Una de estas ideas es asumir que la “proximidad entre objetos” es un punto de partida para el logro de
esos propositos [Pekalska, Duin, (2005)]. Sin embargo, este concepto, como el de “cercania”, también
utilizado por varios autores, esta intimamente ligado al concepto de distancia; y esto es muy importante
tenerlo en cuenta dada la prolifera cantidad de situaciones diversas en las que debemos realizar el
proceso de reconocer objetos o fendmenos en los problemas del mundo real. Los “parecidos” o las
“diferencias” entre objetos, fendmenos o eventos, no siempre los podemos ver en términos de una
distancia, como veremos en algunos de los ejemplos que a continuacion mencionaremos.

Por otro lado aparece un concepto, clave en todo el proceso de formalizacion de estas ideas: la
representacion de los objetos o fendmenos que queremos reconocer. Como ya sabemos, el estudio de
los objetos para su reconocimiento mediante dispositivos computacionales se realiza no directamente
sobre los mismos sino sobre sus representaciones en un cierto espacio. Espacio que es construido a
partir de las variables o rasgos que describen a los objetos. Estas representaciones pueden referirse a la
estructura propia de los objetos o a la descripcién, digamos semantica, de los mismos. En este Gltimo
tipo de representacién es que concentraremos nuestro andlisis, aunque mucho de lo que aqui
analizaremos es extensible a los otros tipos de representacion.

Para algunos autores, una de las cuestiones basicas en el reconocimiento de patrones es poder
establecer las diferencias entre los objetos, fendbmenos o eventos y por tanto para ellos la disimilaridad
es el concepto sobre el que han enfocado sus desarrollos [Pekalska, Duin, (2005)]. Para estos autores
solo cuando las diferencias han sido observadas y caracterizadas, la similaridad empieza a desempefiar
un rol. A partir de aqui llegan a la conclusién de que la disimilaridad es mas fundamental que la
similaridad, por lo que han enfocado el desarrollo de sus teorias sobre la base de dicho concepto. Sin
embargo, estos autores no dan una definicion formal de una funcién de disimilaridad. Lo que si queda
claro, como expresan los propios autores de estas ideas, es que la opcion por las disimilaridades esta
avalada por el hecho que ellas pueden ser interpretadas como distancias en un espacio vectorial
conveniente y en muchos casos ellas pueden ser intuitivamente mas atractivas.

A diferencia de lo expuesto por los citados autores, existen muchos ejemplos practicos en los que es
la analogia, el parecido, la similaridad, entre los objetos, fenédmenos o eventos, lo que proporciona la
informacidn basica para poder establecer el reconocimiento entre los mismos. Cuando nos enfrentamos
a dos cuadros clinicos, expuestos sobre la base de la sintomatologia y los signos observados en los
pacientes, en muchos casos no son las diferencias, sino las semejanzas lo que nos permite establecer un
diagnostico. De hecho, las diferencias pueden ser muchisimas y no tienen valor clinico. Los llamados
factores de riesgo en muchos padecimientos se establecen sobre la base de las semejanzas, no de las
diferencias. Algo analogo ocurre con el establecimiento de zonas perspectivas para la existencia de
yacimientos minerales, o para el cultivo en la agricultura, o para el establecimiento de un diagnostico
técnico del funcionamiento de un equipo, o el prondstico meteoroldgico, o el modus operandi de
acciones delictivas, o la conducta de grupos de clientes en mercados, o de turistas en ciertas ciudades y
muchos ejemplos més donde es la similaridad la que resulta ser el factor fundamental. A este hecho se
une otro de carécter basico y que es caracteristico de las ciencias poco formalizadas (Medicina,
Geociencias, Sociologia, Psicologia, Ecologia, la Criminalistica y otras): la frecuencia de aparicion de
las combinaciones de valores de esos rasgos.

Es por ello que varios autores coincidimos en la idea de que uno de los conceptos fundamentales del
Reconocimiento de Patrones es la analogia entre objetos, el parecido entre las descripciones de los
objetos [Hubert, L.J. (1973), Tversky, A. (1977), Moskalienskii, E.D. (1984), Moskalienskii, E.D.,
Chinaiev, Y.B. (1984), Goldfarb, L. (1985), Sato, M., Sato, Y. (1995), Rodriguez, A., Egenhofer, M.
(2003, 2004), Schwering, A., Raubal, M. (2005)]. Muy en particular, este concepto, como mencionamos
anteriormente, es clave en las Ilamadas ciencias poco formalizadas, que por demds tienen un gran
impacto en la sociedad desde muchos puntos de vista: econémico, politico, social, etc.

La formalizacién del concepto de similaridad (o del de disimilaridad) es una tarea importante que ha
sido comunmente reducida al uso de las distancias.
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Cuando el estudio se realiza en un espacio de representacion métrico, lo usual es considerar la
proximidad como sinénimo conceptual de la analogia. Mientras méas parecidos (semejantes, analogos)
son los objetos que se comparan, mas cercanas deberan estar sus representaciones en el espacio que se
considere. Y por supuesto que existen problemas del mundo real que satisfacen estas condiciones. Sin
embargo, cuando no hablamos de espacios métricos, cuando no es una distancia lo que se debe emplear
para comparar las descripciones de los objetos, es natural que esta idea deba ser ajustada a las nuevas
circunstancias.

El procedimiento empleado durante mucho tiempo por muchos investigadores ha sido considerar esa
analogia, parecido, similaridad, como el opuesto o el inverso de una funcién de distancia. Y esto es, en
ocasiones, correcto, pero no siempre los problemas del mundo real responden a estas exigencias.

Para entender mejor estas ideas es importante recordar las principales diferencias y conexiones entre
estos dos conceptos: distancia y similaridad (semejanza). Aunque a diferencia del concepto de
distancia, en el caso de la similaridad (o disimilaridad) no existe una definicién universalmente
aceptada, lo que dificulta el analisis de estas diferencias.

2 Algunos conceptos béasicos

¢Qué es una distancia? Existe una variedad de funciones de distancia (pseudo-distancia, semi-distancia,
distancia, pre-distancia, ultra-distancia, etc.), 0 mas bien de medidas de disimilaridad, en dependencia
del cumplimiento de cierto conjunto de propiedades. Aunque a muchas de estas “variaciones” de
distancia se les denomina usando el término disimilaridad, no se da una definicién formal de esta
altima.
Siguiendo a [Goldfarb (1985)], se veran algunos de los conceptos mencionados:

Definicion 1. Por una pseudo-distancia (coeficiente de disimilaridad) se entiende una funcién real no
negativa =, definida sobre el producto cartesiano de un conjunto P, que satisface las siguientes dos
propiedades:

a) Vp1,p2€P n(p1,p2)=n(p2,p1) (simetria)
b) VpeP n(p,p)=0 (reflexividad)

Definicion 2. Una pseudo-distancia se denomina semi-distancia si satisface ademas:
C) VP1,p2€P m(P1,p2)=0 =p1=p; (reflexividad fuerte).

Observemos que esta propiedad implica que el Gnico caso en que la semi-distancia se anula, es decir,
que alcanza su minimo valor, es cuando los objetos que se comparan son los mismos. Esta propiedad
también esta presente en el concepto de distancia.

Finalmente,

Definicidn 3. Una semi-distancia que satisface la siguiente condicion:

d) Vp1,p2,p3eP mt(p1,ps)<n(p1,p2)+n(p2ps)  (desigualdad triangular)
se le denomina funcion de distancia o simplemente distancia.

A pesar de la claridad de estas definiciones no es extrafio encontrarse en la literatura de
Reconocimiento de Patrones y Mineria de Datos, autores que hablan de distancias no simétricas, o de
distancias que no cumplen la desigualdad triangular lo que son expresiones incorrectas. De hecho la
literatura recoge, entre otras, una funcion muy conocida y empleada en esta area del conocimiento que
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responde al nombre de distancia de Mahalanobis, que no es una distancia, pues no cumple la condicion
c) de la definicion 2 [Xing et al. (2002), Scheirer et al. (2014)].

Incluso el propio Goldfarb ha considerado que la condicién c¢) no es una condicidn necesaria en toda
funcion distancia, ya que como él mismo dice, uno puede requerir de la posibilidad de que dos objetos
sean completamente similares con respecto a la funcién de distancia seleccionada, sin ser idénticos.
Esto es una clara contradiccion con la definicidn de distancia y de lo que se trata en todo caso es de la
necesidad de usar coeficientes de disimilaridad como el propio Goldfarb los denomina, es decir,
emplear la funcion que realmente responda a los requisitos especificos del problema que se esta
modelando y no adaptar la realidad a los prerrequisitos del modelo que se desea emplear, por mas
famoso y popular que este sea, pues el precio que pudiera pagarse por ese hecho puede ser mayor que el
de buscar la funcion adecuada. En otras palabras, realizar la modelacion matemaética correcta del
problema [Ruiz-Shulcloper, et al. (2013)] que se requiere resolver es lo que se impone en estos casos.

Pero el problema no es de un mero formalismo matematico ni de una exquisitez de notacion o
denotacién. Es que muchas de las herramientas matematicas Utiles para la solucién de problemas, en los
gue esas funciones estan involucradas, asumen la existencia de una distancia no de una pseudo-distancia
u otra funcion relativa a la distancia, aunque ésta ademas satisfaga la desigualdad triangular. Esto es, en
este caso, que se cumpla la condicion c) de la definicion 2. Es importante enfatizar que las violaciones
no son en cuanto a las denominaciones, sino en cuanto a la suposicion de que ciertas funciones,
necesarias para resolver un problema concreto de Reconocimiento de Patrones, satisfagan o no las
hipotesis sobre las que descansa la herramienta matematica que se aplique.

Lo frecuente en la literatura es asumir la definicion de distancia en términos de las cuatro
propiedades antes mencionadas, 0 aln mas directo, asumir distancias ya muy conocidas como son la
Euclidiana, Minkowski, y otras. Incluso la denominada distancia de Mahalanobis, que no es una
distancia, como ya hemos mencionado.

En ese mismo trabajo de Goldfarb se puede apreciar que la funcion de distancia, en general, ha sido
considerada en la practica como un equivalente de la funcion de disimilaridad. A partir de esta
consideracion, la mayoria de los analisis en Reconocimiento de Patrones se han realizado en términos
de la distancia y después de arribar a las conclusiones, relacionadas directamente con los problemas del
mundo real, las funciones de similaridad han sido interpretadas en forma del opuesto o del inverso de la
distancia. Y este hecho se puede explicar, por el poder y desarrollo de las herramientas matematicas
elaboradas sobre la base del concepto de distancia. S6lo que una distancia, como ya hemos mencionado,
es un caso particular de una disimilaridad por lo que no se justifica siempre esta consideracion.

Esto explica por qué a muchos autores se les hace muy natural, mas bien conveniente, pensar que si
se asume una funcién de distancia, se puede obtener una funcién de similaridad mediante el opuesto o
el inverso de dicha funcién. Y es cierto, el inverso o el opuesto de una distancia es una similaridad pero
no son las Unicas funciones de similaridad que son necesarias en la solucién de los problemas reales de
Reconocimiento de Patrones y Mineria de Datos. Y con esa afirmacion si se podria estar totalmente de
acuerdo si se hablara en general de que una similaridad es el inverso o el opuesto de una disimilaridad.
Pero qué es una similaridad y qué es una disimilaridad.

Es importante subrayar que existe una gran cantidad de problemas reales, en particular relacionados
con imagenes Yy sefiales, entre otros, en los que trabajar con una funcién de distancia es adecuado. En
otros problemas es posible incluso que se pueda trabajar con una funcién de distancia, aprovechando el
arsenal matematico desarrollado para estas funciones y luego interpretar los resultados en términos del
opuesto o el inverso, segun sea el caso, sin que con esto se deforme la realidad ni se cometa ninguna
violacion metodolégica. Sin embargo, también es necesario destacar que esto no siempre es correcto y
gue existen problemas reales en los que no es adecuado tal proceder.

Finalmente, se puede concluir que no es totalmente cierto que una funcién de similaridad sea el
opuesto o el inverso de una distancia. Por ejemplo, baste considerar un problema en el que dos objetos
son totalmente similares en términos de sus descripciones aunque no sean idénticos. Situacion que es
muy frecuente en la practica del mundo real: muchos pacientes descritos en términos de sus signos y
sintomas tienen exactamente el mismo cuadro clinico no siendo idénticos sus signos y/o sintomas. En
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este ejemplo, dado que los pacientes no son idénticos, el valor de la distancia seria diferente de cero por
lo que el valor gque se obtendria con el opuesto de la distancia no reflejaria que son totalmente similares.

Asumiendo que se pudiera obviar la condicién c) en la definicion de distancia, eludiendo las
dificultades antes mencionadas, es posible encontrar problemas reales en los que la similaridad entre las
descripciones de los objetos se realiza en términos de funciones que no son simétricas. Ejemplos de esta
situacion se pueden encontrar en el area de las Ciencias de la Informacién, en la Psicologia, en las
Geociencias, etc.

En [Chen, et al. (1992); (1997)] los autores abordaron la solucién de un problema de agrupamiento
de documentos basados en conjuntos de palabras claves o descriptores, para la realizacion de un sistema
de recuperacion de informacion. En estas investigaciones, Chen y sus colaboradores consideraban de
interés los vinculos entre dos vocabularios especializados con un 30% de solapamiento. Los términos
fueron pesados usando el producto de la frecuencia de los términos y el inverso del producto de la
frecuencia de los documentos y agruparon los documentos usando una funcion que no es simétrica en la
que se penalizan a los términos que aparecen con mucha frecuencia en los documentos y fijaron el
nimero maximo de documentos en 100.

La funcién de similaridad empleada fue denominada por los autores como funcién cluster, y viene
dada por las siguientes expresiones

n n
Zdijdik Zdijdik
F(TjT) ==—, F(T T ="4—,

> d; Zdik

i=1
en la que n es el nimero total de documentos en la base de datos, T, denota el k-ésimo descriptor, d;; es

un rasgo booleano que denota la presencia o ausencia del término T; en el i-ésimo documento.

Ambas expresiones pueden ser pesadas por un factor que dependa de Ty en el primer caso y de T; en
el segundo.

Como se puede observar, esta funcion de similaridad no es simétrica y obviamente no puede ser el
inverso o el opuesto de funcion distancia alguna.

En [Sato (1992); Sato, M., Sato, Y. (1995)] se muestran los trabajos realizados por Y. Sato y M.
Sato, en el marco de investigaciones para agrupar conjuntos de personas con respecto a relaciones de
afinidad entre los mismos. Aqui, ellos introducen tres modelos difusos de agrupamiento como una
generalizacion de los modelos aditivos de [Shepard, Arabie (1979)], y posteriormente extienden esos
modelos para poder procesar datos usando relaciones que no son simétricas. Por ejemplo, la similaridad
entre dos objetos en uno de esos modelos viene dada por:

K K

Sij ZZZWkWikﬂjl i

k=11=1

donde K es el nimero de agrupamientos, Wi denota el grado en el que el objeto O; pertenece al
agrupamiento k, y wy es el peso en términos de la similaridad, que no es simétrica, entre un par de
agrupamientos. Puede ocurrir que para algunos objetos 4= t4kt41, PEro esto no necesariamente ocurre
para todos los objetos y para algunos objetos puede ocurrir que igiF i, Pero de nuevo, no
necesariamente para todos. Es decir, la funcion no es simétrica.

Y. Sato y M. Sato, en el citado trabajo de 1995, muestran un ejemplo de aplicacion de estos modelos
usando las relaciones humanas entre un conjunto de jévenes de 16 afios. Esos datos representaban el
grado de preferencias o no entre los jovenes.
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A los trabajos mencionados anteriormente se unen otros en diversas areas del conocimiento, en las
cuales también aparecen situaciones en las que las funciones de similaridad no son simétricas (aungue
erroneamente en muchos de estos trabajos se denominan asimétricas, lo cual implicaria que la simetria
no se cumple para par de objetos alguno). Los trabajos del grupo de M. Egenhofer sobre comparacion
entre entidades geoespaciales y el empleo de medidas de similaridad semantica entre estas entidades
[Rodriguez, Egenhofer (2003); (2004); Schwering, Raubal (2005)] es uno de los ejemplos a considerar.

En la literatura, las funciones de similaridad no han recibido la misma atencién que las funciones de
distancia. Se puede encontrar una definicion sencilla de funcién de similaridad en el libro de Jain y
Dubbes [Jain, Dubes (1998)] o una mas formal en [Alba (1998); Martinez-Trinidad, et al. (2000)]. En la
literatura en ruso existen varios trabajos que intentan introducir una formulacion axiomética de este
concepto [Kochetkov (1978); Voronin (1985)]. Tampoco es inusual encontrar definiciones que
contradicen otras ya establecidas, por ejemplo en el libro Clustering [Xu, Wunsch (2009)].

Independientemente de la ausencia de un acuerdo acerca del concepto de similaridad, la practica ha
impuesto la necesidad de utilizar, para la comparacion entre descripciones de objetos, funciones mas
flexibles que la funcién distancia. Ademas de los ejemplos anteriormente mencionados acerca de la no
simetria de la similaridad, se pueden encontrar otros ejemplos practicos en los que también aparecen
funciones menos restrictivas que la distancia [Mahalanobis (1936); Sebestyen (1962); Bongard (1963);
Gower (1966); (1967); (1971); (1977); Michalski (1969); Baskakova, Zhuravlev (1981); Ruiz-
Shulcloper, Fuentes (1981); Douglas-De la Pefia, Ruiz-Shulcloper (1983); Goldfarb (1985); Lépez-
Reyes, et al. (1988); Alvarez-Gomez, et al. (1992); Ruiz-Shulcloper, et al. (1992); Gémez-Herrera, et
al. (1994); Ralambondrainy (1995); Ortiz-Posadas, et al. (1996); (1997a); (1997b); (1998a); (1998b);
(1998c), (1999), (2001)].

3 Similaridades que no son el inverso o el opuesto de una distancia

En esta seccidn se introduce una definicion general de similaridad (disimilaridad) que permite construir
funciones de similaridad (disimilaridad) que no son el inverso o el opuesto de una distancia y que
pueden ser definidas para comparar datos mezclados e incompletos.

Por una descripcién mezclada e incompleta de un objeto OeU (universo) entenderemos un n-uplo,
1(0)=(x1(0),....xo(0)), de valores numéricos y no numéricos (nominales, ordinales, booleanos, k-
valuados) con la posible inclusién de un simbolo especial (* ¢ ?) para denotar la ausencia de valores,
donde x;(O) e M;; siendo M; el conjunto de valores admisibles del rasgo x;, i=1,...,n.

Se considerard M;x...xM,, el producto cartesiano de los conjuntos de valores admisibles de los
rasgos de R={xy,...,x,} en términos de los cuales se describiran los objetos del universo U, como el
espacio donde se representan (espacio de representacion) los objetos bajo estudio, de esta forma
1(0)eMx...xM,. Sobre este producto cartesiano no se asume estructura algebraica o I6gica alguna. Por
comodidad en las notaciones se identifica a los objetos con sus descripciones y se denotan de igual
manera 1(0)=0. Sea M={Ox,...,On}<U, un conjunto de objetos.

Para cada rasgo x; (i=1,...,n), se asocia un criterio de comparacion de sus valores C;:M;xMi——L;
donde:

Ci(xi(0),x(0))= ryei[l{y}, si C; es un criterio de comparacion de disimilaridad entre los valores del

rasgo x; 6
Ci(xi(0),x(0))= maLx{y} , si C; es un criterio de comparacion de similaridad.
yel

Ci es una evaluacion del grado de similaridad (o disimilaridad) entre dos valores de un mismo rasgo X;
siendo L; un conjunto totalmente ordenado, i=1,...,n, no necesariamente un conjunto humérico.

Para cada par de objetos en U, se puede calcular una magnitud que evalUe la similaridad entre los
mismos (entre sus descripciones).
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Denominaremos funcion de similaridad (semejanza) y la denotaremos por 7"a una funcion

r U(Milx...xMis)2—>L,

QcR

donde L es un conjunto totalmente ordenado; £2={ Xi, 1eer Xi, }<R; Mi1 X1 X Mis el producto cartesiano

de sus respectivos conjuntos de valores admisibles; s>1 que satisface las siguientes dos condiciones.
A) Condicion de concordancia con las evaluaciones parciales:

S
Sean Ty,...,Ts subconjuntos no vacios disjuntos de R, < el orden total sobre L y T= UTi ,
i=1
entonces tenemos que:
Si para todo h=1,...,s]‘(I‘Th(Oi),I

ML),

1,(0;))</Tl;, (O ), I
T(Oj ))<‘1—“‘T(Of )

1,(Og )), entonces

T(Og ))v

donde I‘Th (O;) denota la subdescripcion de un objeto O; en términos de los rasgos de Ty;
B) Condicion de méaxima similaridad:
Para toda subdescripcion en U(M i, X XM ) para todo i,j=1,...,s se cumple:

! ).

+©)=rlil ©)1}, ).
+©0)=r(1:0,)1:(0,)).

La condicién de maxima similaridad es la formalizacion de un aspecto intuitivo: un objeto no se
debe parecer mas a otro objeto que a si mismo en cualquier subconjunto de rasgos en que se tomen las
descripciones.

La condicién de concordancia con las evaluaciones parciales garantiza de que haya coherencia entre
evaluaciones parciales y la evaluacion total, es decir, si dada una coleccion de subconjuntos disjuntos
no vacios de R cuya union es un conjunto T y ademas en cada elemento de dicha coleccion la
similaridad entre un determinado par de objetos es siempre menor que la similaridad entre otro par,
entonces la similaridad con respecto a T debe conservar la misma relacion en los pares de objetos
analizados.

Toda restriccion de 7" a cualquier subconjunto T de R, la denominaremos funcién de similaridad
parcial.

Analogamente se puede definir una funcion de disimilaridad.

Como se puede observar en esta definicion no se exige la condicion de simetria, que responderia a la
intuicién de que el grado de analogia (similaridad) de un objeto respecto a un segundo deberia ser la
misma que del segundo al primero. Sin embargo, en la practica se pueden encontrar criterios de
analogia, en diferentes ramas del conocimiento, en especial en las ciencias poco formalizadas, donde
esta propiedad no se cumple. Ejemplos de este tipo de funciones pueden encontrarse, ya lo
mencionamos anteriormente, en los trabajos de [Sato (1992); Sato, M., Sato, Y. (1995)], [Rodriguez,
Egenhofer (2003); (2004)], [Schwering, Raubal (2005)] entre otros.

+0)1=r(1ir(0).

a) VO;eU VTR ([)nalal({F(l L)1

b) VT;,TicR vOeU r(l ()1

¢) VTR v0;0ieU (1) (0),!
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Podemos decir en general que el conjunto sobre el que se define la funcién de similaridad
(Myx...xM,) es simplemente un producto cartesiano de los conjuntos de valores admisibles de los rasgos
en términos de los cuales se describen los objetos de U (el universo de objetos) al que no se le
presupone alguna propiedad algebraica, topoldgica o ldgica.

Esta definicion nos permitird la comparacion entre descripciones de objetos; cuando s<n, éstas seran
comparaciones entre subdescripciones de los objetos (descripciones parciales de los objetos). En
ocasiones la funcién de similaridad total depende de funciones de similaridad parciales, digamos por
caso: es una combinacion lineal de ellas [Martinez-Trinidad, et al. (2000)].

En la literatura se han utilizado diversas funciones de similaridad para comparar subdescripciones
mezcladas e incompletas de objetos. Por ejemplo, en [Ayaquica-Martinez, et al. (2006), Hernandez-
Rodriguez, et al. (2008)] se usa una funcién de disimilaridad basada en criterios de comparacion de
similaridad entre valores de rasgos, definida como:

D Ci(%(0),%(0")

D(0,0") =1- 1=t - :

donde C;(xi(0O),x;(0)) es un criterio de comparacion de similaridad entre valores del rasgo x;, i=1,...,n,
en los objetos O y O, definido como:
Cuando el rasgo x; es no numérico:

: 1 si x;(0) =x;(O')
Ci(6(9).%(0)) = {0 enotrocaso

Cuando el rasgo x; es numérico:

, 1 si | i (0)—x (O") |< o
Ci(x(0).x(0)) = ' ' b
0 en otro caso
donde g; es la desviacion estandar del rasgo x; en M.
Para el manejo de la ausencia de informacion, se considera que:

Ci(%(0),x(0Y)) =0, si x;(0) o x;(O') son valores faltantes.

4 Tipos de funciones de similaridad

Una clasificacion de las funciones de similaridad introducida en [Alba Cabrera (1998)] permite
disponer de manera sencilla y practica de estas funciones con fines de su utilizacién en la solucion de
problemas concretos. Muy en particular por la variedad de situaciones diversas que nos encontramos en
la préctica real de los problemas de reconocimiento de patrones, no es factible tener un listado de todas
las posibles funciones que pudieran aplicarse para la solucion de dichos problemas pero una
clasificacién de las mismas ayuda mucho en la consecucion de ese fin.

De acuerdo a las caracteristicas del conjunto imagen L de la funcién de similaridad, éstas pueden
agruparse en:

- booleanas

- k-valentes

- reales
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4.1  Funciones booleanas
Las funciones de similaridad booleanas tienen como conjunto imagen L={0,1}, que se interpreta como:

si el valor es 0, los objetos son diferentes y si el valor es 1, son semejantes.
Veamos algunos ejemplos de funciones de similaridad booleanas:

1 sivx, eT x,(0)=x,(0;)
0 enotrocaso

1—(|rr(oi):|rr(oj))={
esta funcion de similaridad es la denominada igualdad simple.

1 silfy, €TIC,(,(0,)%,(05)=0f <
0 enotrocaso

IUr(0), I/T(Oj)):{

siendo las funciones C, criterios de comparacion de similaridad por variable y &un umbral.
1 si‘{xp eT‘Cp(xp(Oi),xp(Oj))zo <e,y

(0D, 1:(0)= \{xp eTC,(%,(0)%,0;)=1]2 5
0 enotrocaso

donde & y & son pardmetros que regulan la cantidad maxima admisible de rasgos diferentes y la
cantidad minima de rasgos coincidentes, respectivamente.

1 siel%derasgosdeT coincidentes es > 1%
0 enotrocaso

f('/r(oi),'/T(Oj)):{

siendo A un parametro de umbral.

4.2 Funciones k-valentes

Las funciones de similaridad k-valentes tienen su imagen en el conjunto totalmente ordenado
L={0,1,....k-1}. Los valores 0 y k-1 se corresponden con los valores de similaridad minima y maxima
respectivamente, el resto de los valores son gradaciones discretas de la similaridad entre un par de
objetos. Por ejemplo:

lelcp(xp (Oi )’Xp(oj ))

IT] ’

T (0),117(0y))=

donde el simbolo \_ J denota parte entera y C, criterios de comparacion de similaridad k-valuados por
variable. Aqui se asume que todas las variables tienen la misma importancia.

En ocasiones al conjunto L se le da un tratamiento trivalente: se elige un selL, s<|k/2], los valores
menores que s se consideran destacados negativos o analogos al 0 booleano, los mayores que k-s-1
destacados positivos 0 analogos al 1 booleano y los valores entre s y k-s-1 no destacados, que nos daran
grados de similaridad y/o diferencia.
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4.3 Funciones reales
La imagen de estas funciones pertenece al conjunto R de los nimeros reales. En ocasiones si L es un

conjunto acotado se realiza una proyeccion sobre el intervalo [0,1]. Muchas de las funciones de
similaridad reales se definen a partir de distancias, por ejemplo, del tipo 7{0;,0;)=1 - d,(0;,0;), donde

dp(oi,o,-)={§xk (0)-x (Oj]p}p,

donde O; y O; son dos puntos n-dimensionales en R".
Son muy socorridos los casos de p=1, 2 y « correspondientes a la distancia City-block, la Euclidiana
y la Chessboard respectivamente. Otros ejemplos pueden ser:

0
X(Oy, ) — X ‘o - .
Sea f,(0,)= % donde X; yxgson los valores maximo y minimo, respectivamente, de la
Xs = Xg
variable x;.

1) [AO)IA(O))= D e, min{fp(Oi), fp(Oj)}

XpeT max{ fp(Oi)1 fp(oj)}

2) IUr(0),11(0y))= :
> ()| | Z(t(0))

Xp €T X, €T

N

Como se puede apreciar este es un terreno fértil donde, una vez mas, las aplicaciones de estos
modelos a los problemas del mundo real crean necesidades de elaborar nuevos tipos de funciones de
comparacion entre descripciones de objeto, en particular, cuando se sigue una adecuada modelacion
matematica de los problemas en cuestion [Cheremesina, Ruiz-Shulcloper (1992), Ruiz-Shulcloper, et al.
(2013)]. Entre las muchas opciones se encuentran los kernels [Schélkopf, Smola, (2002)]. Learning
with kernels: support vector machines, regularization, optimization, and beyond. MIT press.], que
ademas tienen la ventaja adicional de permitir usar modelos exitosos en la practica, como las maquinas
de vectores de soporte y otros clasificadores basados en kernels [Vapnik, (1998)].

5 Laregla del vecino mas similar

En el contexto del analisis de datos en general, uno de los procedimientos mas conocido es la regla del
Vecino Mas Cercano (NN-Rule), creado por Fix and Hodges [Fix, Hodges, (1951)]. La esencia de esta
regla es que un objeto representado en un espacio métrico es asignado a la clase de su vecino méas
cercano, el cual se determina sobre la base de una cierta funcion de distancia.

Una de las ventajas de este procedimiento de decision es que funciona notablemente bien teniendo en
cuenta ademas, que no requiere de ningun conocimiento explicito de la distribucién de los datos,
excepto que los mismos deben estar normalizados de igual manera en cada una de las dimensiones del
espacio de representacion.

Por otro lado se demostr6 en [Cover, Hart (1967)] que el error de este procedimiento estd acotado
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asintéticamente por el doble del error de Bayes, que es el error minimo posible de un clasificador desde
el punto de vista estadistico.

Para enfrentar la situacion de aplicar esta regla a las descripciones de objetos en términos de datos
mezclados e incompletos, ademéas de las opciones de codificar las variables cualitativas y tratar los
codigos como numeros, se desarrollaron algunas funciones supuestamente distancias, denominada por
los autores como funciones de distancia heterogéneas. Entre estas podemos mencionar la denominada
Heterogeneous Euclidean-Overlap Metric (HEOM) [Wilson, Martinez (1997)] que es una funcion
analoga a la empleada en los algoritmos IB1, IB2 e IB3 [Aha, et al. (1991), Aha, (1992)] y también
usada por [Giraud-Carrier, Martinez (1995)]. La distancia entre dos objetos O y O’ se define como:

HOEM (0,0") = Zn:ciz(xi(o),xi(o'))

=

donde

1 si x;(0)06 x, (0" )sonvalores faltantes

, overlap(x,(O),x (0" )) siel rasgo x; esnonumérico

C(x(0)x(0 ) ={ Verarx(0) () . ,

|Xi(o)_xi(o )I siel ras Lot

LR AL go X; esnumérico

max, —min,

siendo max; y min;, respectivamente, los valores maximo y minimo del rasgo x; en M; y la funcion
overlap

0 si x(0)=x(0) .

overlap(x; (O), % (0")) = {
1  en otro caso

Debemos observar que esta funcién C; considera que cuando uno de los valores que se compara es
desconocido su imagen es 1, por lo que en ese caso HOEM (0,0) 0. Luego la funcién HEOM no es
reflexiva, por lo que no es una distancia.

En esa misma direccion, otra funcion para comparar subdescripciones mezcladas e incompletas de
objetos, para ser utilizada en problemas donde los objetos estan divididos en clases, fue definida en
[Wilson, Martinez (1997)] Heterogeneous Value Difference Metric (HVDM) como:

HVDM (0,0') = | Zn“ciz(xi (0),x(0") ,

i=1

donde Ci(xi(0),x(O”)) se define como:
1 si x;(O) o0 x;(O") son datos faltantes

C;(%(0),%(0")) =<VDM (x;(0),x; (0")) sielrasgo x; esnonumérico ,
1% (0) - % ()]

siel rasgo x; esnumérico
4(7i

donde o; es la desviacion estandar del rasgo x; en M; y la funcion VDM se define como:
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2
i{ Nix©c Nix (0'),cJ

V&3 N Nio

donde N;, o, es el numero de veces que el rasgo X; tiene valor x(O) en el conjunto de entrenamiento;

VDM (x;(0), % (0")) =

Niy ) €S €l nimero de veces que el rasgo x; tiene valor x(O) en los objetos del conjunto de

entrenamiento que pertenecen a la clase c. Analogamente a la funcion HEOM, esta funcion tampoco es
reflexiva, por lo que no es una distancia.

Ademaés de esta situacion con los datos mezclados e incompletos, como ya hemos ejemplificado
anteriormente, existen en la préctica funciones de similaridad que no son ni el inverso ni el opuesto de
distancia alguna, o que no son simétricas, o que no son reflexivas, o que no cumplen con la desigualdad
triangular, o que los datos son mezclados e incompletos lo que hace imposible la normalizacion de los
mismos o el uso de las llamadas distancias heterogéneas como las mencionadas anteriormente, por lo
gue para esos casos no tendria sentido aplicar la regla del vecino méas cercano.

Con el proposito de emplear un procedimiento analogo al del Vecino Mas Cercano, se ha desarrollado
una extensién de este procedimiento: la Regla del Vecino Ma&s Similar [Garcia-Borroto, Ruiz-
Shulcloper (2005)].

Consideremos como antes un universo de objetos U, estructurado en r clases Kj, ...,K; y descritos en
términos de un conjunto finito de variables R={xy,...,x,} cada una de las cuales tiene asociado un
conjunto de valores admisibles M;, el cual incluye el simbolo “*’ para denotar el valor faltante (perdido,
desconocido, missing value). Sobre los conjuntos M; no se asume estructura algebraica, topoldgica o
I6gica alguna. Por lo que U=M;x...xM,, es solo el producto cartesiano de los conjuntos de valores
admisibles de las variables de R. Sea O=(x;(0),..., X,(O)), donde x;:U—M,;. Cada variable tiene asociado
un criterio de comparacién de valores Ci:M;xM——L; siendo los L; conjuntos totalmente ordenados.
Sea 7" una funcion de similaridad y a(0)=(e,(O),...,,(O)) la tupla de pertenencia de O donde cada
2i(O) denota el grado de pertenencia de O la clase Kj, i=1,..,r. Sea Q=Uj-, K; , donde K; € K;,
i=1,...,r es un conjunto de entrenamiento. Dado un objeto OeU\Q, la Regla del Vecino Mas Similar
(MSN por su sigla en inglés) para clasificar a O consiste en asignarle la tupla de pertenencia a(O)
de la manera siguiente:

A) Asumiendo que 7" es solo una funcién de similaridad
Si max {maxoie L{1(0,0)}, max,, {0, 0)}} =T(0',0), entonces a(0)=a(0")
B) Asumiendo que 7" es una funcion de similaridad simétrica
Si max,,{I'(0,0;)} =T (0", 0), entonces a(0)=a(0")
siendo 0’ € Q.

Observe que en estos casos la regla MSN no requiere que el conjunto de las clases forme una
particion ni que el universo de objetos tenga una estructuracion dura, es decir, en términos de la Teoria
Clésica de Conjuntos.

Este procedimiento es facilmente entendible al caso de los k-vecinos mas similares. La regla de los k
Vecinos Mas Similares (k-MSN por su sigla en inglés) se basa en construir la tupla de pertenencia del
objeto a clasificar sobre la base de las respectivas tuplas de pertenencia de los k objetos mas similares a
dicho objeto. Aqui vamos a diferenciar 4 posibles situaciones que dependen del tipo de estructuracion
que presente el conjunto de clases del problema en cuestion: particiones duras, cubrimientos duros,
cubrimientos difusos y particiones difusas de Ruspini.

Sea dado un objeto OeU\Q, y sean a(O;)=(a1(0y),...,ar(0y)), iI=1,.. ..k, las tuplas de pertenencia de los
respectivos k vecinos mas cercanos a O en Q, donde ¢;(O;) representa el grado de pertenencia del objeto
O;alaclase Kj, j=1,....r.

La regla de los k-MSN para asignar al objeto O su tupla de pertenencia a(O) es la siguiente:
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A) Si el conjunto de clases K={Kj,..,K;} forma una particién dura, |a(O;)|=1,
a;(0)ef{0,1}, j=1,...,r, i=1,....,k, es decir, cada objeto pertenece s6lo a una
clase; la regla k-MSN en este caso le asigna a O la clase més representada en
las tuplas de pertenencia de los k-vecinos méas cercanos:

Simaxj_; {21, o (00} = T, o, (0y), entonces

_ (1 parai=h ._
% (0) {0 en otro caso'J Lo

B) Si el conjunto de clases K={Kj,..,K;} forma un cubrimiento duro, |a(O;)|>1,
aj(0)ef{0,1}, j=1,....r, i=1,...,k, es decir, cada objeto puede pertenecer
simultdneamente a mas de una clase, la decision en este caso se toma
independientemente para cada clase, asignandole a O la clase K; si en el
conjunto de las tuplas de pertenencia de los k-vecinos mas cercanos al menos
A veces aparece la clase K;:

a:(0) = {1 T (0) = A’
/ 0  enotrocaso

donde Ae{0,1,...,k}, paraj=1,...,1.

C) Si el conjunto de clases K={Kj,..,K;} forma un cubrimiento difuso, |a(O;)|>1,
a;(0)e[0,1], j=1,...,r, i=1,...k, es decir, cada objeto pertenece a cada clase en
un cierto grado, la regla en este caso asigna a O la media de los grados de
pertenencia de sus k-vecinos més cercanos a cada una de las clases:

T (0

o (0) ===

D) Si el conjunto de clases K={Kj,..,K;} forma una particion difusa de Ruspini,
la(0)I=1, 0i(Oi)e[0,1], j=1,...,r, i=1,....k, es decir, cada objeto pertenece a
cada clase en un cierto grado pero la suma de esos grados de pertenencia
tiene que ser igual a 1. En este caso la regla procede como en el caso del
cubrimiento difuso, pero normalizando la tupla de pertenencia:

k
; (0) = —ZTZ’EIS ]fxo’()o.)-
k=1 4&i=1"k\"i

Por ejemplo, supongamos que el universo en cuestion lo constituye un conjunto de noticias, con tres
clases difusas: las noticias de guerra, las econémicas y las politicas. Consideremos tres noticias en
particular: O;, O, y O3 que son las noticias mas similares a la noticia O que queremos clasificar, sus tres
vecinos mas similares. Asumamos que las tuplas de pertenencia respectivas son o(0;)=(0.8, 0.7, 0.1);
a(0,)=(0.7, 0.5, 0.3); a(03)=(0.2, 0.6, 0.4). Entonces, en caso que asumamos que el conjunto de noticias
en estudio forman un cubrimiento difuso, la regla MSN asignaria a la noticia O, la tupla de pertenencia
a(0)=(0.57, 0.6, 0.27) queriendo expresar que es una noticia de guerra con fuertes implicaciones
econdmicas pero con una relevancia menor desde el punto de vista politico.

Por su parte si el caso que nos ocupara fuese el de una particion difusa de Ruspini, entonces la tupla
de pertenencia seria «(0)=(0.39, 0.42, 0.19).

Como ya habiamos subrayado, la regla del VVecino Mas Cercano o su extension a los k-Vecinos Mas
Cercanos, es una herramienta con muchos atractivos para su utilizacion en la practica, que ha sido
aplicada en una extensa gama de problemas reales, en ocasiones de manera incorrecta, segin nuestro
criterio, pero con la Unica limitacion de que asume una funcion de distancia con todo lo que eso
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presupone. La extension de este procedimiento a la Regla del Vecino Més Similar, y a los k-Vecinos
Mas Similares, da la posibilidad de aprovechar la mayoria de las ventajas antes mencionadas pero
ademas amplia el marco de sus posibles aplicaciones a problemas del mundo real con una
fundamentada argumentacion de su empleo en condiciones como las que mencionabamos de problemas
en los que la analogia debe ser modelada por una funcion que no es el inverso ni el opuesto de una
distancia, que puede no ser simétrica, permitiendo ademas poder modelar problemas con descripciones
de objetos en términos de datos mezclados e incompletos, estos ultimos muy frecuentes en disciplinas
como la Medicina, las Geociencias, la Criminalistica entre otras, en las cuales el procedimiento original
no podria ser aplicado.

Con esta extension del procedimiento k-NN, con cualquier funcién de similaridad que se esté
trabajando es factible el uso del Vecino Méas Similar y sus extensiones.

En esta direccion se ha continuado trabajando y se han obtenido una serie de resultados que
conforman un adecuado arsenal para enfrentar esta problematica [Olvera-Lopez, et al. (2005a); Olvera-
Lopez, et al. (2005b); Hernandez-Rodriguez, et al. (2007); Garcia-Borroto, et al. (2009)]

6 C-Means con funciones de similaridad

Otro de los procedimientos muy extendido por su uso en Reconocimiento de Patrones, en particular en
la solucidn de problemas de clasificacion no supervisada restringida, es el C-Means [Ball, Hall, (1967)],
debido a su simplicidad, baja complejidad y los buenos resultado que ha reportado en la practica [Jose
et al. (2014), Polczynski & Polczynski (2014)]. Desde su primera publicacion este algoritmo ha sido
objeto de mdltiples extensiones, sin embargo, esos nuevos desarrollos han sido fundamentalmente
atendiendo a la seleccion de las semillas iniciales [Bradley, Fayyad (1998).], la determinacion del
nimero éptimo de agrupamientos a formar [Dubes (1987)] y el uso de diferentes funcionales para la
generacién de los agrupamientos [Bobrowsky, Bezdek, (1991)]. Problemas, como los antes
mencionados, con datos mezclados e incompletos o con funciones de similaridad que no son el inverso
ni el opuesto de una distancia no han recibido la misma atencion.

Como se conoce este algoritmo parte de una particion inicial y posteriormente intercambia los datos
de un agrupamiento a otro de manera iterativa con el fin de optimizar una cierta funcién objetivo. El
método presupone que los objetos estan descritos en términos de variables a las que se les puede aplicar
una funcion distancia.

En el contexto de los problemas de clasificacion no supervisada restringida se han desarrollado
algunos algoritmos para enfrentar la situacion de los datos mezclados e incompletos y uno de los mas
representativos es el C-Means conceptual desarrollado por Ralambondrainy en 1995 [Ralambondrainy,
(1995)]. En este algoritmo se introduce una distancia para manejar los datos mezclados, sobre la base de
calcular la distancia aportada por las variables numéricas, empleando la distancia Euclidiana, mas la
distancia aportada por las variables cualitativas, empleando para ello la distancia chi-cuadrado, para lo
cual cada valor de las variables cualitativas es codificado como una variable binaria. La distancia asi
introducida es interpretada en el espacio n-dimensional original y se calculan los centroides. Sin
embargo, esto es errdneo pues las distancias parciales han sido calculadas en espacios diferentes.
Observe que ninguna de las variables numéricas fue evaluada de conjunto con alguna cualitativa para
valorar la similaridad entre los objetos. Este hecho en muchas aplicaciones a problemas reales resulta
inadmisible.

A esto se une el hecho que los especialistas de las areas de las ciencias poco formalizadas, donde
aparecen con frecuencia los datos mezclados e incompletos y funciones de similaridad con las
caracteristicas antes mencionadas, también tienen que enfrentar problemas de clasificacion no
supervisada restringida, por lo que se impone lograr una adecuada extensién de métodos como el C-
Means [Garcia Serrano, Martinez-Trinidad (1999)].

Consideremos un conjunto de objetos {0;,0,,...,0n} que deben ser estructurados en c
agrupamientos. Asumimos, como antes, los objetos descritos en términos de un conjunto de n rasgos
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(de cualquier naturaleza), cada uno de los cuales tiene asociado un conjunto de valores admisibles M; y
un criterio de comparacion de valores C;, i=1,...,n . Sea dada una funcién de similaridad 7 esta funcion
pudiera depender de cierta manera de funciones de similaridades parciales, es decir, de funciones

(M, x.xM; )>— L', con L totalmente ordenados y s<n. Estas funciones de similaridad parcial
nos permiten comparar subdescripciones de objetos que estan dadas en términos de un subconjunto de
variables. Este subconjunto se denomina conjunto de apoyo y el conjunto de conjuntos de apoyo
sistema de conjuntos de apoyo. Asumamos que 7" es una funcion de similaridad simétrica que toma
valores en el conjunto [0,1]. Denotemos &(Oy) el grado de pertenencia del objeto Oy al agrupamiento G,
y consideremos el conjunto Ry de todas las matrices reales de cxm. Asi, cualquier particion de
{01,0,,...,0n} puede ser representada por una matriz [a(Oy)]eRcm que satisface las siguientes
condiciones:

1. a(0)e{0,1} k=1,...,m; i=1,...,c.
2.3 (0,)=1 k=1,..m.

3. (0)>0i=l,....c.

La matriz de particion H=[a(Oy)] sera determinada a partir de maximizar la funcion objetivo
J(H)= Zillzz’zlai(ok )1“(oir ,Ok), siendo O el objeto mas representativo (el prototipo, el holotipo, el

“centro”) en el agrupamiento C; Para determinar este objeto mas representativo en cada agrupamiento,
que lo denominaremos en lo sucesivo el holotipo del agrupamiento, dada la matriz de particién H
consideraremos la siguiente funcion

Bc;(0))
\0;) = L + 0,), 1
rcl( ]) <aCi(0j)+(1_BCi(0j))> ch( J) 1)

donde:
OjECi, Cq #* Ci’

'Bci (oi): C_l_l ZF(OJ'OQ)’ 2

RO
e, (Oi)zcil_lo Z ‘Cﬁci (oj)—r(oj,oq], 3)

oj;c(;: '
1e,(0,)= 2 0-r(0;.0,). (4)

La funcion g, (Oj) evalla el promedio de la similaridad del objeto O; con los restantes objetos del

agrupamiento C;. La ecuacién (3) nos permite evaluar la varianza entre la media calculada por (2) y la
similaridad de O; con respecto a los otros objetos de C;. De esta manera, cuando (3) decrece el valor de
(1) se incrementa. La expresion (1—,6’9 (O)) representa el promedio de disimilaridad del objeto O; con

]
los restantes objetos de C; y la expresion (4) evalta la dismilaridad entre el objeto O; y los holotipos de
los restantes agrupamientos. El objetivo de esta funcion es disminuir los casos donde existan dos
objetos con el mismo valor de (1).
Cuando |Cj|=1, el holotipo para el agrupamiento C; es el objeto contenido en ese agrupamiento.
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Por todo lo anterior, es razonable que el holotipo de un agrupamiento se defina como el objeto O, en
el cual se alcanza el maximo valor de 1. (OJ- ) esto es

t., (0,)= maxdr, (0, )f (5)
pE&i
Dado los holotipos de los agrupamientos, el funcional; J(H) se maximiza cuando

wion ]t Trro)-madroro.) o
0 en otro caso

Esto significa que un objeto Oy serd asignado al agrupamiento cuyo holotipo es el mas similar a Oy.
Sobre la base de estas consideraciones los autores de [Garcia-Serrano, Martinez-Trinidad (1999)]
desarrollaron el algoritmo:

C-Means para funciones de similaridad (SF C-means)

Paso 1. Sea dado ¢, 2<c<n. Sea dado un numero de iteraciones ni’, y ni=0.

Paso 2. Seleccionar ¢ objetos del conjunto inicial como semillas.

Paso 3. Calcular la matriz de particién H=H™ usando (6). _

Paso 4. Determinar los holotipos de los agrupamientos para la matriz H™, usando (1) y (5).

Paso 5. Si el conjunto de los holotipos es el mismo que en la iteracion anterior, detener el proceso,
en otro caso incrementar ni=ni+1.

Paso 6. Si ni>ni’ detener el proceso. En caso contrario, ir al Paso 3.

Hasta aqui asumimos que la funcion de similaridad era simétrica. Dado el caso que la funcién no
cumpla esta propiedad, en las expresiones (2), (3), (4) y (6) se sustituye F(Oj ,Oq) por

max{T"(0,, 0;),T(0;,0,)} y se prosigue como en el caso de simetria.

Como apuntan sus autores, el algoritmo SF C-Means tiene diferencias importantes respecto al
algoritmo clésico y da posibilidades de enfrentar situaciones en las que un procedimiento como el
C-Means es deseable, pero que sin una extension como esta seria imposible su aplicacién, al menos con
sentido.

Esta nueva familia de algoritmos para la solucion de problemas de clasificacion no supervisada
restringida permite: trabajar en espacios de representacion de los objetos no métricos, e incluso en
simples productos cartesianos, permite el uso de criterios de comparacion de valores de cada una de las
variables en términos de las cuales se describen a los objetos del universo en cuestion, no
necesariamente el mismo para todas las variables y también funciones de similaridad que no sean el
inverso o el opuesto de una distancia, y como se aprecia en este trabajo, incluso para funciones de
similaridad que no sean simétricas, es decir, simples funciones de similaridad. Ademas de la posibilidad
de comparar subdescripciones de los objetos sobre la base de conjuntos soporte. Por lo antes
mencionado, el SF-C-Means puede ser aplicado a datos mezclados e incompletos

Otros trabajos de interés en esta misma direccion pueden ser encontrados en [Martinez-Trinidad, et
al. (2002); Lopez-Escobar, et al. (2005); Lopez-Escobar, et al. (2006)].

En este algoritmo SF-C-Means, un elemento que tiene un valor propio, una utilidad en si, es el
procedimiento para el calculo de los holotipos de un conjunto de objetos. Es muy comdn, no sélo por
problemas de optimizacion de los procedimientos que se aplican a un conjunto de objetos, la necesidad
de determinar un representante de dicho conjunto: la foto més representativa, el modo operandi de un
conjunto de hechos, la conducta promedio, habitual, de un grupo de personas, el perfil de grupos
sociales, y muchos mas. En muchos de esos problemas la solucidon puede buscarse en un espacio
métrico, pues los objetos pueden ser definidos en tales espacios, pero muchos otros problemas no son
asi y se requiere de procedimientos como los descritos en este epigrafe, en particular el de la
determinacion del holotipo.
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7 CSE: un algoritmo para la seleccion de prototipos

Enfrentando este problema de la seleccidn de prototipos en espacios de representacion que no son mas
que simples productos cartesianos, en [Garcia-Borroto, Ruiz-Shulcloper, (2005)] se introduce un
método CSE (por su sigla en inglés: Compact Set Editing) basado en la extensidon de la Regla del
Vecino Mas Cercano para datos mezclados e incompletos y funciones de similaridad que no son el
inverso o el opuesto de distancias que obtiene prototipos con caracteristicas de interés que veremos a
continuacion. Aunque el CSE fue elaborado con el objetivo de reducir el tamafio de la matriz de
entrenamiento en un problema de clasificacion supervisada obteniendo una eficacia del clasificador
nunca inferior a la obtenida con la matriz de entrenamiento inicial (problema de la edicién de matrices
de entrenamiento en problemas de clasificacién supervisada), sin dudas da solucion también al
problema de la seleccién de prototipos no s6lo con este fin, sino también como un objetivo en si,
atendiendo a ejemplos como los mencionados en el parrafo anterior. Por otro lado este método permite
trabajar también con datos mezclados e incompletos (MID) y funciones menos exigentes que las
distancias.

Consideremos como antes una funcion de similaridad 7; diremos que O;, O;€U son fy-similares si
se cumple que 7{0;,0))>/, siendo S, un valor de umbral que permite controlar cuan similares deben ser
dos objetos para ser considerados So-similares. Analogamente diremos que O; es un objeto fy-aislado si
VO; 20, eU 717(0;,0,)< 4.

Siguiendo [Martinez-Trinidad, et al. (2000)] diremos que NUcU, NU #O es un conjunto f-
compacto si se cumple:

® VOJ eU Oi e NU A max {F(O,,Ot)}ZF(OI,OJ)ZﬂO :>OJ e NU .
O,eU
O, #0;

e | max {(0,,0,)}=T(0,,0,) By A0, e NU | =0, e NU .
O, eU

OivtOpi
e siendo [NU| minimal.

Ademas, diremos que todo objeto S-aislado forma un conjunto compacto (degenerado).

Basado en este concepto se genera un criterio de agrupamiento que forma una Unica particion del
universo en cuestion. Esa particion tiene la propiedad que un objeto O y todos los que son sus mas fo-
similares vecinos, estan en el mismo agrupamiento y ademas estan también todos aquellos objetos que
tienen a dicho objeto como el vecino mas S,-similar.

Algoritmo CSE

Aqui no consideraremos los detalles relativos al problema de edicion y s6lo atenderemos a lo
concerniente con la seleccidn de los prototipos.

Entrada: Los conjuntos S-compactos dados cada uno por un grafo de maxima similaridad, que es
una grafo orientado donde cada arista de un vértice a hacia un vértice b significa que este ltimo es el
elemento mas fSy-similar al vértice a, siendo C el conjunto de aristas y V el conjunto de vértices de dicho
grafo orientado.

Salida: Subconjunto R de los prototipos seleccionados

Denotaremos S(x)={beV| (x,b) eC}, al conjunto de los sucesores del veértice x en el grafo y por
A(x)={aeV]| (a,x)eC} al conjunto de los antecesores del vértice x en el grafo.

Sea R=0

Paso 1. Cada Vvértice x €V se asocia con un cuadruplo (S, Ex,Sx,Flags,), donde
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S =Ry eS| alx)=aly) H

E=HyeAX)| a(x)=a(y)}

S=RyeS(x)| a(x)=a(y)}

Flags,cV, Flags,=
Paso 2. R’={xeV| S’,>0}

Paso 3. Si R’=@ ir al Paso 6

Paso 4. C<—C\{(x,y) eC| xeR’Aa(X)=a(y)}

Paso 5. Para cada elemento xeR’ ejecutar Move(X)

Paso 6. VxeV[(S=0)=¢jecutar Move(x)]

Paso 7. Vx e VVy € Flagsx[y € Uzev\(x) Flags, = ejecutar Move(x)]
Paso 8. Ordenar los elementos de V con la siguiente relacion de orden:

x <y & E, <E,V(E,=EyASy<Sy)V(E,=EyASy =Sy, A|Flags,| > |Flags,|)
Paso 9. Ejecutar Discard(x,), donde x; es el primer vértice de V respecto al orden definido.
Paso 10. Si V= terminar, de lo contrario ir al Paso 6.

Siendo Move(x) y Discard(x):

Move(x)
M1. Calcular A(x) y S(x) con el conjunto actual de vértices V.
M2.  VyeA(X)[Sy«oo]
M3.  VyeS(x)[Ej«E,1]
M4.  VyeV[Flags,«<Flags,\Flags,]
M5.  V«V{x}, RRuU{x}
M6. C«C\{(a,b)eC|a=xv b=x}

Discard(x)
D1. Calcular A(x) y S(x) con el conjunto actual de vértices V.
D2. vyeS(x)[Flags,«Flags,{x}]
D3. VyeS(x)[Ey«Ey-1]
D4. VyeA(X)[Sy#co=Sy«Sy-1
D5. V&V-{x}
D6. C«C\{(a,b)eC|a=x v b=x}

Como puede observarse, los indices que se calculan en el primer paso del algoritmo constituyen la
base fundamental de las decisiones en cuanto a cuales vértices descartar y cuales seleccionar. En los
pasos del 2 al 6 se conforman los conjuntos compactos por clases, recordemos que este algoritmo fue
disefiado para editar las matrices de entrenamiento en problemas de clasificacion supervisada. En los
restantes pasos se toman las decisiones relativas a los vértices que deben ser removidos del conjunto
restando los prototipos correspondientes a cada uno de los conjuntos compactos en cada una de las
clases del problema en cuestion.

8 Conclusiones

Como se ha podido apreciar, un aspecto esencial en el proceso de reconocer patrones, en todas sus
variantes: diagndstico, pronostico, génesis, identificacion, seleccion de variables, etc., es el modo en
que los datos son procesados. Como se representan los objetos en estudio? y (Como se comparan
dichas descripciones?, son elementos cruciales en la calidad de los resultados finales.

Durante toda la etapa inicial de su desarrollo, el Reconocimiento de Patrones se apoyd, y se sigue
apoyando fuertemente, en los modelos creados sobre espacios reales, vectoriales, métricos, es decir,
sobre espacios matematicos con estructuras bien estudiadas, sobre los cuales se ha desarrollado un
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importante arsenal de herramientas que permiten un adecuado procesamiento de los datos. Sin embargo,
la realidad es mucho mas rica y cambiante. La necesidad de resolver problemas que se apartan de esos
tradicionales estudios ha obligado a la comunidad cientifica a plantearse la necesidad de seguir
ampliando las posibilidades de abordar estos problemas ahora en condiciones diferentes, para las cuales
€S necesario crear nuevos recursos matematicos y computacionales.

Los conceptos de datos mezclados e incompletos y de funcion de similaridad, no necesariamente
una funcién inversa u opuesta a una distancia, ni siquiera necesariamente una funcion simétrica, se han
utilizado para resolver problemas de Reconocimiento de Patrones y Mineria de Datos bajo estas nuevas
circunstancias. El surgimiento del Reconocimiento Ldgico Combinatorio de Patrones y la Mineria de
Datos Mezclados e Incompletos [Martinez-Trinidad, Guzman-Arenas, (2001), Ruiz-Shulcloper, Abidi
(2002), Ruiz-Shulcloper, J. (2008)] en el marco respectivo de esas disciplinas, ha abierto un interesante
escenario de aplicaciones y de investigaciones tedricas que buscan crear modelos, conceptos Yy
herramientas necesarias para enfrentar con eficacia estos tradicionales problemas pero bajo nuevas
condiciones. Es por ello un area fértil para el desarrollo de investigaciones tedricas y de aplicaciones de
estas nuevas herramientas a la solucién de problemas en importantes areas del conocimiento que por
demas tienen un impacto social y econdmico nada despreciable.
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