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Resumen. Existen problemas en el area del Reconocimiento de Patrones, especificamente en la
clasificacion supervisada, en los cuales la utilizacion de un solo clasificador no da resultados
satisfactorios. En muchos de estos casos, el problema ha sido resuelto a través de la utilizacion de
varios clasificadores y después combinando los resultados de estos. La combinacion de
clasificadores es una practica aceptada por la comunidad de cientificos en el area de Aprendizaje de
Méquinas y del Reconocimiento de Patrones y uno de los campos en los que se continGa
investigando en la actualidad. En este trabajo se hace un analisis critico del estado del arte acerca de
las principales metodologias utilizadas en la combinacion de clasificadores, asi como de las
herramientas que han sido desarrolladas para su estudio.

Palabras clave: combinacién de clasificadores, sistemas de mdltiples clasificadores, esquema de
clasificacion.

Abstract. There are problems in the area of Pattern Recognition, specifically in the supervised
classification, in which the use of a single classifier does not give satisfactory results. In many
cases, the problem has been resolved through the use of various classifiers and then combining their
results. The combination of classifiers is an accepted practice in the scientific community of
Machine Learning and Pattern Recognition and also one of the fields with constant research activity.
This paper provides a critical analysis of the state of the art about the main methods used in
combining classifiers, as well as the tools that have been developed for its study.

Keywords: combination of classifiers, multiple classifier systems, ensemble of classifiers.

1 Introduccion

En los campos de reconocimiento de patrones y aprendizaje de maquinas la clasificacidn supervisada es
una de las tareas mas demandadas. Se esta en presencia de un problema de clasificacion supervisada
cuando se necesita saber a qué clase pertenece un objeto nunca antes visto, teniendo en cuenta cierta
experiencia previa. Por ejemplo, si se cuenta con un conjunto de correos electronicos divididos en dos
grupos: aquellos correos que son basura, y aquellos que no; y se desea, a partir de este conjunto que
representa la experiencia previa, crear o utilizar un modelo que sea capaz de discriminar nuevos correos
no presentes en la muestra anterior en basura 0 no, entonces se esta en presencia de un problema de
clasificacion supervisada.

En los Gltimos afios numerosos algoritmos han surgido para resolver este tipo de tarea, todos tienen
propiedades diferentes, siguen ideas diferentes, han sido pensados para resolver problemas diferentes;
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por lo que en la actualidad se cuenta con una gran caja de herramientas, las cuales deben ser utilizadas
segun corresponda para el problema que se desea resolver. Sin embargo, estas herramientas no son
perfectas ya que pueden cometer errores, por ejemplo considerar a un correo importante como basura.
Lo que sucede en realidad es que estas herramientas son incapaces de realizar un trabajo perfecto
debido al contexto en el que son utilizadas.

A los humanos la historia les ha demostrado que tener en cuenta varias opiniones es mejor que tener
una sola. Esto sucede porque que se equivoque una sola persona tomando una decisioén es mas probable
a que se equivoquen 10 personas tomando la misma decision, asumiendo que estas personas tienen
cierta capacidad que les permite enfrentarse al problema, por ejemplo un jurado. Ademas las diferentes
opiniones pueden estar sustentadas en distintas bases de conocimiento lo que permite que se abarque el
problema desde distintas aristas, por ejemplo cuando se va a tomar una decisién en medicina se relinen
el anestesiologo, el ortopédico, el cirujano, entre otros.

Algo similar ha ocurrido con la clasificacion supervisada y en el campo del aprendizaje de maquinas
en general: se ha intentado resolver problemas para los cuales todavia no se tiene un método especifico
que lo resuelva de manera satisfactoria, a través de la utilizacion de varios métodos y combinando el
resultado de estos. En el caso particular de la clasificacion supervisada dos enfoques posibles serian:

- Resolver un problema dado a partir de combinar —integrar, fusionar— distintas soluciones
previas al mismo problema.

- Dividir el problema en varios sub-problemas, resolver dichos sub-problemas con las técnicas
tradicionales y después a partir de dichas soluciones arribar a la solucién del problema mas
general.

La idea de construir herramientas que combinen otras herramientas ya existentes ha recibido mucha
atencion en los Gltimos afios, sobre todo desde la segunda mitad de la década del 90 hasta la actualidad.
Sin embargo, esta idea ya existia y era utilizada posiblemente desde los afios 60. Muchos autores tienen
opiniones encontradas en este aspecto, por ejemplo, en [1] se menciona el afio 1962 con el trabajo [2]
como el primero en seguir esta idea y en [3] se menciona el afio 1977 con el trabajo [4].

Este es un trabajo acerca de cédmo han sido utilizadas las metodologias antes mencionadas en el
contexto de la clasificacion supervisada. Intuitivamente un clasificador es un procedimiento —algoritmo,
funcién- que ha sido creado a partir de la experiencia previa, un clasificador toma como parametro un
objeto que pudiera representar un correo o un paciente y lo clasifica, esto es, dice si el correo es basura
0 no, o la enfermedad que tiene el paciente. Entonces, mas especificamente, en este trabajo se
estudiaran las metodologias —las técnicas— que se han venido utilizando por la comunidad cientifica
para combinar los resultados de los clasificadores. A continuacion se dard una idea general acerca de
cdmo se expondré este conocimiento al lector.

Primeramente es necesario definir un lenguaje comin de entendimiento, dar definiciones formales
acerca de lo que es un clasificador, un problema de clasificacion supervisada, cuales son los factores
gue entran en juego en dichos problemas, como se sabe si un clasificador resuelve un problema de
manera correcta 0 no —o al menos de manera aceptable—, qué es una combinacion de clasificadores. Este
contenido serd expuesto en el segundo epigrafe con nombre Conceptos generales.

En el tercer epigrafe, Funciones de combinacion de las salidas de los clasificadores, se mostraran al
lector las distintas técnicas utilizadas en la combinacion de las salidas de los clasificadores. Es decir,
como se pueden utilizar los resultados obtenidos por varios métodos de forma independiente para
formar un nuevo resultado y las propiedades de este.

Para combinar las salidas de los clasificadores, primeramente hay que tener los clasificadores.
Ahora, ¢cudles clasificadores nos conviene combinar?, ;cdmo los obtenemos? En el cuarto epigrafe,
Obtencion de los clasificadores individuales, se mostraran algunas metodologias utilizadas para a partir
de la experiencia previa obtener los distintos clasificadores que van a ser combinados.



Combinacion de clasificadores supervisados 3

Evidentemente combinar clasificadores que siempre den los mismos resultados no tiene sentido, es
necesario que cuando algunos se equivoguen otros den la respuesta correcta. Esto se conoce como
diversidad en el campo de la combinacidn de clasificadores y sera estudiado en el epigrafe cinco.

En el sexto epigrafe, que se nombra Categorizaciones, se espera que el lector se encuentre
familiarizado con las técnicas més utilizadas por la comunidad asi como con la fundamentacion de las
mismas. Entonces, en dicho epigrafe se pasara a describir, cdmo se han organizado los estudios en esta
rama de la ciencia, es decir, se mostraran las distintas taxonomias que han sido propuestas con el
objetivo de organizar los algoritmos y teorias existentes en el campo.

En los epigrafes que siguen al sexto se daran las conclusiones y se expondréan distintas direcciones
para futuras investigaciones. Finalmente se mostraran las referencias de este trabajo.

2  Conceptos generales

En este epigrafe se daran las definiciones formales que serdn utilizadas a través de todo el trabajo. Se
presentara de manera formal qué es un problema de clasificacion supervisada, y se definiran los
conceptos necesarios para el estudio de las posibles soluciones que dichos problemas pueden tener
utilizando los métodos de combinacion de clasificadores. Entre estas definiciones esté la de clasificador
asi como del procedimiento a traves del cual este se obtiene. Es importante que se entienda que en este
epigrafe se definird un nimero minimo de conceptos necesarios para el entendimiento del trabajo
completo, para un estudio exhaustivo de estas cuestiones el lector puede remitirse a la literatura
especializada en estos temas.

2.1 Clasificacion supervisada

Sea un conjunto de objetos U llamado universo, cada objeto perteneciente a U puede ser descrito en
términos de un conjunto de rasgos. A estos rasgos también se les [laman atributos, propiedades. De esta
forma todo objeto de U se representa como un n-uplo x = (ry, 13, ..., 1,) donde r; representa el valor
tomado por el i-ésimo atributo para el objeto en cuestion. Serd denotado por S el conjunto que define el
espacio de representacion de U, es decir, el espacio en el que los objetos de U se representan segun los
rasgos en cuestion. Es importante notar que los atributos pueden tomar valores en conjuntos distintos,
convirtiendo a S para el caso mas general en el siguiente producto cartesiano (R; X Ry X ... X R;),
donde R; no es mas que el conjunto de los valores posibles que puede tomar el atributo i-ésimo.

Se conoce —0 asume— ademas que existen k subconjuntos propios de U, los cuales denotaremos por
K;, que cumplen que U¥_, K; = U. O sea, los subconjuntos propios representan un cubrimiento de U y
los denominaremos clases. Denotaremos por Q al conjunto que contiene todos los subconjuntos K;, k
representa la cantidad de clases, o sea k = | Q |. A cada elemento de U se le puede asociar una k-tupla
de pertenencia que codifique la relacion de pertenencia del elemento con cada uno de los k
subconjuntos K;, sin embargo la relacion de pertenencia de todos los elementos de U con cada uno de
los subconjuntos no tiene por qué ser conocida. El espacio de k-tuplas de pertenencia serd denotado por
£* y la k-tupla del objeto representado por x sera denotada por B (x).

La pertenencia de un elemento a un conjunto puede ser expresada tanto en términos de la teoria
clasica de conjuntos —pertenece o no pertenece—, de la teoria de conjuntos difusos —expresando un grado
de pertenencia— o cualquier otra teoria de conjuntos. Sin embargo en este trabajo, se utilizara solamente
la teoria clasica de conjuntos para representar el cubrimiento subyacente al problema, esto es, los
objetos pertenecen o no a cada uno de los subconjuntos K;.

Cuando se tiene un universo de objetos U y una muestra de elementos por cada subconjunto K;; y se
desea generalizar la informacidn aportada por estas muestras para saber a qué subconjunto(s) pertenece
un nuevo objeto no presente en ellas, se esta en presencia de un problema de clasificacion supervisada.
A dichas muestras se les Ilama conjunto de entrenamiento y serd denotado por Z.
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Un algoritmo que a partir de un conjunto de entrenamiento y posiblemente un conjunto adicional de
parametros, es capaz de decir a qué subconjuntos pertenece un objeto no presente en dichas muestras
serd denominado algoritmo de clasificacion, en la literatura en inglés también se le conoce como
inducer. Cada uno de estos algoritmos se caracteriza por tener un criterio de clasificacion, una forma de
procesar los datos que lo distingue. Un algoritmo de clasificacién con un conjunto de entrenamiento y
argumentos adicionales fijos define un clasificador. Un clasificador puede ser estudiado como una
funcion g:S - T*, donde S es el espacio de representacion de U y T* es un espacio de tuplas de
tamafio k con componentes que toman valores en algin conjunto T dado, de forma tal que el valor de la
i-ésima componente codifique el grado de soporte que da el clasificador a la hipdtesis de que el
elemento a clasificar pertenezca al subconjunto K;. Si se desea que el clasificador tenga la oportunidad
de abstenerse la imagen de la funcion g debe ser (T U {x})* donde el simbolo * codifica la abstencion
del clasificador.

En este trabajo los algoritmos de clasificacion seran denotados por A, dicho algoritmo cuando recibe
una muestra de entrenamiento Z produce un clasificador D, o sea A(Z) = D. Entonces D(x) representa
el resultado obtenido al clasificar el objeto representado por x a través del clasificador D. En ocasiones
se har& uso de la notacion A(Z, x) para denotar el resultado obtenido al hacer D(x), cuando D = A(Z),
otra forma de verlo es como el resultado obtenido del algoritmo de clasificacion A con la muestra Z en
el objeto representado por x.

Se dird que los clasificadores que provienen de un mismo algoritmo de clasificacion pero con
distintos conjuntos de entrenamiento, o distintos pardmetros adicionales forman una familia de
clasificadores. En otras palabras, un algoritmo de clasificacion es —o representa— una familia de
clasificadores supervisados. Por ejemplo, los clasificadores que utilizan el algoritmo del vecino mas
cercano forman una familia, estos se diferencian en el conjunto de entrenamiento utilizado o en la
funcidn de distancia utilizada.

En el afio 1992 Xu y Suen [5] proponen clasificar las salidas de los clasificadores segun el nivel de
informacidn que estas aportan. En este sentido se proponen tres categorias:

1- Tipo abstracto. El clasificador solo dice si el objeto pertenece o no a cada uno de los
subconjuntos K;. En este caso T = {0,1}, es decir, las tuplas de salida del clasificador tienen
solo valores de ceros y unos donde el uno (cero) en la posicion numero i codifica que el objeto
pertenece (no pertenece) a ;.

2- Tipo rango. Se establece un ordenamiento sobre los K; que expresa el soporte del clasificador a
la hipdtesis de la pertenencia o no de un objeto a cada uno de estos. En este caso T es un
subconjunto del conjunto de nimeros naturales. EI nimero natural que se encuentra en la
posicion i representa el lugar de K; en el ordenamiento realizado. En realidad T no tiene que ser
un subconjunto de los numeros naturales, pudiera ser cualquier conjunto totalmente ordenado.

3- Tipo medida. El clasificador da un grado de soporte a las hipdtesis de que el objeto pertenezca a
cada uno de los K;. En este caso T es igual al conjunto de los nimeros reales, para el caso mas
general, sin embargo también pudiera ser el intervalo [0,1].

Notese que las categorias anteriores no son necesariamente excluyentes, sino que representan mas
bien una jerarquia, ya que por ejemplo una salida de tipo medida se puede convertir en tipo rango y
abstracta e igualmente una de tipo rango se puede convertir en tipo abstracto, aunque se pierda
informacidn en el proceso, es decir, este pudiera ser visto como un proceso de abstraccion. Sin embargo
es imposible convertir una salida tipo abstracto en tipo rango o medida, pues no se cuenta con la
informacidn necesaria para ello. Por ejemplo, la siguiente salida del tipo medida (0.2, 0.5, 0.3) puede
ser convertida en la siguiente salida de tipo rango (3, 1, 2) pues 0.5 > 0.3 > 0.2, y en la siguiente salida
de tipo abstracto (0, 1, 0) pues el soporte 0.5 es el mayor de todos.
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2.2 Eficacia

Un clasificador puede cometer errores cuando clasifica un objeto, de hecho es importante que el
clasificador cometa la menor cantidad de errores posibles, es decir, se necesita que el clasificador sea
eficaz. Sea g: S — T* un clasificador; y VV una muestra de elementos de U, la cual se llamara conjunto
de validacion, donde a cada uno de los objetos presentes en la muestra se le conoce su tupla de
pertenencia, y una funcién ¢: (ﬁ" X T") — R —recuérdese que B* representa el conjunto de tuplas de

pertenencia, T* representa el espacio de salida del clasificador g, y R el conjunto de los ndmeros
reales— tal que para todo objeto x € V el valor £(B(x), g(x)) representa el costo de la pérdida —o la
ganancia— asociada al hecho de que el clasificador g dé como resultado g(x) cuando la tupla de
pertenencia de x es (x). Existen diversas formas de medir la eficacia del clasificador g, a partir del
conjunto V' y la funcion €.

Por ejemplo, considérese que los K; forman una particion sobre U y que g da salidas de tipo
abstracto, podemos considerar a ¢ como una funcion que devuelve 0 si la tupla de pertenencia y la
salida de g con respecto a un objeto coinciden y 1 en cualquier otro caso, es decir, se dice que los
errores tienen todos un mismo costo igual a 1 y que las clasificaciones correctas no tienen costo.
Entonces es posible calcular la eficacia de g en V de la siguiente forma:

eficacia(g,V) =1 — (—ervf(fv(lx),g(x))). (1)

Por supuesto que existen, muchas otras formas de medir la calidad —en términos de la eficacia— de
un clasificador. Por ejemplo en muchos problemas de la realidad, la abstencion no tiene el mismo costo
que un error, ni todos los errores el mismo costo, pues no es lo mismo decirle a un paciente con cancer
que estéd saludable que decirle a uno saludable que tiene cancer. Por otro lado, cuando el problema
admite que los objetos pertenezcan a varias clases, la valoracion del error de clasificacion es mas
compleja. La idea esencial aqui es que el problema de la eficacia de los clasificadores no debe ser
visto fuera del problema de la realidad que se enfrenta.

Evaluar la eficacia de un clasificador con la misma muestra utilizada para entrenarlo no permite
sacar conclusiones sobre su capacidad de generalizacion, pues se puede incurrir en el sobre-
entrenamiento (el clasificador no comete errores con los objetos del conjunto de entrenamiento pero se
equivoca con los nuevos). Para no correr este riesgo pueden ser usadas diversas técnicas [1], por
ejemplo:

- Dividir la muestra que tenemos a disposicion a la mitad y utilizar una para crear el clasificador
y otra para evaluarlo (Hold-out method).

- Dividir la muestra en varios subconjuntos, promediar los resultados de la validacion del
clasificador con cada uno de los subconjuntos una vez que se usaron los restantes para definirlo
(Cross-validation).

La meta de la clasificacion supervisada es obtener clasificadores competentes a partir del conjunto
de entrenamiento disponible. De hecho, la meta en la clasificacién supervisada pudiera ser vista como la
solucion del problema de encontrar un clasificador que minimice (maximice) cierta funcién de error
(eficacia) a partir de un conjunto de entrenamiento. ES importante, tener en cuenta la eficiencia
computacional de los clasificadores (tanto el costo de entrenarlos, como el costo de realizar una
clasificacion) pues de nada sirve tener un clasificador que no cometa errores si tarda mucho tiempo en
dar la respuesta. En este trabajo, no vamos a hacer un analisis profundo de la eficiencia, sin embargo,
todos los algoritmos que se muestran han sido llevados a la préactica sin los mayores inconvenientes.

En el estudio de los algoritmos de clasificacion supervisada, una herramienta que ha recibido mucha
atencion por parte de la comunidad cientifica es la descomposicién del valor esperado —esperanza
matematica— de una funcién de pérdida (loss function) a través de distintos conjuntos de entrenamiento,
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en términos que permita estudiar mas profundamente el comportamiento de estos algoritmos de manera
general. Los términos en los que se suele descomponer dicho costo son: la desviacidn con respecto al
cubrimiento subyacente, o sea el sesgo (bias) y la variacion existente entre los clasificadores que
produce el algoritmo de clasificacion con distintos conjuntos de entrenamiento, o sea la varianza
(variance), como se vera a continuacion.

Los origenes de la descomposicion de los costos del error se encuentran en [6], aplicados en el
contexto de la regresion supervisada, el cual es muy parecido al de la clasificacion supervisada lo que
en lugar de predecir las clases a las que pertenece un objeto se intenta estimar el valor de un nimero
real. Supdngase la existencia de un universo de objetos U y un espacio de representacion de dichos
objetos S, ademas existe una funcion real f sobre S la cual se desea aproximar a partir de un conjunto
de muestras de la forma Z = {(x,y);} donde y = f(x), 0 sea, se crea o utiliza un modelo h(Z,x) =
f(x), laidea es que h se aproxime lo mejor posible a f.

Un ejemplo de problema de regresion es el siguiente. Se desea predecir la altura de los hombres que
viven en Cuba a partir de su peso, y ciudad de nacimiento. En este caso el universo U seria el conjunto
de todos los hombres que viven en Cuba y el espacio de representacion seria S = (R, X R,) donde R,
es el conjunto de los nUmeros reales (para representar el peso) y R, el conjunto de todas las ciudades de
Cuba. La cuestion es a partir de una muestra de hombres, crear un modelo que sea capaz de predecir la
altura de un nuevo hombre no presente en la muestra.

En el caso de la regresion supervisada una funcion de pérdida recibe dos nimeros reales, el resultado
del modelo y el resultado de la funcion (ground-truth), y devuelve el costo correspondiente. Utilizando
la funcion de pérdida é(x,y) = (x — y)? —nétese como se puede aplicar una resta entre los parametros
de la funcion ya que estos son numeros reales—, la cual llamaremos en este trabajo cuadrado de la
diferencia, se desea analizar como se comporta el modelo h de manera general, es decir, como se
comporta utilizando distintas muestras de entrenamiento en un mismo punto x, se tiene entonces:

Ez [(f00) — h(Z,0)°] = EL(f () = E,[h(Z, )D?] + Ez[(Ez[h(Z, )] = R(Z, )] (2)

En la ecuacion anterior se tiene la esperanza matematica de la funcion de costo del error a través de
distintos conjuntos de entrenamientos descompuesta en la suma de un primer término que representa el
sesgo (es decir, cuanto se diferencia el valor real de la funcion f del resultado que tiende a dar el
modelo h a través de distintos conjuntos de entrenamiento) y un segundo que representa la varianza (es
decir, cuénto varian las predicciones del modelo h para x a través de distintos conjuntos de
entrenamiento). La gran ventaja que tiene esta descomposicion es que es puramente aditiva, puede verse
claramente que si se desea reducir el error hay que reducir o el sesgo o la varianza.

En el caso de la clasificacion supervisada no ha sido posible obtener un resultado tan claro. Es
importante notar que cuando la salida del modelo en cuestion no es un namero real no se puede utilizar
la diferencia del cuadrado como funcion de costo. Por ejemplo, suponiendo que los objetos pertenecen a
una sola clase, en [7] se propone la siguiente descomposicién del valor esperado de la funcién de
pérdida en ceros y unos, donde se supone que cada objeto pertenece solamente a una clase:

E;[1-1(x € AZ, x))] = sesgo + varianza + ruido.  (3)
Donde se tiene que:
1
sesgo = (K, (P(Kilx) = P(A(Z,x) = Kp)?),

varianza = (% (1-3F (P(AZ, x) = K))?)),
ruido = (% (1 -3k (P(K;]x))?)).
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El término P,(A(Z,x) = K;) representa la probabilidad de que el algoritmo de clasificacion A asigne
la clase K; al objeto representado por x a través de distintos conjuntos de entrenamiento. Por otra parte
el término (1 —I(x € A(Z,x))) representa la funcion de costo en 0 y 1 donde I es una funcion
indicadora. Esta descomposicion ha sido criticada por el hecho de que el término llamado varianza no
expresa una variacion alrededor del valor estimado promedio [8]. Otras descomposiciones han sido
propuestas en [9], [10], [11], [12], y todas tienen deficiencias notables. Pedro Domingos propone en
[13] una descomposicion unificada que contempla tanto el caso de regresion como el caso de
clasificacion, sin embargo para el caso de clasificacion con funcién de costo en 0 y 1 dicha
descomposicién igualmente presenta sus problemas [1].

Aunqgue las descomposiciones de sesgo y varianza en el caso de la clasificacion aun presentan
problemas, estas han sido utilizadas para explicar diferentes fendmenos dentro del campo, como se vera
en este trabajo.

2.3 Combinacion de clasificadores

Dado que una de las tareas fundamentales en el area de la clasificacion supervisada es mejorar la
eficacia de los métodos existentes, surge la idea de combinar multiples clasificadores de la misma
forma en que intentamos buscar varias opiniones en los problemas que resuelven las personas a diario.
De esta forma una combinacién de clasificadores es un clasificador que basa su decision en la decision
de otros clasificadores a los cuales nos referiremos como los clasificadores individuales. Segun [14] en
la literatura el término esquema (ensemble) es utilizado cuando los clasificadores individuales forman
una familia, cuando los clasificadores no son de una misma familia entonces se suele utilizar el término
de sistemas de multiples clasificadores (multiple classifiers systems).

El objetivo con el desarrollo de combinaciones de clasificadores es que estos tengan un mejor
desemperio que los clasificadores individuales, o sea, presentar mejores soluciones a los problemas que
no han sido resueltos de manera aceptable por los métodos tradicionales, entendiendo por métodos
tradicionales a los clasificadores que no toman sus decisiones basados en otras decisiones anteriores.
Por desempefio de los clasificadores nos referimos tanto a la eficacia como a la eficiencia de los
mismos. Si los clasificadores individuales que van a ser combinados no cometen errores coincidentes en
los puntos del espacio de representacion, entonces la eficacia se puede mejorar si los resultados de estos
se combinan adecuadamente. Por otra parte si se tiene un problema complejo, la eficiencia se puede
mejorar dividiendo el problema en sub-problemas mas simples, los cuales seran resueltos por los
clasificadores individuales, el problema complejo se resuelve después integrando las soluciones dadas
por los clasificadores individuales.

Dietterich en [15] se pregunta: ¢(Por qué es posible construir una combinacion donde los
clasificadores no cometan los mismos errores? ;Por qué no podemos encontrar un clasificador
individual que trabaje tan bien o mejor que una combinacién de clasificadores? A su vez propone tres
razones por la cuales debe considerarse el uso de los esquemas de clasificadores, estas razones seran
retomadas por Dietterich en [16] y Kuncheva en [1] y en este trabajo se expondran a continuacion.

La primera razon es estadistica. En la practica, una vez dado el conjunto de entrenamiento, la tarea
es encontrar un clasificador o més eficaz posible. Sin embargo, puede darse el caso de que en lugar de
encontrar un solo clasificador que es el méas eficaz, se obtengan varios con una eficacia igual de
aceptable, pues todos tienen un error estimado muy semejante o igual. Sin embargo, estos clasificadores
pueden generalizar de manera diferente, es decir, cuando se clasifican objetos no presentes en la
muestra disponible los clasificadores no tienen por qué trabajar de la misma manera, estos pueden
cometer errores sobre elementos distintos. Una opcion disponible es tomar aleatoriamente uno de estos
clasificadores, entonces el clasificador que se tome puede ser la mejor de las opciones, pero también la
peor. Una alternativa puede ser tomarlos todos y de alguna manera promediar los resultados de estos
para intentar reducir el riesgo de una clasificacion incorrecta.
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La segunda razén es computacional. En muchos casos los algoritmos de clasificacion realizan una
busqueda en un conjunto de clasificadores posibles a partir del conjunto de entrenamiento en cuestién
con el objetivo de encontrar un buen clasificador. En la literatura al conjunto de clasificadores posibles
se le llama conjunto de las hipotesis. Realizar esta busqueda de manera extensiva, o sea, tenerlos en
cuenta a todos, puede ser muy costoso. Por ejemplo, el problema de encontrar el arbol de decision mas
pequefio que es consistente con un conjunto de entrenamiento es NP-completo [17], también lo es el
problema de encontrar los pesos de la red neuronal més pequefia consistente con un conjunto de
entrenamiento [18]. Por esta razdn, algunos algoritmos de clasificacion realizan la busqueda a través de
alguna heuristica, y esto trae como consecuencia la posibilidad de quedar atrapado en un 6ptimo local.
Esto implica que en muchos casos aunque la informacion disponible acerca del problema —conjunto de
entrenamiento— permita encontrar un clasificador con una alta eficacia, por problemas de complejidad
computacional no serd posible acceder a este. Entonces, si se toman varios clasificadores, —cada uno
pudo haber sido un éptimo local distinto, por lo que no tienen por qué cometer los mismos errores— al
combinarlos en busqueda de consenso se puede lograr una mejor eficacia.

Class 1 : ;/ N Class 1

Class 2 Class 2

Fig. 1. : La imagen izquierda muestra el limite de decisién diagonal y las aproximaciones realizadas por varios
arboles de decision. La imagen a la derecha muestra el resultado de una aproximacidn a través de una votacién
realizada por las aproximaciones mostradas en la imagen de la izquierda.

La tercera razon es representacional. Como se ha visto anteriormente un algoritmo de clasificacion
define una familia de clasificadores. Existe la posibilidad de que el clasificador Optimo para un
problema dado no se encuentre dentro de la familia de clasificadores que define el algoritmo de
clasificacion que se esta utilizando. Por ejemplo, existen algoritmos de clasificacion cuyos
clasificadores discriminan entre dos clases a partir de un hiper-plano entre estas; pero también existen
problemas donde las clases se encuentran distribuidas de una forma mas compleja, es decir, que no es
posible separar las clases solamente a través de hiper-planos. Entonces si se esta obligado a considerar
clasificadores dentro de la familia anterior solamente —quizas por razones de eficiencia, o simplicidad—,
ocurre que el clasificador 6ptimo no esta presente dentro de los posibles resultados del algoritmo de
clasificacion, pero si combinamos distintos clasificadores de este tipo entonces es posible un
acercamiento mucho mayor al clasificador dptimo. Dietterich propone otro ejemplo: algunos de los
clasificadores que utilizan un arbol de decision generan una particion del espacio de representacion —se
asume R™- donde las supuestas clases se delimitan a partir de hiper-planos paralelos a los ejes de
coordenadas, si el borde real que discrimina a dos clases de objetos es diagonal entonces el arbol de
decisién aproximara este borde de una forma escalonada. Si combinamos distintos arboles,
obtendremos distintas aproximaciones y mediante una votacion se puede llegar a obtener una mejor
aproximacion, véase las figuras tomadas del trabajo de Dietterich (Figura 1). Nétese que este argumento
puede ser rebatido, pues, que una familia de clasificadores no contenga a un clasificador 6ptimo para la
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solucion de un problema dado, no quiere decir que no exista otra familia de clasificadores que si lo
contenga. Sin embargo, es posible salvar el argumento de Dietterich, pues cabe la posibilidad de que
obtener un clasificador de la segunda familia sea mas complejo que obtener varios de la primera y
combinarlos.

Es importante siempre tener en cuenta que una combinacion de clasificadores es también un
clasificador. En este trabajo la combinacién de clasificadores sera denotada por D, cada combinacion
cuenta con [ clasificadores individuales los cuales serdn denotados por D; con (1 < i < ).

3 Funciones de combinacion de las salidas de los clasificadores

La manera en que se combinan los resultados de los clasificadores individuales es una cuestion
fundamental en el estudio de las combinaciones de clasificadores. La idea aqui es optimizar la decision
que se va a tomar a partir de las decisiones individuales. Si todos los clasificadores individuales tienen
el mismo espacio de salida, la salida de todos ellos para un objeto en especifico puede ser codificada a
través de una matriz DP que tiene k columnas y [ filas. A la matriz DP se le llamard matriz de perfil de
decision. El valor de la matriz en la fila i y la columna j se denotard por DP(i, j) y representa el valor
de la componente nimero j de la tupla de salida del clasificador D; para el objeto en cuestion, es decir,
la fila i representa la tupla de salida del clasificador D; y la columna j representa las salidas de los
clasificadores respecto al subconjunto K;.

Por ejemplo, la matriz de perfil de decision que se muestra en la Tabla 1 corresponde al caso en que
se tienen 5 clasificadores y 3 clases con las siguientes salidas para un objeto en cuestion:

- Dy(x) =(0.5,0.49,0.1),

- D,(x) = (0.5,0.49,0.1),

- D3(x) =(0.5,0.49,0.1),

- D,(x) =(0,0.9,0.1),

- Ds(x) = (0.1,0.9,0).

Se estudiaran a continuacion distintas funciones de combinacion de las salidas de los clasificadores.
Es decir, en este epigrafe se asumira que los clasificadores que componen la combinacion ya han sido
creados. Dichas funciones reciben como argumentos el objeto que se desea clasificar y las salidas de los
clasificadores individuales para dicho objeto (codificadas a través de la matriz de perfil de decisién).
Una funcién de combinacién puede tener otros pardmetros adicionales, como se verd mas adelante.

Tabla 1. Ejemplo de matriz de perfil de decision.

0.5(0.49 | 0.1
0.5(0.49 | 0.1
0.5(0.49 | 0.1

0 09 | 0.1
0.1 | 0.9 0

Es posible dividir las funciones de combinacion segin el tipo de informacion que necesitan de la
salida de los clasificadores individuales [1], [5]. En este trabajo se seguira el mismo convenio. Otra
tendencia en la literatura [1] es la separacion entre la combinacion de clasificadores y la seleccion de
clasificadores. Este Gltimo convenio no serd seguido en este trabajo ya que ambos casos pueden ser
contemplados a partir del concepto de funcion de combinacion de salidas dada anteriormente, por
consiguiente en este trabajo se estudiard la seleccion de clasificadores como un caso particular de
funcion de combinacion de las salidas de estos.
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Es importante en este punto comentar acerca de la importancia de utilizar correctamente los tipos de
salida que den los clasificadores individuales, ya que si se utiliza una funcion de combinacién de salidas
del tipo abstracto con clasificadores que tienen salidas del tipo medida se estaria desechando
informacién, aunque esto pudiera ser conveniente en algunas aplicaciones. Por ejemplo, cuando las
salidas obtenidas en la Tabla 1 son tratadas como resultados del tipo abstracto se tiene la matriz de
perfil de decision mostrada en la Tabla 2.

Como resultado de esta conversion se ignora que aunque los tres primeros clasificadores dan como
subconjunto correcto al primero —o sea K;, pues es el que recibe un mayor soporte—, también dan un
soporte muy semejante al subconjunto K, y que los dos ultimos clasificadores dan un soporte muy bajo
al primero y sin embargo uno muy alto al segundo. Es decir, utilizando la salida de tipo medida se
puede observar que de manera general hay mucho més soporte para la segunda clase que para la
primera, sin embargo cuando se convierte a tipo abstracto no sucede asi.

Tabla 2. Ejemplo de matriz de decisidn con salidas abstractas.

1 0 0

RRIO|O

=l=ll=
=li=li=]1i=]

A continuacion se expondran distintas funciones de combinacion de salidas de los clasificadores
individuales. Se comenzara con las funciones que combinan salidas de tipo abstracto, luego se
continuard con las funciones que combinan salidas de tipo rango y medida, por ese orden. Al final se
tendra en cuenta la seleccién de clasificadores. Para los métodos de combinacion de clasificadores que
se expondran a continuacion, se asumira que las clases forman una particion sobre el universo, en caso
contrario se hard la aclaracion explicita.

3.1 Combinacion de salidas de tipo abstracto

En este epigrafe se estudiaran distintos métodos de combinacion que tienen en cuenta salidas de tipo
abstracto.

3.1.1 Algoritmos basados en votacion
Los algoritmos basados en votacion consideran la salida de cada clasificador como un voto. Entre estos
se encuentran los denominados: voto mayoritario y voto ponderado.

Votacion mayoritaria

En el caso del voto mayoritario a partir de todos los votos emitidos se trata de llegar a cierto tipo de
consenso. Entre las formas de consenso mas manejadas se encuentran la unanimidad, la simple
mayoriay la pluralidad.

En el consenso por unanimidad se exige que todos los clasificadores estén de acuerdo respecto a una
misma clase K;, es decir, todos deben tener la misma salida, en caso contrario la combinacion se
abstiene de clasificar. En otras palabras, el resultado de la combinacion seria K; si S_,DP(i,j) =1y
una abstencion en otro caso.

En el consenso por simple mayoria se exige que méas de la mitad de los clasificadores concuerden en

una clase, o sea, el resultado de la combinacion es K; si »_,DP(i,j) > [I/ZJ, y una abstencion en otro
caso.
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En el consenso por pluralidad se toma como resultado la clase por la que mas se vota. Es decir, se
tiene que K; es el resultado final de la combinacion si se verifica que

! DP(i,j) = max}‘zl{Z%:lDP(i,j)} los casos de empates pueden ser resueltos arbitrariamente o
desembocar en una abstencion.

En todos los casos la salida de la combinacion no es el subconjunto K;, sino una tupla con ceros en
todas las posiciones excepto en la posicion numero j en la cual va un uno.

El voto mayoritario es el término utilizado en la literatura para referirse a los algoritmos basados en
votacion méas simples, usualmente se define el tipo de consenso que se va a utilizar y después se utiliza
solamente dicho término. La simple mayoria es el método de consenso més estudiado en la literatura
[19], [20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29] y [30]. Algunos de los resultados en torno a
esta forma de consenso, por su interés, son expuestos a continuacion.

Si se asume que todos los clasificadores individuales en la combinacion tienen una misma
probabilidad p de clasificar correctamente a un objeto dado, y que cada uno de ellos toma su decisién
independientemente de la decisién que tomen los demas, entonces la probabilidad de clasificacion
correcta de la combinacidn, si se utiliza el voto mayoritario, puede ser expresada mediante la ley
binomial, mostrada en (4).

l l j _ l-j
Ly ()pPa-p @
En la ecuacion anterior el término (j) p’ (1 — p)*~/ representa la probabilidad de que exactamente j
clasificadores hayan votado de manera correcta y por consiguiente (I —j) de manera incorrecta.
Cuando se dice que el clasificador D; es independiente con respecto a D;, se asume que para cualquier

objeto en U representado por x, y cualesquiera a,b tomados de los espacios de salida de D; y D;
respectivamente, se cumple que P(D;(x) = a) = P(D;(x) = a|D;(x) = b), es decir, la probabilidad de
que D; dé un resultado no se afecta una vez que se conoce el resultado dado por D;. Todos los

clasificadores en un conjunto son independientes entre si, si para cualquier combinacion posible que se
tome de ellos estos permanecen independientes.

Teorema de Condorcet

Entre los resultados tedricos que respaldan al voto mayoritario se encuentra el teorema de Condorcet
[31], el cual fue publicado en el afio 1785 y asume que se tiene que tomar una decision que tiene dos
alternativas (+/—), una es correcta (+) y la otra es incorrecta (—) y que tenemos [ individuos que
tomaran la decision independientemente, y estas seran combinadas usando el voto mayoritario para
llegar a una solucidn final. Entonces...

Teorema 1 (de Condorcet). Si cada individuo hace su voto independientemente de los votos de los
demés, y cada voto tiene una probabilidad p > 0.5 de ser correcto entonces cuando la cantidad de
individuos tiende a infinito, la probabilidad de que la decision del voto mayoritario sea correcta es una
funcién monétona creciente y tiende a 1. En cambio, si p < 0.5, entonces la probabilidad del consenso
correcto, a traves del voto mayoritario, es una funciébn mondétona decreciente y tiende a 0. Si p = 0.5
entonces la probabilidad del consenso correcto se mantiene en 0.5.

Este teorema da soporte a la idea intuitiva de que si juntamos muchos individuos que tienen mayor
probabilidad de tomar la decisién correcta que de equivocarse, entonces podemos esperar que un
consenso entre estos tenga muchas posibilidades de ser correcto.

En el contexto de la combinacion de clasificadores supervisados, cada individuo representa un
clasificador que puede votar por el K; correcto o equivocarse. Sin embargo, este teorema no ofrece
grandes asideros ya que solo es posible estimar la probabilidad de que un clasificador vote
correctamente a partir de un conjunto de validacion, ndtese que puede ocurrir que el conjunto de
entrenamiento disponible no sea lo suficientemente representativo como para permitir una buena
generalizacion. Ademas que [ tienda a infinito es imposible de lograr en la practica. Lo que con un
espiritu muy pragmatico, tendria que traducirse en que la cantidad de clasificadores a combinar sea muy
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grande para que el teorema pueda dar algun aval al resultado. Esto conlleva un inconveniente que no
podemos olvidar y es el costo computacional de tal solucion.

Analisis de Louisa Lam y Ching Suen

En el afio 1997 Lam y Suen [30] realizan un estudio del voto mayoritario donde obtienen algunos
resultados interesantes. Estos autores estudiaron el voto mayoritario como método de combinacién de
un namero par o impar de clasificadores que pueden votar por una de las k clases o abstenerse.

Los autores llegaron a resultados que permiten conocer, al menos tedricamente, qué se puede esperar

de una combinacién cuando estas tienen un nimero par o impar de clasificadores, o sea, permiten
discriminar en qué situaciones es preferible tener una cantidad par de clasificadores. También
obtuvieron resultados relajando la restriccion de que todos los clasificadores tengan una misma
probabilidad p de tomar la decisidn correcta, mas especificamente, matematicamente evaltan el efecto
que puede tener agregar nuevos clasificadores a la combinacion. Un resumen de todos los resultados
alcanzados en este trabajo sera expuesto a continuacion.
Sean PC y PW las probabilidades de un consenso —utilizando simple mayoria— correcto o incorrecto,
respectivamente. NOtese que en el problema méas simple —no abstenciones, ndmero impar de
clasificadores y dos clases— PC + PW = 1, sin embargo en el caso que se esta estudiando esto no se
verifica debido a que el voto mayoritario tiene la opcidn de abstenerse. Denotaremos por PC(l) y
PW (1) a las probabilidades de consenso utilizando [ clasificadores. Inicialmente los referidos autores
demuestran los siguientes teoremas:

Teorema 2. Si los clasificadores de la combinacién son independientes y todos ellos tienen una
misma probabilidad (denotada por p) de clasificar correctamente a un elemento, entonces se verifican
las siguientes ecuaciones:

1- PC2n+1) =PC2n) +p™* A -p)"(*"). (5)
2- PC2n) =PC2n—1) —p"A-p)"(*"1). (6)

Corolario 2.1. PC(2n + 1) — PC(2n — 1) = p"(1 - p)*(*"" ") (2p — 1).

. _on+1 2ny [2npt+p—n
Corolario 2.2. PC(2n+ 2) — PC(2n) = p™ (1 — p)"(n) [ o) ]2

. _ _ 2n\ [(4n+2)p*—2np—(n+1)
Corolario 2.3. PC(2n + 2) — PC(2n — 1) = p"(1 — p)"( n) [ 2t 1) ]

Los resultados anteriores se obtienen a partir de (4) a través de simple trabajo algebraico. De los
resultados anteriores son derivadas, entre otras, las consecuencias siguientes:

- PC(2n) < PC(2n+ 1)y PC(2n) < PC(2n — 1) paratodo ny p. NGtese que en la primera
ecuacion del Teorema 2 PC(2n + 1) es igual a PC(2n) mas un nimero positivo, y que en la
segunda ecuacién PC(2n) es igual a PC(2n — 1) menos un numero positivo. Esto es, bajo las
condiciones expuestas, se tiene que cuando se combina un numero par de clasificadores la
probabilidad de un consenso correcto es menor que cuando se hace la combinacion con un
clasificador menos o un clasificador méas. Esto es interesante ya que se ve como el crecimiento
o0 decrecimiento de la funcién va haciendo un zigzag.

- Cuando se combina un numero par de clasificadores se tiene que PC(2n) es monétona
creciente si se tiene que p > (n/(2n + 1)), lo que se verifica siempre que p > 0.5, esto es,
segun se van agregando dos clasificadores a la combinacion PC crece. En cambio, si se tiene
que p < (n/(2n + 1)), lo que se verifica siempre que p < 1/3, entonces PC(2n) es
monotona decreciente. Si (1/3) < p < (1/2) entonces PC(2n) se comportard dependiendo de
los valores de las magnitudes p y n/(2n + 1). Esto se debe al Corolario 2.2 que establece la
relacion que tiene la diferencia entre PC(2n) y PC(2n + 2) conny p.
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- Teniendo en cuenta valores pares e impares, y desarrollando el Corolario 2.3 se verifica que

PC(2n+2)>PC(2n—1)siysolosip > f;(n) = (n+V5n? + 6n + 2/4n + 2), en cambio
si p < f;(n) se invierte la desigualdad. Como se tiene que f; (n) tiende a p,, = 0.8090 cuando
n tiende a infinito, podemos decir que si p > p,, entonces PC(2n + 2) > PC(2n — 1).
- Cuando p = p, se puede establecer un orden para PC vy es el siguiente:
PC(2n) < PC(2n—1) <PC(2n+2) < PC2n+1) < PC2n+4) < -
Por ejemplo: PC(2) < PC(1) < PC(4) < PC(3) < PC(6) < PC(5) < PC(8) < -
- PC(2n) tiende al mismo limite que PC(2n — 1) para todos los valores posibles de p en (0,1).

En su trabajo Lam muestra una tabla (Tabla 3) con las probabilidades del consenso ya calculadas
para distintos valores de p y n. En dicha tabla es posible observar (verificar) los comportamientos de
PC segun los valores de p y n.

Ademas, los resultados antes planteados fueron verificados a través de experimentos realizados por
los autores del mencionado trabajo. Basicamente la idea fue tomar un conjunto de clasificadores (6
clasificadores) para combinar con el voto mayoritario a varios subconjuntos de estos, medir los
desemperfios y compararlos. Por ejemplo, resultd que cuando se combinaron grupos de 3 clasificadores,
el desempefio fue mejor que cuando se combinaron grupos de 4. La verificacion no resulto exacta, es
decir, no se verifico que todos las combinaciones de 3 fueran mejores que todas las combinaciones de 4,
lo cual es logico, ya que en la practica no se puede lograr que los clasificadores cumplan las
restricciones antes expuestas. Sin embargo, se pudo notar una tendencia bastante marcada. La
conclusion més importante que se puede extraer de los resultados anteriores es que cuando se combina
un namero par de clasificadores disminuye la probabilidad de consenso correcto, pero también la de
consenso incorrecto, por lo que aumenta la probabilidad de abstencion, y en problemas donde el costo
de una equivocacién es mucho mayor que el costo de una abstencion estaria justificado el uso de un
ntmero par de clasificadores.

El modelo propuesto por Lam para el estudio del voto mayoritario tiene grandes limitaciones en la
practica. Trabaja con la probabilidad de que un clasificador etiquete correctamente a un objeto, la cual
se puede estimar, pero siempre se corre el riesgo de que la muestra disponible de objetos no generalice
bien el problema. Ademas asumir que todos los clasificadores tienen la misma eficacia es una condicion
muy fuerte para ser asumida en la practica. Por otro lado se hace necesario que el nimero de
clasificadores a combinar sea muy grande para que los resultados expuestos avalen de alguna manera su
uso.

Para enfrentar el problema creado al asumir que los clasificadores tienen la misma probabilidad de
etiquetar correctamente a un nuevo objeto, los mencionados autores presentan un modelo para relajar
esta condicion. En particular se proponen medir la diferencia entre la eficacia de una combinacién de
clasificadores con distintos p; —esto es la probabilidad de que el i-ésimo clasificador asigne un objeto al
K; correcto—y la nueva combinacion que se crea al afiadir uno o dos clasificadores nuevos. El andlisis
solo tiene sentido cuando los nuevos votos cambian el resultado de la combinacion anterior, es decir,
los nuevos votos producen una diferencia. Estos casos son mostrados en la Tabla 4.

Sin asumir nada acerca de las probabilidades de los clasificadores, ni acerca de la independencia
entre estos, se puede notar que cuando se agrega un solo voto a una combinacion con 2n clasificadores,
se reduce la probabilidad de abstencion ya que las diferencias solo ocurren cuando anteriormente habia
un empate y el nuevo voto lo rompe, no importa si es para crear un consenso correcto o incorrecto; y
que en cambio cuando se agrega un nuevo voto a una combinacion que tiene un nimero impar de
clasificadores ocurre lo contrario, ya que las diferencias ocurren cuando anteriormente existia una
decision, ya fuera esta un consenso correcto o incorrecto, y el nuevo voto forma un empate.

Es muy confuso analizar el efecto de afiadir dos clasificadores a una combinacién ya que el efecto
producido por el segundo parece contrarrestar el producido por el primero. Segln Lam, cuando se
afiaden 2 votos a un namero par de clasificadores las diferencias pueden ocurrir de dos formas distintas,
se puede pasar de una abstencion a una clasificacion correcta, pero también se puede pasar de una
clasificacion correcta a una abstencion. ;Cudl de los dos casos de diferencias debe ocurrir mas
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frecuentemente? Asumiendo la independencia entre los clasificadores y denotando las probabilidades de
clasificacion correcta de los dos que se agregan por q; Y g, calcularon que la probabilidad de pasar de

una abstencidn a un consenso correcto es mayor que la probabilidad de pasar de un consenso correcto a
una abstencion si se verifica que:

q192 i i .
<i< .
an(-q) = pp "ol sts2n

Anéalogamente ocurre para el caso de afiadir 2 votos a un ndmero impar de clasificadores, en este
caso para incrementar la probabilidad de consenso correcto es necesario que se verifique:

9192 Di . .
<i < )
G-~ G-pp "blsis2n+l

Tabla 3. Tabla mostrada por Lam en su trabajo que refleja los valores que toma PC(n) para distintos valores de p
y n que representan la probabilidad de cada clasificador de clasificar correctamente un objeto y el nimero de
clasificadores que se combinan respectivamente.

Values of n
2 3 4 5 6 7 8 ] 10

0.10 0.0100 0.0280 00037 0008 0.0013 0.0027 0.0004 00009 0.0001
0.15 0.0225 0.0608 0.0120 0.0266 0.0059 0.0121 0.0029 0.0056 0.0014
0.20 0.0400 0.1040 0.0272 0.0579 0.0170 0.0333 0.0104 0.0196 0.0064
0.25 0.0625 0.1562 0.0508 0.1035 0.0376 0.0706 0.0273 0.0489 0.0197
0.30 0.0900 0.2160 0.0837 0.1631 0.0705 0.1260 0.0580 0.0988 0.0473
0.35 0.1225 0.2818 0.1265 0.2352 0.1174 0.1998 0.1061 0.1717 0.0949
0.40 0.1600 0.3520 0.1792 0.3174 0.1792 0.2898 0.1737 0.2666 0.1662
0.45 0.2025 0.4253 0.2415 04069 0.2553 0.3917 0.2604 0.3786 0.2616
0.50 0.2500 05000 0.3125 05000 0.3438 05000 0.3633 0.5000 0.3770
0.55 0.3025 0.5748 0.3910 0.5931 0.4415 0.6083 04770 0.6214 0.5044
0.60 0.3600 0.6480 0.4752 0.6826 0.5443 0.7102 0.5941 0.7334 0.6331
0.65 0.4225 0.7183 0.5630 0.7648 0.6471 0.8002 0.7064 0.8283 0.7515
0.70 0.4900 0.7840 0.6517 0.8369 0.7443 0.8740 0.8059 0.9012 0.8497
0.75 0.5625 0.8438 0.7383 0.8965 0.83306 0.9294 0.8862 0.9511 0.9219
0.80 0.6400 0.8960 0.8192 0.9421 0.9011 09667 0.9437 0.9804 0.9672
0.85 0.7225 0.9393 0.8905 0.9734 0.9527 0.9879 0.9786 0.9944 0.9901
0.90 0.8100 0.9720 09477 0.9914 0.9842 (0.9973 0.9950 0.9991 0.9984
0.95 0.9025 0.9928 0.9860 0.9988 0.9978 0.9998 0.9996 1.0000 0.9999

De forma analoga se analizan las posibilidades para encontrar variaciones en el voto mayoritario, por
ejemplo, si tenemos un numero impar de clasificadores y se desea aumentar la fiabilidad de la
combinacion —disminuir la probabilidad del consenso equivocado— podemos lograrlo de dos modos
distintos, eliminando un clasificador o duplicando el voto de uno de los ya presente —por duplicar el
voto se entiende que el voto de uno de los clasificadores vale doble—. En este sentido el trabajo de Lam
intenta explicar cual de las dos opciones, debe brindarnos un mejor resultado, tanto para el caso en que
se cuenta con un numero par de clasificadores como para cuando se cuenta con un nimero impar. Otros

analisis y resultados estan presentes en el trabajo de Lam pero no es objetivo nuestro agotarlos todos
aqui.
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Tabla 4. : Casos donde se afecta la decision de la combinacion por motivo de agregar nuevos clasificadores.

Caso Votos originales Nuevos votos Decisidn original | Nueva decision

Efecto cuando se tienen 2n votos y se afiade 1 voto.

1 n correctos, n 1 correcto Abstencién Correcta
incorrectos
2 n incorrectos por K;, 1incorrecto por K; Abstencion Equivocada

n correctos o
incorrectos distintos
de K;

Efecto cuando se tienen 2n + 1 votos y se afiade 1 voto.

3 n + 1 correctos, n 1incorrecto. Correcta Abstencidn
incorrectos
4 n + 1 incorrectos 1 distinto de K; Equivocada Abstencion

por K;, n correctos o
incorrectos distintos
de K;

Efecto cuando se tienen 2n votos y se afiaden 2 votos.

5 n correctos, n 2 correctos Abstencidn Correcto
incorrectos
6 n + 1 correctos, 2 incorrectos Correcto Abstencidn

n — 1 incorrectos

Efecto cuando se tienen 2n + 1 votos y se afiaden 2 votos.

7 n correctos, n + 1 2 correctos Abstencion o Correcto
incorrectos Equivocada

8 n + 1 correctos, n 2 incorrectos Correcto Abstenciéon o
incorrectos Equivocada

En general, los resultados alcanzados por Lam y Suen representan una teoria acerca del
comportamiento del voto mayoritario en diversas circunstancias. El principal problema es que se trabaja
con la probabilidad de que un clasificador trabaje correctamente, la cual se puede estimar de manera
incorrecta si la muestra de elementos disponibles no generaliza de forma adecuada el problema en
cuestion.

Patrén de éxito y patron de fracaso

El patron de éxito y el patrén de fracaso fueron introducidos en [27] para ilustrar los limites del voto
mayoritario. Supongamos que tenemos [ clasificadores, con la misma probabilidad p de clasificar
correctamente a un objeto dado, esto es, si tenemos 10 objetos en U y dicha probabilidad es p = 0.6
entonces cada clasificador etiqueta correctamente a solamente 6 de ellos. En este punto, dados la
probabilidad p y la cantidad de objetos, se pueden generar todos los posibles resultados de los
clasificadores para todos los objetos, entendiendo por resultado si el clasificador se equivoca o no. Para
los pardmetros anteriores —10 objetos, p = 0.6— Kuncheva construye la Tabla 5 la cual muestra todos
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los posibles resultados de 3 clasificadores, y ademas muestra la eficacia del voto mayoritario en cada
caso.

La Tabla 5 tiene 10 columnas, la primera es para numerar los resultados, las 8 siguientes codifican
las posibles combinaciones de los resultados de los clasificadores —las combinaciones estan
representadas por una tupla de ceros y unos, el uno en la posicion nimero i significa que el clasificador
individual nimero i obtuvo una respuesta correcta—, la Gltima columna muestra la eficacia del voto
mayoritario en cada caso. Las filas de la Tabla 5 representan resultados posibles, el nimero en cada
celda representa la cantidad de objetos que registraron la combinacion de la columna correspondiente.

Por ejemplo, un resultado posible seria cuando las salidas de los 3 clasificadores son equivalentes, o
sea, los 3 votan correctamente por los mismos 6 objetos y los 3 se equivocan en los 4 objetos restantes,
en ese caso la columna que representa la combinacion (1,1, 1) debe tener un 6 en la fila que represente
tal resultado posible y la columna que representa la combinacion (0,0, 0) debe tener un 4 en la misma
fila, tal resultado es mostrado en la entrada 28 de la Tabla 5.

Tabla 5. Todas las posibles combinaciones de los votos de 3 clasificadores con p = 0.6 y 10 objetos.

No. | (1,1,1) | (1,0,1) ] (0,1,1) ] (0,0,1) | (1,1,0) | (1,0,0) | (0,1,0) | (0,0,0) | PC
1 0 2 2 2 4 0 0 0 0.8
2 0 2 3 1 3 1 0 0 0.8
3 0 3 3 0 3 0 0 1 0.9
4 1 1 1 3 4 0 0 0 0.7
5 1 1 2 2 3 1 0 0 0.7
6 1 2 2 1 2 1 1 0 0.7
7 1 2 2 1 3 0 0 1 0.8
8 2 0 0 4 4 0 0 0 0.6
9 2 0 1 3 3 1 0 0 0.6
10 2 0 2 2 2 2 0 0 0.6
11 2 1 1 2 2 1 1 0 0.6
12 2 1 1 2 2 1 1 0 0.7
13 2 1 2 1 2 1 0 1 0.7
14 2 2 2 0 2 0 0 2 0.8
15 3 0 0 3 2 1 1 0 0.5
16 3 0 0 3 3 0 0 1 0.6
17 3 0 1 2 1 2 1 0 0.5
18 3 0 1 2 2 1 0 1 0.6
19 3 1 1 1 1 1 1 1 0.6
20 3 1 1 1 2 0 0 2 0.7
21 4 0 0 2 0 2 2 0 0.4
22 4 0 0 2 1 1 1 1 0.5
23 4 0 0 2 2 0 0 2 0.6
24 4 0 1 1 1 1 0 2 0.6
25 4 1 1 0 1 0 0 3 0.7
26 5 0 0 1 0 1 1 2 0.5
27 5 0 0 1 1 0 0 3 0.6
28 6 0 0 0 0 0 0 4 0.6

Son destacables en dicha tabla —Tabla 5—, dos posibles resultados muy particulares, aquel en la que
la eficacia del voto mayoritario registra la mejora mas grande sobre las eficacias individuales (o sea p),
es decir, la fila nimero 3 de la tabla, y aquel donde se produce el empeoramiento mas grande, es decir,
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la fila nUmero 21 de la tabla. A dichos resultados se les llamaré patron de éxito y patrén de fracaso
respectivamente. Kuncheva da definiciones formales y generales de ambos.

Sean los conjuntos Q = {0,1}' y N el conjunto de los nimeros naturales. Los elementos en Q
codifican las salidas de los [ clasificadores en correctas o no, el nimero 1 en la posicion i significa que
D; clasificé correctamente. O sea, por cada objeto a clasificar, a partir de la matriz de perfil de decisién
de los clasificadores se obtiene un elemento de Q siempre que se conozca el K; al que pertenece el
objeto en cuestion.

Un resultado posible de los clasificadores sobre un conjunto de objetos V es una funcion f: Q - N
que codifica la cantidad de ocurrencias de cada elemento de @ sobre las salidas de los clasificadores por
cada elemento de V.

Entiéndase, para la fila 28 de la tabla anterior se tiene f(1,1,1) = 6, £(0,0,0) = 4 y para cualquier
otra combinacion de ceros y unos f es igual a cero.

Sea Q; < Q, el subconjunto de Q formado por todos los elementos que tienen un 1 en la posicion
nimero i. Sea f; = Yqeq, f (), €s decir, f; representa la cantidad de elementos de V que el clasificador
D; clasifica correctamente. Si todos los clasificadores tienen una misma probabilidad p de clasificar
correctamente un elemento del conjunto V, entonces Vi[(f;/|V]) = p], 1 <i < L

Sea la funcion unos: Q — N, que codifica la cantidad de unos que tiene un elemento de Q. Y sea la
funcidn ceros: Q — N que codifica la cantidad de ceros.

Definicidn 1 [27]. El patron de éxito es el siguiente resultado posible de los clasificadores sobre un
conjunto V de objetos a clasificar:

o,unos(q) = (1/2] + 1) Aceros(q) = |L/2]
f(q) =1Y,ceros(q) =1 , (7
0,en otro caso

O sea, el patron de éxito cumple las siguientes propiedades:
1- aes lacantidad de veces que ocurre cualquier combinacién de exactamente |[/2] + 1 votos
correctos.
2- Y es la cantidad de veces que todos los votos son incorrectos.
3- No ocurre otra distribucion de los votos.

De esta forma o y Y son variables que dependen de [ y p. La idea con este resultado posible es no
desperdiciar votos correctos. Es importante notar que el voto mayoritario da el mismo resultado
correcto cuando se tienen exactamente |[/2] + 1 votos por la clase correcta, que cuando se tienen
exactamente (|I/2]+ 1) + m,conmentre 1y (I — (|I/2] + 1), por lo que en el segundo caso se estan
desperdiciando exactamente m votos correctos ya que dichos votos no hacen la diferencia y cada
clasificador tiene un nimero restringido por p de votos correctos sobre V. Por esta razon el patron de
éxito no deja que ocurran consensos correctos con m > 0. Ademas, en los consensos incorrectos todos
los clasificadores se equivocan, pues sino se estarian desperdiciando votos correctos igualmente, o sea,
VOtos correctos que no sirvieron para nada.

La probabilidad del consenso correcto del voto mayoritario es la suma de las probabilidades de las
combinaciones en las que el voto mayoritario es correcto, o sea:

qEQlunos(q)>ll/zl+1

X
PC() = v

La ecuacion anterior cuenta la cantidad de veces que |I/2]+ 1 o mas clasificadores dieron la
respuesta correcta y después divide por la cantidad de objetos en V. Por ejemplo en la fila 1 de la Tabla
5seria PC(3) = (0 + 2+ 2+ 4)/10. Para el patron de éxito la probabilidad de consenso correcto
también se puede escribir como:

f(@

l *
PC(D) = _(ulej;ll) -
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Donde el primer término del producto en el numerador es la cantidad de veces que se pueden sacar
subconjuntos de tamafio |1/2]| + 1 —que serian los votos correctos— de un conjunto de tamafio [ —todos
los votos—, y el segundo término es, segun la Definicidn 1, la cantidad de veces que ocurre cualquier
combinacion de |1/2] + 1 votos correctos y |I/2] votos incorrectos. Después de varias sustituciones
algebraicas se obtiene que en el patron de éxito se cumple que PC(l) = pl/(ll/2]+ 1) siendo la
probabilidad p < ([I/2]+ 1)/l,sip = (|I/2] + 1)/l entonces PC(l) = 1.

Notese que si p > (|1/2] 4+ 1)/1 no se puede obtener el patron de éxito pues aunque se alcance
PC(1) = 1, igual hay que desperdiciar votos obligatoriamente, es decir, el patron de éxito es acerca de
la mayor mejora sobre p, no acerca de la mejor PC(1).

Definicion 2. El patron de fracaso es el siguiente resultado posible de los clasificadores sobre un
conjunto V de objetos a clasificar:

B,ceros(q) = (|l/2] + 1) Aunos(q) = |1/2]
f(@) = jpunos(q) =1 : 8
0,en otro caso

El patron de fracaso es una combinacion que cumple las siguientes propiedades:
1- Bes lacantidad de veces que ocurre cualquier combinacion de |1/2] + 1 votos incorrectos y
|1/2] votos correctos.
2- pes lacantidad de veces que todos los votos son correctos.
3- No ocurre otra distribucion de los votos.

Para el patron de fracaso se tiene que PC(1) = (pl —|L/2])/(ll/2] + 1) y si p > 0.5 este siempre
es posible. Contrario al patrén de éxito la idea del patron de fracaso es desperdiciar la mayor cantidad
de votos correctos posibles, asi, cuando se tenga asegurada una clasificacion incorrecta con solo
[L/2] + 1 votos incorrectos los votos restantes son desperdiciados votando correctamente, y cuando el
voto mayoritario dé como resultado una clasificacion correcta igual lo hara con todos los votos
correctos posibles.

De este estudio Kuncheva [27] concluye que la independencia entre los clasificadores no es la mejor
situacion que se puede tener, el patrén de éxito es mejor. Otra forma de expresar esto es que si el voto
mayoritario va a ser usado, en lugar de trabajar por obtener clasificadores independientes es mas
provechoso trabajar por obtener clasificadores que registren el patron de éxito. Notese que igual un
conjunto de clasificadores independientes pueden registrar el patron de éxito, o sea, lo que se propone
es trabajar directamente por el patron de éxito. Aungue tanto la independencia como el patrén de éxito
son condiciones imposibles de alcanzar en la préctica, el estudio de estas cuestiones sirve para lograr un
mayor entendimiento acerca de como funcionan las combinaciones de clasificadores que utilizan el voto
mayoritario, se logra que los investigadores se hagan una idea de las fuerzas que acttian en el problema,
aunque no las puedan controlar.

Notese que estas formas de dependencias entre los clasificadores también pueden traer malos
resultados, por ejemplo en el patron de fracaso, donde se registra el mayor empeoramiento de la eficacia
con respecto a los clasificadores individuales. Es poco realista asumir que todos los clasificadores
tienen la misma eficacia, seria interesante estudiar una generalizacién del patrén de éxito y del patron
de fracaso para el caso mas general, es decir, donde no todos los clasificadores tengan la misma
probabilidad de clasificar correctamente a un nuevo objeto.

Votacién ponderada

Si los clasificadores en la combinacion no tienen la misma eficacia, resulta logico dar un peso mayor en
la votacién a aquellos de los cuales se espera un mejor desempefio. Por ejemplo, a partir de la matriz de
perfil de decision es posible definir la siguiente familia de funciones como funciones discriminativas de
cada clase:
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— ! .
gj = Li=1bi * DP(L, ). 9)

En la ecuacién anterior el término b; es el peso correspondiente al clasificador D;, y por supuesto
que la cuestion esté en hallar (ajustar) dichos pesos de manera que la eficacia de la combinacion sea lo
mayor posible. Existen sobrados ejemplos [1], [32] de casos en los que la asignacion correcta de los
pesos a los clasificadores conlleva a una mejora de la eficacia del voto mayoritario tradicional y de la
eficacia del mejor clasificador individual.

Los autores en [1] y [32] recomiendan usar b; =log(p;/(1 —p;)) donde p; representa la
probabilidad de clasificacion correcta del clasificador D; y debe ser estimada a partir del conjunto de
entrenamiento. Dichos autores se basan en un resultado que demuestran para el caso de un problema
con 2 clases solamente y que segun [1] fue desarrollado independientemente en distintas areas de la
ciencia de la computacién aunque parece ser que su primera aparicion fue en [33].

El problema con este método de combinacion es que una mala estimacion de las probabilidades p;
puede llevar a un empeoramiento muy grande de la eficacia con respecto a los clasificadores
individuales y al voto mayoritario tradicional.

3.1.2 Enfoque probabilistico

Sea d = (dq,d,, ...,d;) una tupla que codifica las salidas de los [ clasificadores que van a ser
combinados, d; = K; si el clasificador D; asigna el objeto representado por x al subconjunto K;.
Entonces en el enfoque probabilistico se estiman las probabilidades de los subconjuntos K; una vez
conocidas las salidas de los clasificadores individuales —o sea la tupla d—, esto es P(K;|d).

Naive Bayes
Aplicando la regla de Bayes y asumiendo que los clasificadores son condicionalmente independientes
respecto a los subconjuntos K; se obtiene la igualdad siguiente:

P(Ki|d) = P(K) IT}=1 P(d;jIK)). (10)

En la ecuacion anterior el término P(K;) representa la probabilidad a priori del subconjunto K; de
ocurrir, es decir la probabilidad de que un objeto cualquiera pertenezca al subconjunto K;. Y los
terminos P(d;|K;) codifican la probabilidad de que el clasificador D; dé el resultado d; cuando el objeto
pertenece al subconjunto K;.

El método de combinacién entonces solo tendria que estimar todas las probabilidades P(K;|d) y
P(K;); y dar como resultado una tupla con dichos valores como soporte para cada uno de los K;. Este
método se conoce como combinacion ingenua de Bayes debido a que se asume independencia entre los
clasificadores una vez conocida la clase a la que pertenece el objeto.

Para implementar este método es necesario estimar P(K;) y cada una de las P(d;|K;) a partir de un
conjunto de entrenamiento Z. Siendo N; la cantidad de objetos de Z que pertenecen K;, entonces N;/|Z|
es un estimado de P(K;). Sea cmﬁfj el numero de objetos en Z que pertenecen a K; y que el clasificador

Dy, le asigna el subconjunto K;, y siendo d; = K, es posible estimar P(d;|K;) a través de cm{’m N;,
esto es, la razon entre de los objetos que pertenecen a K; y que D; asigna a K, y el total de objetos que
pertenecen a K;.

Es importante notar que si la estimacion de algin P(d;|K;) es igual a cero automaticamente el
soporte de la combinacion para el subconjunto K; se hace cero. Existen propuestas para enfrentar este
problema, entre ellas se encuentra la realizada en [34] que realiza la estimacion de P(d|K;) a través de

; B
la formula (TTi=,((cm{,, + (1/k))/(N; +1))) , donde B es una constante, k es la cantidad de
subconjuntos K;, y se asume d; = K,.
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El método tiene dos grandes debilidades, una tedrica, que es que se asume independencia
condicional entre los clasificadores, y una practica, que surge de la necesidad de estimar ciertas
probabilidades a partir de un conjunto de entrenamiento. Sin embargo, en la practica el método ha
demostrado tener una eficacia sorprendente ya que aunque asume condiciones que dificilmente se
verifican en la practica aun asi los resultados son buenos con respecto a otros métodos de combinacion,
por ejemplo véase la comparacion realizada en [1]. Ademas tiene la ventaja de ser simple y por
consiguiente facil de implementar.

3.1.3 BKS (Behavior Knowledge Space)
El BKS [35] [36] forma parte de un grupo de métodos de combinacién Ilamados multinomiales, dichos
métodos estiman la mejor salida de la combinacién para cada una de todas las posibles tuplas d.

El espacio de conocimiento del comportamiento (BKS por sus siglas en inglés) no es mas que un
espacio [-dimensional donde cada dimensidn se corresponde con la decision de un clasificador. Cada
punto en este espacio sera denotado por BKS(d) y tiene asociadas los siguientes parametros, que seran
calculados a partir de un conjunto de entrenamiento:

— cant(d) que representa la cantidad total de objetos que registraron la salida d, o0 sea, este punto en
el espacio BKS.

— rep(d) que representa el subconjunto K; que contiene a mas objetos de los que registraron esta
salida, es decir el K; méas representativo.

— sub(d, K;) que representa la cantidad total de objetos que pertenecen a K; que registraron esta
salida.

Notese que por cada punto se asume que solo un K; puede ser el mas representativo, por lo que en
caso de empate hay que emplear alguna técnica alternativa que puede variar segin se desee. Lo que
puede constituir un eslabon débil en la aplicacién del método dado que la solucién dependeria del
representante seleccionado por dicho método.

Una vez modelado el espacio BKS y obtenida la tupla d = (d;, ..., d;) a partir de las salidas de los
clasificadores individuales. La combinacion se lleva a cabo a través de la siguiente regla:

— El objeto se asigna al subconjunto K; si se cumple:
sub (d, rep (d))
cant(d)

— Es decir, si se registrd al menos una salida igual a d, y si dentro de todos los objetos que
registraron la salida d la razén entre la cantidad de objetos que pertenecen al conjunto mas
representativo y el total es mayor que un umbral prefijado u, entonces la salida de la combinacion
es el subconjunto més representativo de la salida d.

— La combinacion se abstiene en otro caso.

Notese en la ecuacion anterior la presencia del umbral u para controlar la confidencia en la decision
de esta regla.
En [36] son discutidas las principales propiedades del método, en particular las siguientes:

— Es un método de combinacion 6ptimo cuando los clasificadores ofrecen solo —y notese bien la
palabra solo— una salida abstracta. Realmente el método es 6ptimo asintoticamente, es decir, segun
crezca el conjunto de entrenamiento mas se acercard a la combinacion optima. Nétese que un
método de combinacion optimo daria como resultado el K; con mayor P(K;|d). Entonces como
segun el conjunto de entrenamiento se acerca al tamafio del universo la estimacion de P(K;|d) se
acerca también al valor real de P(K;|d) sucede que el BKS es un método asintéticamente optimo
pues selecciona al conjunto méas representativo como resultado que seria entonces el de mayor
P(K;|d).

— Se hace féacil estimar el mejor umbral u tal que se obtenga un desempefio deseado. Es decir, una
vez que se conocen los valores de probabilidades de sustitucion, de abstencidn, de clasificacion

cant(d) > 0 A > uAnrep(d) =K;.
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correcta que serian ideales; automaticamente se puede ajustar u para que la combinacién tenga un
desempefio parecido al deseado. Para mas informacion consultese [36].
— No asume independencia entre los clasificadores.

Las propiedades anteriormente expuestas evidencian las ventajas de este método de combinacion.
Sin embargo este presenta un problema bien serio desde el punto de vista practico, y es el tamafio del
espacio BKS, el cual crece exponencialmente segun crece I pues contiene |Q|' elementos. En [36] se
realizan algunas propuestas para afrontar este problema. Otros problemas segin todos los autores ya
citados sobre este enfoque son:

— Sufre el problema de muestra pequefia (small sample size problem). Para que este método funcione
bien es necesario proveer conjuntos de entrenamiento suficientemente grandes.

— Presenta un alto grado de error en los puntos en los cuales la probabilidad del subconjunto mas
representativo no es muy alta.

— Muchas veces suele sobre-entrenarse.

Para enfrentar estos problemas es que precisamente se introducen el umbral y la posibilidad de
abstencion en la regla, aunque sigue sin ser suficientes. En [37] es propuesto un analisis del error de
generalizacion del método, asi como un modelo que relaciona el error al tamafio de la muestra en un
punto del espacio BKS.

Segun [38] es posible afirmar que la eficacia del método de combinacion BKS, al ser un método de
combinacion que requiere entrenamiento, aumenta con relacion a otros métodos de combinacién que no
necesitan entrenamiento segun:

— Aumente el tamario del conjunto de entrenamiento.

— Disminuya la cantidad de clasificadores.

— Exista un desbalance en la eficacia de cada uno de los clasificadores, o sea, en la combinacion
pueden haber clasificadores individuales muy eficaces y otros no tan eficaces.

3.1.4 Método de Wernecke

El método propuesto por Wernecke [39] es otro método multinomial muy similar al BKS, lo que este
presta especial atencion al problema del sobre-entrenamiento. EI método considera intervalos de
confianza del 95% sobre la cantidad de objetos que se registran en cada punto del espacio por cada una
de las clases —recuérdese que un punto es una combinacion posible de las salidas del clasificador—, si
existe alguna interseccion entre los intervalos, entonces la clase con mas prevalencia no es considerada,
en cambio se toma la decision del clasificador “menos malo”.

El clasificador “menos malo™ es el clasificador D; que registra el minimo de [ estimaciones de la
probabilidad P(error A Dj(x) = d;). En palabras, se toma el clasificador D; que haya clasificado
menos objetos dentro de d; de manera incorrecta. Dicho clasificador se infiere a partir del conjunto de
entrenamiento.

En estadistica, los intervalos de confianza son utilizados para garantizar que con cierta probabilidad
el valor de cierto argumento es contenido en su interior. En el caso del método de Wernecke por cada
punto en el espacio BKS se crean intervalos que expresen la confidencia de los valores sub(d, K;).

Para simplificar la notacién hagamos N; = sub(d, K;) y a N = cant(d). Para calcular los intervalos
de confianza al 95% se asume que cada valor N; se distribuye a partir de la ley binomial y se utiliza la
aproximacion a la distribucion normal o la desigualdad de Chebyshev para calcular los intervalos. Por
ejemplo, utilizando la aproximacion a la distribucion normal el intervalo de confianza del 95% para el
conjunto K; quedaria expresado:

IC(K;,95) = [N; — 1.96

El método funciona entonces de la siguiente manera:
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1. Si existe un empate en cuanto al maximo N; entonces no es necesario calcular los intervalos de
confianza y se devuelve el resultado del clasificador “menos malo”.

2. En otro caso, es decir, existe una clase que predomina, se deben calcular los intervalos de confianza y
si el intervalo correspondiente a la clase predominante no se intersecta con ningn otro entonces se
da como resultado dicha clase.

3. En cambio, si existe una interseccion, entonces el resultado es el del clasificador “menos malo”.

Cuando el conjunto de entrenamiento no sea lo suficientemente grande Wernecke [39] propone
utilizar la inecuacion de Chebyshev. Es importante notar que segin se amplian los intervalos, se esta
dejando de un lado el enfoque multinomial para pasar a un enfoque de combinacién a través del
clasificador “menos malo”, cuando esto ocurre se recomienda usar otros porcientos para los valores de
confianza, por ejemplo 70% [1].

El método de Wernecke presenta todos los problemas que presentan los métodos multinomiales
(BKS), sin embargo realiza un mayor esfuerzo en el aspecto de evitar el sobre-entrenamiento.

3.2 Combinacién de salidas de tipo rango

En [40] Ho hace notar que las salidas de tipo rango contienen mas informacion que las de tipo abstracto,
sobre todo cuando el nimero de subconjuntos K; aumenta, pues en estos casos las segundas y terceras
opciones aportan informacion que no debe ser pasada por alto. Por otra parte, cuando las salidas de los
clasificadores son del tipo de medida, puede ocurrir que la diferencia de escala, o incompatibilidades
entre las medidas de los clasificadores haga muy complejo sino imposible su combinacion.

En la Biometria por ejemplo, es usual que el nimero de clases sea muy grande, ademas casi siempre
es deseable que el clasificador dé varios candidatos. Por ejemplo, si se detecta una huella en la escena
de un crimen —que por otra parte puede que no sea muy buena— es deseable buscar en una base de datos
de personas —que suele ser muy grande— los mejores candidatos.

Ho propone dos enfoques para la combinacion de clasificadores con salida de tipo rango: la
reduccion del conjunto de clases disponibles y el reordenamiento de los subconjuntos K;. En el primero,
el objetivo es extraer un subconjunto de Q tan pequefio como sea posible y que todavia contenga el K;
que contenga el objeto en cuestion. En el segundo, como su nombre lo indica el objetivo es dar un
nuevo ordenamiento de Q que exprese un consenso entre los clasificadores individuales. A continuacion
se expondrén dichos métodos con cierto detalle.

3.2.1 Métodos de reduccion del conjunto de las clases

Ho [40] propone dos métodos para la reduccion del conjunto de clases, y ambos requieren una fase de
entrenamiento. EI primero se denomina método de interseccion de grandes vecindades, pues computa la
interseccion de conjuntos que contienen los K; obtenidos de la salida de cada clasificador, y se espera
gue estos conjuntos tengan un tamafo grande. Esto se debe a que el conjunto es determinado a partir del
rango mas bajo que se le dio a una clase correcta en un conjunto de entrenamiento. Es decir, que un
clasificador dé un posicionamiento lejano a la clase correcta para un objeto en el conjunto de
entrenamiento, implicard que los conjuntos que este aporte al método de combinacidn sean grandes. Por
otra parte, clasificadores eficaces sobre todos los objetos en el conjunto de entrenamiento siempre daran
conjuntos pequefios.

La Tabla 6 muestra el funcionamiento del método para un caso con cuatro clasificadores, cuatro
clases y cinco objetos en el conjunto de entrenamiento. Primeramente se muestran los cinco objetos en
el conjunto de entrenamiento (0,, ..., Os) asi como la clase a la que estos pertenecen, seguidos de los
resultados obtenidos por los cuatro clasificadores individuales. Los resultados de los clasificadores con
cada uno de estos objetos quedan entonces en columnas. Por ejemplo, el tercer clasificador (D3) da el
peor rango a una clase correcta con el quinto objeto, le da rango 2, esto es, se tiene que Og € K; Y sin
embargo D5(0s) pone a K; en el segundo lugar del ordenamiento. Entonces cuando D5 clasifica un
nuevo objeto no se tienen en cuenta las clases con un rango Mas bajo que este, nétese que ya en fase de
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clasificacion con el sexto objeto el conjunto resultante de dicho clasificador solo contiene 2
subconjuntos K;. Es facil notar que un clasificador es redundante cuando el tamafio del conjunto
seleccionado para él es igual al nimero de K; presentes en el problema, en el ejemplo anterior, son
redundantes el primero y el segundo.

Tabla 6. Ejemplo de funcionamiento del método de interseccién de grandes vecindades.

Fase de entrenamiento.

Objetos | K; Clasificador D; Clasificador D, Clasificador D5 Clasificador D,
correcto | K; | K, | K3 | Ky | Ky | Ky | K3 | Ky | K | Ko | K3 | Ky | Ky | K | K3 | Ky
0,4 K; 12|34 |2|1]|4|3|1|3|2|4|1]|2]|3]4
0, K, 3|1 (4|21 |2 |3|4|3|2|4|212|1|2)|4]|3
03 K, 4 |12 3|2 |3|1|4|2|1|3|4]|12|2]|3]|4
0, K3 4 |12 |3 |3 |41 |2 |2]|3|1]|4]|4|2]3]|1
O Ky 4 | 2|3 |1|1 |2 |3 |4|2|1|3|4|1|4]|2]S3
Umbrales 4 4 2 3
Fase de clasificacion.
0¢ 1|2 [3]afa|3]1]2|1]3]a]2]2]1]|3]34
Conjuntos {K1, K2, K3, Ky } {K1, K2, K3, Ky } {K1, K4} {K1, K2, K3}
seleccionados
Conjunto resultante de la interseccién {Ki}

El segundo método se denomina método de unidn de vecindades pequefias, pues se calcula la union
de conjuntos seleccionados de la salida de cada clasificador, el tamafio de cada conjunto se define a
partir del conjunto de entrenamiento de la siguiente manera: por cada clasificador D;, cada vez que este
asigne el mejor rango a la clase correcta, se almacenara en una lista. Entonces el mayor de estos rangos
por cada clasificador determinara el tamafio del conjunto de ese clasificador.

En la Tabla 7 se muestra el funcionamiento del segundo método en los mismos casos que la Tabla 6.
Por cada clasificador se almacena un nimero por cada objeto en el conjunto de entrenamiento: el rango
que le asigno a la clase correcta si fue el mejor clasificador, 0 empat6 con los mejores, y cero en otro
caso. Por cada clasificador se toma el maximo de estos nimeros para definir el tamafio del conjunto de
clases a sacar de la salida de los clasificadores, para los casos mostrados siempre es uno. Es importante
notar que cuando para un clasificador, el maximo de sus nimeros almacenados es cero —siempre hubo
un clasificador mejor que él durante el entrenamiento—, se considera redundante y no debe ser incluido
en la unidn final.

En [40] se explica que como el método de interseccion se basa en el caso peor, resulta beneficioso
usarlo cuando los clasificadores tienen un desempefio aceptable considerando el caso peor, pues en caso
contrario el tamafio de los conjuntos serd demasiado grande. Sin embargo, se conoce que este no es el
caso para un conjunto de clasificadores especializados solo en un conjunto de las caracteristicas de los
objetos, o simplemente especializados en cierta parte del espacio de representacion pues estos
clasificadores tienden a clasificar muy bien a unos objetos y muy mal a otros. De esta forma el método
de la unidn es preferible cuando los clasificadores estan especializados en ciertos tipos de entrada.

Tabla 7. Ejemplo del funcionamiento del método de unién de pequefias vecindades.

Fase de entrenamiento.

Objetos | K; Clasificador D, Clasificador D, Clasificador D; Clasificador D,
correcto | K; | Ky | K3 | Ky | Ky | K | K3 | Ky | K | Ky | K3 | Ky | Ky | Ky | K3 | Ky
04 K, 1 (2342|1431 3|2 |4|1]|2]|3]4
0, K, 3|1 (4|21 |2 |3 |4|3|2|4|1]|1|2]|4]S7:3
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05 K, 4 1 2 3 2 3 1 4 2 1 3 4 1 2 3 4
0, K; 4 1 2 3 3 4 1 2 2 3 1 4 4 2 3 1
05 K 4 2 3 1 1 2 3 4 2 1 3 4 1 4 2 3
Mejores rangos por clasificador.
0, K, 1 0 1 1
0, K, 0 0 1 0
0, K, 1 0 1 0
0, Ks 0 1 1 0
Os K, 0 1 0 1
Umbrales 1 1 1 1
Fase de clasificacion.

O¢ 1] 23]aa[3]2]2]1[3]a]2][2]1[3]4
Conjuntos {K1} {K3} {K1} {K2}
seleccionados
Conjunto resultante de la interseccién {K{,K,, K3}

Queda claro que un subconjunto de las clases no tiene mucha aplicabilidad desde el punto de vista
practico, pues aunque la clase correcta tenga gran probabilidad de estar contenida aln no se conoce cudl
es, en [40] no se plantean esto como un problema pendiente, sin embargo, pensamos que en algunos
casos seria conveniente volver a establecer un ordenamiento entre los elementos del conjunto final.

3.2.2 Métodos de reordenamiento (re-ranking) de las clases

Los métodos de reordenamiento de las clases intentan mejorar la posicion en la que se encuentra la
clase correcta. Ho propone en [40] tres soluciones de este tipo y a continuacion se exponen las dos méas
conocidas.

Método del rango mayor

Cada objeto recibe [ posicionamientos no necesariamente diferentes, pues se tienen [ clasificadores. El
método del rango mayor, en el reordenamiento resultante, coloca cada clase en la mejor de las !
posiciones asignadas por cada clasificador, los empates lamentablemente deben ser resueltos de manera
arbitraria. Notese que aunque se aplique una técnica como darle prioridad de la clase que méas veces fue
posicionada en la respectiva mejor posicion, ain pueden seguir ocurriendo empates. Este método
aprovecha la fortaleza de cada clasificador, y esto puede ser beneficioso pero también indeseable.
Supongamos que cuando se clasifica un objeto un clasificador pone la clase correcta en una posicion
ventajosa, entonces en el ordenamiento final —si no hay muchos empates— la clase correcta seguira
estando en una posicion ventajosa, pero por otra parte si un clasificador pone una clase incorrecta en
una posicion ventajosa, entonces dicha clase en el resultado final pudiera seguir en dicha posicion. Este
método da mejores resultados cuando el nimero de clasificadores es pequefio con respecto al nimero de
clases, en caso contrario tiende a ocurrir demasiados empates, lo que hace que el método pierda sentido
ya que como se vio los empates se resuelven de manera aleatoria.

Método del conteo de Borda

El método del conteo de Borda, es un método de decision en elecciones donde los votantes se expresan
a través de un ordenamiento de sus opciones, fue desarrollado independientemente por varios autores
pero debe su nombre al matematico francés Jean-Charles de Borda que le dio su forma definitiva en
1770. Sea b; ; el nimero de clases que se encuentran en una posicion peor que la clase K; en el

resultado obtenido del clasificador D; al clasificar un objeto. Sea B; = 25':1 b j, es decir, B; expresa
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cuén bien estd ubicado K; a través de todos los clasificadores. Entonces el ordenamiento final viene
determinado por el ordenamiento de forma descendente de todos los B;.

Por ejemplo consideremos el siguiente ejemplo (Tabla 8) con los resultados de 6 clasificadores para
6 clases. En cada celda de la tabla se muestra la posicion otorgada por el clasificador que representa la
respectiva columna a la clase que representa la respectiva fila, ademas entre paréntesis se coloca el
valor b; ; correspondiente, excepto para la tltima columna que muestra los valores B; correspondientes.
En el ejemplo mostrado el ordenamiento que resulta a partir del conteo de Borda es
(K4, K5, K5, K1, K3, K3).

Tabla 8. Ejemplo del funcionamiento del conteo de Borda.

Dy D, D5 D, Ds D B;

Ki|2(by=4) by, =5)|6(by3=0) bi4s=2)|3(by5=23) bjg=2)| By =16

K, | 5(by; = 1) by, =1) | 4(by3 = 2) bys =1) | 5(bys =1) b,e=3)| B, =9

Ks | 4(bsy = 2) bs, =2) | 1(bs3 =5) bss =15) | 2(bss = 4) bs¢=1)| Bs =19

1( 4( 4(
5( 5( 3(
K3 | 6(b31=0) | 6(b3,=0)|3(b33=3)|6(b34=0)|6(b35=0)|2(b3e=4)| Bz3=7
Ky | 1(bg1 =5) | 2(bgp =4) | 5(by3=1) | 3(bss=3) | 4(bys=2)|1(bss=5)| By =20
4 1( 5(
3 2 ( 6 (

K¢ | 3(bgq = 3) bg, =3) | 2(bg3 = 4) bgs =4) | 1(bgs =5) bgs =0)| Bg=19

El conteo de Borda tiene en cuenta el consenso entre los clasificadores, pues si todos los
clasificadores posicionan una clase cerca de la primera posicion entonces su nimero de Borda -l B;
correspondiente— serd alto por lo que estara entre las primeras posiciones del ordenamiento final. En
cambio, si un solo clasificador es el que pone a cierta clase en una posicién privilegiada esta no tendra
por qué seguir en una posicion cercana al primer lugar en el reordenamiento final. No6tese que aln
pueden suceder empates, segun Ho propuestas para enfrentar este problema pueden ser encontradas en
[41].

Este método trata a todos los clasificadores por igual, lo que puede no ser deseable y una solucién
pudiera ser agregar pesos a cada b; ; que expresen la calidad del clasificador D;.

3.3 Combinacion de salidas de tipo medida

Cuando la salida de un clasificador es del tipo medida, este devuelve una tupla al clasificar un objeto la
cual contiene los grados de soportes que dicho clasificador da a la hipdtesis de que el objeto pertenezca
a cada una de las clases. Estos grados de soporte pueden ser interpretados de distintas maneras, por
ejemplo: como estimaciones de la probabilidad a posteriori del objeto perteneciendo a cada clase, o sea
P(K;|x), como la similitud con los prototipos de cada una de las clases, como grados de pertenencia
difusa, etc. Es importante notar que las salidas de medida no pueden ser interpretadas de manera
arbitraria, pues eso depende del clasificador en cuestion, por ejemplo, las salidas de los clasificadores
de discriminante lineal y cuadratico no pueden ser interpretadas directamente como las probabilidades a
posteriori de cada clase [1], tampoco es correcto interpretar los soportes como distancias o similitudes a
un prototipo de la clase sin ningan fundamento; por otra parte, a veces se plantean teorias acerca de las
propiedades que cumplen las salidas de ciertos clasificadores realizando asunciones que no se verifican
en la realidad, por ejemplo se dice que un clasificador da como resultado la estimacion de cada una de
las probabilidades a posteriori P(K;|x) si se verifica alguna propiedad —por ejemplo, que la funcién de
optimizacioén interna es capaz de obtener un dptimo global—, sin embargo esta Gltima no se verifica en la
practica. En [1] se pueden encontrar mas detalles sobre esta cuestion. No obstante, existen técnicas que
permiten la conversion de las salidas de grados de soportes de algunos clasificadores, que pueden tener
una interpretacion especifica, varios ejemplos pueden ser encontrados en [1].

En este trabajo, al igual que en [1], los métodos de combinacién de salidas de tipo medida seran
divididos en dos tipos:
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— Los que para dar el soporte final a una clase solo tienen en cuenta los soportes de los clasificadores
individuales a esa misma clase.
— Los que para dar el resultado de la combinacidn observan la matriz de perfil de decision completa.

A los primeros se les llama funciones de combinacidn conscientes de la clase (class-conscious), a
los segundos funciones de combinacién indiferentes a la clase (class-indifferent).

A continuacion se expondrén un conjunto de funciones de combinacion conscientes de la clase y
después un conjunto de funciones de combinacion indiferentes a la clase.

3.3.1 Funciones de combinacion conscientes de la clase

Las funciones de combinacion conscientes de la clase siempre dan como resultado una salida de tipo
medida pues, analizan los soportes de todos los clasificadores individuales por cada una de las clases. A
continuacion se exponen cuatro métodos de combinacion de este tipo, los cuales se encuentran entre los
mas usados.

Combinacion a través de funciones

Los métodos de combinacion a través de funciones utilizan una funcion para combinar los soportes que
dan todos los clasificadores a cada clase. Si denotamos por f a dicha funcién, entonces el grado de
soporte que otorgara la combinacion a la clase K; —el cual denotaremos por t;— seria el siguiente:

t; = f(DP(L,)), ., DP(L,))). (11)

En la ecuacion anterior DP representa la matriz de perfil de decision. Los soportes t; forman una
tupla que es el resultado de la combinacién de los clasificadores individuales.
Entre las funciones mas utilizadas para este propdsito se encuentran las siguientes:

— Promedio t; = 7 Y1, DP(i, ).
— Maximo t; = max;{DP(i, )}.
— Minimo t; = min,{DP(i, j)}.
— Producto t; = [Ti—; DP(i, ).

1,
— Promedio generalizado t; = G §=1DP(i,j)“) “ donde « es un pardmetro.

La funcion de minimo es la opcion mas pesimista pues cuando es usada se desea que el soporte final
del esquema no sea mayor que cualquier soporte dado por los clasificadores individuales. En el otro
extremo, la funcion de maximo es la opcidon mas optimista ya que le es suficiente el mayor soporte de
los clasificadores individuales. La funcidn producto tiene el problema de que un soporte igual a cero de
algun clasificador invalida los soportes de los restantes clasificadores. ElI promedio generalizado tiene
un argumento extra a, que debe ser ajustado. Dicho argumento puede ser interpretado como un grado
de optimismo ya que cuando este tiende al infinito negativo el promedio generalizado y el minimo se
hacen funciones equivalentes, y cuando este tiende al infinito positivo el promedio generalizado es
equivalente a la funcion méaximo. El parametro a puede ser fijado arbitrariamente, sin embargo no
existe un consenso acerca de cudl es el valor adecuado a asignarle pues el desempefio final depende del
problema en concreto y de los clasificadores individuales que se utilizan [1].

Notese que no es necesario que los soportes de los clasificadores sumen uno, de hecho, aunque el
Unico requerimiento que imponen estas funciones es que sus pardmetros sean numeros reales, se debe
prestar especial atencién a lo que se va a combinar, pues se asume que los soportes son medidas en una
misma unidad, sino ¢qué sentido tendria multiplicar un grado de similitud por una probabilidad, o que
utilizando la funcion maximo el resultado final mezcle distintos tipos de soporte? En general, las
ventajas que poseen estos métodos son su sencillez y facilidad de implementacion.
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Promedio ponderado ordenado
Este método utiliza [ coeficientes, los cuales seran asociados a los clasificadores individuales, aunque
no de una manera predeterminada. Primeramente los soportes de todos los clasificadores a una clase son
ordenados de manera descendiente y luego se realiza una suma ponderada con los [ coeficientes, es
decir, los coeficientes se asocian a una posicion del ordenamiento en lugar de a un clasificador.

Sea b = (by, b, ..., b)) una tupla de coeficientes tal que Yk_, b, =1y 0 < b, < 1, entonces el
grado de soporte que da la combinacion a la clase K; es calculado segun la siguiente formula:

tj = Yi=1(bx * DP(ix,))). (12)

En la ecuacion anterior los indices iy, i, ..., i; representan una permutacion de los indices 1,2, ..., 1
tal que se cumple DP(iy,j) = DP(i;,j) = -+ = DP(i, j).

Este método de combinacion permite modelar distintos modos de combinacién. Por ejemplo, en
muchas competencias deportivas, antes de hallar el promedio, la mejor y la peor votacion de los jueces
son eliminadas con el objetivo de mitigar una posible parcialidad, esto es posible de lograr con el

promedio ponderado ordenado utilizando la siguiente tuplas de coeficientes (O,é, ...,%,O). Para

modelar las funciones de combinacién minimo y maximo se usan las tuplas de coeficientes (0,0, ..., 1)
y (1,0, ...,0) respectivamente.

El promedio ponderado ordenado también asume que los soportes de los clasificadores se encuentran
en una misma unidad de medida.

Promedio ponderado

En el promedio ponderado se utilizan varios coeficientes —pesos— que serdn asociados a las decisiones
de los clasificadores —ahora si se asocian los pesos a los clasificadores— con el objetivo de tener mas en
cuenta las decisiones de los mejores clasificadores y menos en cuenta las decisiones de los
clasificadores menos precisos. Existen distintos enfoques:

- Utilizar [ coeficientes by, b,, ..., b;, uno por cada clasificador. La funcién de combinacion
quedaria t; = >t_.b;* DP(i,j). La opcion mas usada es tomar los b; a partir de la estimacion
de la eficacia de cada clasificador.

- Utilizar k = [ coeficientes, uno por cada clasificador y cada clase. Se asume que ciertos
clasificadores serdn muy precisos con ciertas clases y a su vez muy imprecisos con otras. La
funcion quedarfa t; = ¥{_, b; ; * DP(i, ).

En la literatura se han utilizado diversos métodos para estimar los coeficientes, ejemplos pueden ser
encontrados en [42], [43], [44], [45]. Al igual que en los métodos anteriores se asume que los soportes
que otorgan los clasificadores individuales son conceptualmente homogeéneos, pues ¢qué sentido tendria
promediar probabilidades, distancias, grados de similitud?

Integrales difusas

El concepto de medida ha sido largamente usado en la Matemética. Dado un conjunto A una medida se
define como una funcién p sobre una c-algebra Y, —coleccion de subconjuntos de A cerrada sobre el
complemento, la unién y la interseccion— definida sobre A, e imagen en los reales no negativos.
Ademas la funcion p debe cumplir las siguientes propiedades:

—u(@®) =0.

Como ejemplos de o-algebra se puede mencionar el conjunto potencia de cualquier conjunto, o el
algebra de Borel sobre cualquier espacio topoldgico. Como ejemplos de medidas se pueden citar la
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medida de Lebesgue, o las funciones de probabilidad. Para mas informacion el lector puede consultar
[46]

Intentando dar otro enfogque en la generalizacion del concepto de medida, en la segunda mitad de
siglo pasado se definen por primera vez los conceptos de medida difusa e integral difusa. Aunque el
término de medida difusa ha sido aceptado por la comunidad cientifica, también ha causado confusion
ya que la palabra difusa no significa que la medida se aplique a conjuntos difusos ni tampoco que la
medida sea difusa en el sentido de la teoria de conjuntos difusos. Una medida difusa es una funcion
mondtona no negativa de valores definidos en conjuntos clésicos. En algunos libros el término de
medida difusa es sustituido por términos que traen menos confusion, como medidas monoétonas,
medidas no aditivas, medidas generalizadas, entre otros.

Las medidas difusas son creadas basicamente por las limitaciones cada vez mas aceptadas de la
teoria clasica, en particular las limitaciones que trae consigo la exigencia de la propiedad de la
aditividad. Vale la pena aclarar, dichas limitaciones no son limitaciones en si, sino limitaciones de su
aplicacién en ciertos contextos, o sea la utilizacion de medidas no aditivas —nétese que existe una
contradiccion en el término ya que las medidas son aditivas por definicion— en determinados contextos
ofrece enfoques mas realistas a una gama de problemas.

Entonces una funcion p definida en una c-algebra Y, de un cierto conjunto A y que tiene como
imagen el conjunto de los nimeros reales no negativos es una medida difusa si esta cumple las
siguientes propiedades:

—u®@ =0.
— Monotonia. VB; € ¥, B; € Y[B; € B; > u(B;) < p(B))].

Es importante notar que existe en la literatura una gran cantidad de definiciones de medidas difusas
las cuales varian en las propiedades que son exigidas.

En 1974 Sugeno [47] introduce el concepto de lambda-medida, que no es mas que un caso particular
de medida difusa. Sean un conjunto A y una c-algebra Y. definida sobre A, sea ademas A € (—1, o),
entonces una lambda-medida —A-medida— es una funcion p; definida sobre Y y que tiene como imagen
el intervalo real [0,1] que es una medida difusa y satisface:

— ) =1

—VB; €3,B; € X[B; N B; = @ > w(B; U B;) = pa(By) + wa(B;) + 1+ ma(By) = pa ()],

Para un conjunto A, si se considera su conjunto potencia como c-algebra correspondiente es posible
construir una A-medida de la siguiente forma:

— Se fijan los valores de p; para todo los subconjuntos unitarios de A.
— Se obtiene el valor de A a partir de la ecuacion

1+ (/'l * uA(A)) = HaieA(l + A=y ({a; ), (13)

— Notese que una vez definidos los valores de la medida para los conjuntos unitarios y hallado el
valor de A se tiene completamente definida la A-medida correspondiente, pues la A-medida de
cualquier subconjunto se puede calcular recursivamente.

La funcion p, restringida a los subconjuntos unitarios del conjunto A define los valores que seran
Ilamados valores de densidad difusa, y denotados por g; (Va; € A[g; = ux({a;})]). Se verifica que para
un conjunto de valores de densidad difusa existe un unico valor A tal que A € (—1,00) y 1 # 0 que
verifique la ecuacion (13).

La nocidn de las integrales difusas surge a la par de las medidas difusas. Entre las integrales difusas
mas conocidas se encuentran la integral de Choquet y la integral de Sugeno. Sean A = {aq, ..., a,} un
conjunto finito, f: A — [0, o] una funciodn tal que f(a;) < - < f(a,), Yy 4; = {a;, ..., a,}. Entonces la
integral de Sugeno de f a partir de una medida difusa p se define:

J f du = max; << (min(f (a;), n(4)). (14)
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Por otra parte, para definir la integral de Choquet se define a A,,.; = @, entonces la integral
quedaria

J f duw=Ei1(f (@) * (W(A) — n(4ir1))). (15)

En el contexto de la combinacidn de clasificadores el conjunto A seria el conjunto de clasificadores
que se desean combinar, los valores de densidad difusa (los g;) deben ser interpretados como una media
de la competencia eficacia del clasificador individual D;, notese que para clases distintas se pueden
tener distintos valores de densidad difusa (o sea distinta competencia). La funcion f: A — [0, 0] no
seria mas que el grado de soporte que da un clasificador individual a la hipotesis de que un objeto
pertenece a la clase K;, o sea f(D;) = DP(i,j) para la K; en cuestion. De esta forma, una vez definidos
los valores de densidad difusa correspondientes, y hallada 4, el soporte de la combinacion a cada clase
se computa integrando la funcion definida a través de los soportes individuales de los clasificadores
para la clase en cuestion, con respecto a la A-medida correspondiente.

Por ejemplo, si se tienen tres clasificadores D;,D,, D3, y se le asignan los siguientes valores de
densidad difusa g, = 0.4, g, = 0.4 y g5 = 0.5, luego sustituyendo en la Ecuacion 13 se obtiene que
A = —0.584, es decir la A-medida obtenida es la siguiente:

—ma({D,}) =04

—ua({D2}) = 0.4

—w({Ds}) =05

— 12 ({D1,D;3) = (D1 ) + ma({D2}) + A+ ({D1}) * ma({D,}) = 0.706

— ({1, D3}) = D1} + ua({Dsh) + A+ K ({D1}) * w({Ds}) = 0.78

— i ({D2, D3}) = m({D2) + i ({Ds}) + A =y ({D2) * ,({D3}) = 0.78

—w({Dy, Dz, D3 =1

Ahora supongase que el soporte de los clasificadores a la hip6tesis de que un objeto pertenece a una
clase K; es DP(1,j) =03, DP(2,j) =02 y DP(3,j) =0.7. Primeramente utilizaremos una

permutacion de los indices de forma que se verifique que f(D;,) < - < f(Dy,), esto es iy = 2,i, =
1,i3 = 3. Si se utiliza la integral de Sugeno (14) para calcular el soporte de la combinacion a la clase K;
se tiene:

max{min{f(D;, ), u({A;, D}, min{f (D;, ), u({A;, D}, min{f (D;,), n({4;, H}}

max{min{0.2,1}, min{0.3,0.78}, min{0.7,0.5}}

max{0.2,0.3,0.5}

Es decir, el soporte que da la combinacion a la clase K; es 0.5. La combinacion de clasificadores se
pudo haber hecho utilizando la integral de Choquet. En [48] Kuncheva analiza los resultados de varios
experimentos donde compara la eficacia de las funciones difusas de combinacion, entre las que se
encuentra la integral de Sugeno, y las funciones no difusas de combinacién. En dichos experimentos se
obtiene una superioridad por parte de las primeras y en particular la integral de Sugeno obtiene buenos
resultados. Kuncheva sefiala la importancia de una estimacion lo més precisa posible de los parametros
adicionales de la funcién de combinacion y en el caso particular de las integrales difusas, de los valores
de densidad difusa.

El método de combinacion a través de integrales difusas asume que todos los clasificadores dan una
salida del mismo tipo, pues notese que se consideran los soportes de todos los clasificadores a una clase
dada como una misma funcién, por lo que no tendria sentido que esa funcion devolviera para el primer
clasificador una estimacion de la probabilidad a posteriori de la clase una vez conocido el objeto y para
el segundo la similitud del objeto con el prototipo correspondiente. Por otra parte es importante que los
valores de densidad difusa expresen la confiabilidad tenida en el soporte del clasificador en cuestion.
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3.3.2 Funciones de combinacion indiferentes a la clase

Las funciones de combinacién indiferentes a la clase no tienen que necesariamente dar una salida de
tipo medida ya que es posible utilizar las salidas de los clasificadores como un nuevo espacio de
representacion y utilizar un nuevo clasificador —posiblemente uno de salidas de tipo abstracto— para dar
la salida final de la combinacion.

La préactica de utilizar las matrices de perfil de decision como espacio intermedio de representacion
para nuevos clasificadores ha sido bastante utilizada, por ejemplo en [49] es utilizada una red neuronal.
Creemos que es importante tener en cuenta que las distribuciones de las clases en dicho espacio pueden
llegar a ser funciones muy complejas, por lo que podria ocurrir que clasificadores que asuman
caracteristicas acerca de dichas funciones —por ejemplo, que son distribuciones normales— fallen. Si se
va a utilizar este enfoque recomendamos analizar como se distribuyen las clases en este espacio para el
problemay los clasificadores individuales en cuestion.

Plantillas de decision

La idea fundamental en el método de plantillas de decision [50] es, por cada clase K;, registrar una
matriz de perfil de decision, la cual se llamara plantilla de decisién, que se vincule méas con todas las
matrices de perfil de decision obtenidas por los clasificadores individuales para objetos que pertenezcan
a Ki'

En la fase de entrenamiento la plantilla de decisién para la clase K; es computada promediando las
matrices de perfil de decision obtenidas para los objetos en el conjunto de entrenamiento que pertenecen
a K;. En la fase de clasificacion el soporte a la clase K; es obtenido a partir una medida de similitud
entre la matriz de perfil de decision actual y la plantilla de decision asociada a K;.

Las matrices de perfil de decision y de plantilla de decision pueden ser vistas como tuplas de [ = k
componentes, y puede ser usada como funcion de similitud la inversa de cualquier funcion de distancia,
por ejemplo la euclidiana, la Minkowski, o cualquier otra. Nétese que el método de plantillas de
decision no es méas que la aplicacion del clasificador que utiliza el promedio méas cercano al espacio
intermedio de las salidas de los clasificadores.

3.4 Seleccion de clasificadores

La seleccion de clasificadores es un enfoque distinto a los que se han estudiado hasta el momento, pues
en lugar de tener en cuenta a todos los clasificadores para dar una salida final, se utiliza una
componente normalmente conocida como oraculo que se encarga de seleccionar cual o cuales son los
mejores clasificadores —los clasificadores mas competentes o idoneos— para asignar un subconjunto K; a
un objeto en cuestion. En este sentido, ndtese que para referirnos al clasificador idéneo para realizar la
clasificacion utilizaremos los términos competente y competencia que Kuncheva introduce en [1], en
lugar de eficaz y eficacia ya que en un momento dado un clasificador que no es eficaz pudiera ser el
mas idoneo para realizar la clasificacion, ya que un clasificador pudiera ser eficaz de manera general y
fallar con los objetos que pertenecen a una pequefia region del espacio de representacion. Este enfoque
encaja perfectamente en nuestro modelo de funcion de combinacion de salidas de los clasificadores ya
que estas funciones reciben como parametros el objeto a clasificar y las salidas de todos los
clasificadores, es decir, toda la informacién necesaria para un oraculo.

Segun Kuncheva [1] la idea de la seleccion de clasificadores se remonta al afio 1978 cuando en el
trabajo [51] se propone realizar una seleccion entre dos clasificadores, un k vecino mas cercano y un
discriminante lineal. El primero se utilizaba con los objetos que pertenecian a cierta zona del espacio de
representacion donde existia una mezcla entre los objetos de distintas clases, el segundo se utilizaba en
la zona restante.

Un ejemplo tipico muy utilizado por los autores en la literatura para demostrar la validez de la
seleccidn de clasificadores en ciertos contextos es el mostrado a continuacién. La Figura 2 —tomada de
[1]- muestra un espacio de representacion con objetos de dos clases, los puntos claros representan una
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clase K; y los mas oscuros otra clase K,. Si son considerados tres clasificadores: D; que siempre da
como resultado la clase Ky, D, que siempre da como resultado la clase K, y D5 que discrimina entre las
clases segun la linea discontinua mostrada en la figura. Cada uno de estos clasificadores tiene una
eficacia aproximada de 0.5, y si se realiza una votacion entre estos la eficacia sera la misma ya que el
resultado siempre coincide con el del clasificador D;. Sin embargo, si se divide el espacio de
representacion en las tres regiones delimitadas por las lineas continuas, y para clasificar los objetos en
la primera region (R;) se utiliza el clasificador D,, para clasificar los objetos en la segunda region (R;)
se utiliza el clasificador D,, y para la tercera region (R3) se utiliza el clasificador D5, entonces la
eficacia que se obtiene es la méxima.

Los métodos de seleccidn de clasificadores se pueden dividir en dos tipos: los que seleccionan el
clasificador mas competente de manera dindmica durante la fase de clasificacion y los que determinan
las regiones de competencia de los clasificadores individuales durante una fase de entrenamiento. Los
primeros a su vez se dividen en los que tienen en cuenta las salidas de los clasificadores y los que no. A
continuacion se expondran varios ejemplos de todos estos métodos.

10

Fig. 2. Ejemplo de particién de un espacio de representacion en el contexto de la seleccién de clasificadores.

3.4.1 Seleccion dinamica de los clasificadores

Los métodos presentados en esta seccion, trabajan de la siguiente manera: una vez conocido el objeto
representado por x que se debe clasificar, estiman cudl es el clasificador m&s competente para realizar
esta tarea. Para lograr esto Ultimo se puede clasificar el objeto con los [ clasificadores individuales y
después, teniendo en cuenta las salidas de éstos, realizar la estimacion, o solamente realizar la
estimacion a priori y solo clasificar el objeto con el clasificador de mayor estimacion.

Estimacion basada en los k vecinos mas cercanos

Suponiendo que el espacio de representacion sea un espacio métrico es posible estimar la competencia
de los clasificadores individuales tomando los k vecinos mas cercanos a x en el conjunto de
entrenamiento o en algin conjunto de validacion [52], midiendo la eficacia de los clasificadores en
dicho conjunto, y entonces se manda a clasificar a x con el clasificador de mas eficacia local estimada.
Si se desea tener en cuenta las salidas de los clasificadores entonces se recomienda, para medir la
competencia del clasificador D; que dio como resultado la clase K;, tomar los k vecinos mas cercanos
tales que para dichos elementos el resultado de D; haya sido K;, entonces la competencia de D; es la
razoén entre la cantidad de elementos que verdaderamente pertenecian K; y k.
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Formalmente, sea V el conjunto de validacion utilizado para las estimaciones, siendo N, (x) el
conjunto que contiene los k vecinos mas cercanos a x en V, la estimacién de la competencia del
clasificador D; sin tener en cuenta su salida es:

EKjen Zye(Nk(x)nKj) I(Di(x)=K})
p .

comp(D;, x) = (16)

Donde I es una funcién indicadora. Por otra parte, siendo N,i‘j(x) el conjunto que contiene los k
vecinos mas cercanos a x en V tal que y € N,\fj’ (x) - D;(y) = K;, entonces si D;(x) =K; su
competencia estimada para clasificar al objeto representado por x teniendo en cuenta su salida es:

[Ny nk|

comp(D;, x) = p

(17)

En caso de que el espacio de representacién no fuera un espacio métrico es posible utilizar los k
vecinos mas similares [53], de acuerdo a alguna funcion de similitud definida. El parametro k debe ser
ajustado antes de empezar a utilizar el método, y es importante en este sentido tener en cuenta el tamafio
del conjunto de validacion V, pues si V es un conjunto pequefio y k es un nimero grande es posible que
se utilicen elementos muy diferentes a x para medir la competencia de los clasificadores con x.

Este método presenta dos problemas fundamentales: solo utiliza informacién de tipo abstracta de la
salida de los clasificadores y ademas no tiene en cuenta la distancia entre el objeto representado por x y
sus k vecinos. En [54] es propuesto un método que da solucion a estos problemas y se expone a
continuacion.

Estimacion basada en la distancia a los k vecinos méas cercanos

En el método propuesto en [54] se propone utilizar los soportes dados por los clasificadores
individuales a la clase correcta aunque dicho soporte no haya sido el mayor. Para estimar la
competencia del clasificador D; se analizan los resultados obtenidos por éste al clasificar sus k vecinos
mas cercanos en V/, en particular se promedian los soportes dados por D; a las clases correctas en cada
uno de los casos, en realidad se computa un promedio ponderado por las distancias entre cada uno de
los k vecinos y el objeto representado por x. Utilizando las mismas notaciones que en la seccion
anterior la competencia de D; en x quedaria formalmente definida como:

EKjen ZyE(Nk(x)ﬂKj)(DL'(xij)*(l/d(x,y)))

comp(D;, x) = (18)

Syen 0 axy)

En la ecuacion anterior Dl-(x,Kj) denota el soporte dado por el clasificador D; a la hip6tesis x € K;,
y d(a, b) denota la distancia existente entre a y b.

Se procede analogamente para computar la competencia de un clasificador teniendo en cuenta su
salida, solo que esta vez se tienen en cuenta los vecinos mas cercanos que pertenecen a la clase que dio
el clasificador como resultado. Formalmente, si D;(x) = K;, 0 sea el subconjunto K; es el que recibe
mayor soporte, entonces la competencia de D; en x es:

2:yeNf;f 1) Di(xK)* (g x,y))

comp(D;, x) = (19)

1
ZyEN;('](x)( /d(x,y))

Este método ademés de suponer espacio métrico, asume que todos los clasificadores dan un mismo
tipo de soporte.
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Ruptura de empates

Una vez estimadas las competencias de los clasificadores individuales con el objeto x, se da el resultado
del clasificador con mayor competencia. ¢/Pero qué sucede si existe un empate? Cuando existe un
empate se pueden tomar varias opciones, entre las que se encuentran las siguientes:

— No seleccionar un solo clasificador, sino seleccionar varios y combinarlos de un modo distinto, por
ejemplo utilizando un voto mayoritario.

— Intentar que el clasificador que tiene un segundo mayor grado de competencia realice el
desempate, seria como realizar una votacion entre los clasificadores que se encuentran empatados
y el que les sigue en el orden de competencia.

— Tomar un clasificador de manera aleatoria.

Si se utiliza el primer enfoque hay que tener en cuenta el método de combinacidn a utilizar, pues por
ejemplo si se utiliza una votacion con un namero par de clasificadores igual puede volver a ocurrir
algiin empate. Ademas, como no se conoce ni cuantos, ni cudles clasificadores resultaran empatados
puede ser muy dificil seleccionar un buen método de combinacién a priori. La principal debilidad del
segundo enfoque es que el segundo clasificador con mayor grado de competencia pudiera tener una
eficacia muy mala. El tercer enfoque es arbitrario, y por lo tanto, la Ultima opcion a considerar.

3.4.2 Estimacién previa de las regiones de competencia de los clasificadores

La seleccion dindmica de los clasificadores tiene el problema del costo computacional, por ejemplo, en
los métodos anteriormente mostrados es necesario, cada vez que se va a clasificar un objeto, hallar los k
objetos mas cercanos, o similares a él en cierto conjunto. Otro enfoque consiste en dividir el espacio de
representacion en [ subconjuntos propios M; c S, ..., M; c S de forma tal que el clasificador D; tenga
una muy buena competencia con los objetos representados dentro del conjunto M;, es decir, se trata de
hallar un emparejamiento entre clasificador y regién de competencia del mismo en la fase de
entrenamiento. Noétese que crear una particion es conveniente para hacer las cosas mas simples, si no se
utiliza una particion, para un objeto se podrian seleccionar més de un clasificador y entonces habria que
pensar también en como combinar estos. De esta forma, para clasificar un nuevo objeto solo habria que
identificar dentro de qué subconjunto M; se encuentra y utilizar el clasificador D; para la tarea.

Agrupamiento
En [55] y [56] se propone correr algoritmos de agrupamientos sobre los objetos en el conjunto de
entrenamiento y despueés asociar los clasificadores a los subconjuntos obtenidos. EI funcionamiento del
método en la fase de entrenamiento se describe en los siguientes pasos:

1- Seentrenan los [ clasificadores individuales.

2- Sin tener en cuenta las clases a las que pertenecen, se agrupan a traves de algun algoritmo de
agrupamiento —por ejemplo c-means— los elementos del conjunto de entrenamiento en ¢
subconjuntos, cada uno denotado por C;.

3- Para cada subconjunto C; se computan su elemento representativo v; € S'y el clasificador mas
eficaz con los objetos contenidos en €l, denotemos dicho clasificador por D).

Entonces en la fase de clasificacion el método solamente realiza los siguientes pasos:
1- Se halla el elemento més representativo v; mas cercano a x.

2- Se da como resultado D¢, (x).

Una variante de este método es hallar los subconjuntos de Z antes de entrenar los clasificadores,
entonces el clasificador D¢,y se entrena solamente con los objetos del subconjunto C; haciendo de esta
forma D¢, el clasificador experto en C;.

Este método de seleccion depende mucho de como son obtenidos los subconjuntos C;, y sobre todo
de la coherencia que debe existir entre el algoritmo de agrupamiento utilizado y la estrategia para
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obtener el elemento mas representativo de cada subconjunto. Por ejemplo, si se utiliza el centro (means)
como elemento mas representativo entonces se estard suponiendo la existencia de una bola que contiene
los elementos de C; y se necesitara un algoritmo de agrupamiento como k-means.

4  Obtencidn de los clasificadores individuales

Una vez estudiados los principales métodos utilizados para combinar un conjunto de clasificadores, se
estudiaran las estrategias mas utilizadas para obtener los clasificadores individuales. Para ello se seguird
el siguiente procedimiento: primero se introducira la estrategia general para entrenar los clasificadores y
después se enumeraran los principales algoritmos en el estado del arte que utilizan dicha estrategia.

Como se ha venido observando, combinar clasificadores solo tiene sentido si estos no toman las
mismas decisiones en todos los puntos. Otra forma de decir esto es que los errores cometidos por los
clasificadores individuales no son los mismos, o sea que los clasificadores no se equivocan en los
mismos puntos, de aqui que se complementen los unos a los otros. Lo antes planteado hace que la meta
principal a la hora de obtener los clasificadores individuales que participardn en una combinacion sea
que estos se complementen entre si.

Para crear un clasificador individual, se necesita un algoritmo de clasificacién y un conjunto de
entrenamiento, asi, que si se desea crear clasificadores individuales que no cometan los mismos errores
0 al menos que sean distintos, necesariamente hay que variar el conjunto de entrenamiento o el
algoritmo de clasificacion. Estos dos enfoques seran estudiados en este capitulo.

Otro aspecto a tener en cuenta cuando se crean los clasificadores individuales, es si se realiza una
division del problema general, en este caso, los clasificadores individuales van a resolver distintos
problemas. Algunos autores consideran este aspecto como una modificacion del conjunto de
entrenamiento, lo que en lugar de modificar los rasgos se modifica las clases a la que pertenece cada
objeto. Este enfoque también sera desarrollado en este capitulo.

4.1 Manipulacién del conjunto de entrenamiento

Sin dudas la estrategia mas popular para generar clasificadores individuales es la variacién en las
muestras de entrenamiento que seran utilizadas en el entrenamiento de cada uno de ellos. Dicha
variacion puede ser llevada a cabo de distintas maneras, por ejemplo, se pueden utilizar tanto objetos
distintos como rasgos distintos. Ademas se pueden variar los elementos eliminandolos o incluyéndolos
del conjunto de entrenamiento del clasificador individual en cuestion o simplemente asignandole un
peso que codifique su importancia en ese conjunto.

4.1.1 Bagging

Si se quisiera obtener clasificadores individuales que no cometan los mismos errores, una opcion
interesante pudiera ser entrenar cada uno de los clasificadores con una muestra diferente. Si se tiene la
posibilidad de obtener un conjunto de entrenamiento de gran tamafio, lograr esto no es un problema ya
que se podria dividir el conjunto varias veces, Sin embargo, muchas veces en la practica se cuenta con
un conjunto de entrenamiento limitado. En este caso, una variante es construir [ conjuntos de
entrenamientos a partir de la realizacion de muestreos con reemplazo del conjunto original. Nétese que
de esta forma cada conjunto puede contener elementos repetidos.

Leo Breiman propone en [57] el algoritmo Bagging como una estrategia de obtencion de los
clasificadores individuales de un esquema. El término Bagging proviene de la frase en inglés Bootstrap
Aggregating, que deja claro que el método combina los resultados de clasificadores entrenados con
conjuntos de entrenamientos generados por la técnica de bootstraping [58], es decir se crean conjuntos
de entrenamientos realizando muestreos con reemplazos de un conjunto original. Cada clasificador
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individual es obtenido a partir de un algoritmo de clasificacion que se denotard por A y que es
parametro del método Bagging, luego en la etapa de clasificacion se combinan los resultados a traves de
una votacién y siguiendo el consenso de la pluralidad.

A continuacion se describird el funcionamiento de Bagging en la etapa de entrenamiento de una
manera mas formal:

1- Para el entrenamiento, Bagging recibe como pardmetros el conjunto de entrenamiento Z, un
algoritmo de clasificacion A, y un nimero natural [ que representa el nimero de iteraciones,
esto es el numero de clasificadores individuales a crear.

2- Se crean exactamente [ conjuntos de entrenamiento, denotados por By, B, ..., B;, todos del
mismo tamafio que Z, generados a partir de un muestreo con reemplazo [58] de este ultimo.

3- Por cada B; se crea un clasificador individual utilizando el algoritmo de clasificacién 4, o sea
Di = A(BL)

En la fase de clasificacion todos los clasificadores individuales dan su voto —en caso de que las
salidas no sean abstractas se toma el mayor soporte o el mejor rango—, la clase con mayor cantidad de
votos es el resultado final y los empates se resuelven aleatoriamente.

Para que los clasificadores B; no estén muy correlacionados entre si —no den casi siempre los
mismos resultados— es necesario que el algoritmo de clasificacidn A sea sensible a ligeros cambios en el
conjunto de entrenamiento. Breiman introduce entonces, en el trabajo antes citado, el término de la
estabilidad del algoritmo de clasificacion de una manera heuristica.

Definicién 3 (Estabilidad de un algoritmo de clasificacion segun Breiman). Un algoritmo de
clasificacion es inestable si a ligeros cambios en el conjunto de entrenamiento se obtienen cambios
significativos en la clasificacion.

En realidad la definicién dada por Breiman es muy relativa ya que el significado de cambios
significativos puede variar segln el contexto. Buhlmann propone una definicion mas formal y general
de la propiedad de estabilidad en [59] aunque esta —segin sus autores—, no es inconsistente con la
definicion propuesta por Breiman.

Entre los algoritmos de clasificacién que Breiman clasifica como inestables estan los que utilizan
arboles de decision, redes neuronales y entre los estables los algoritmos de vecinos mas cercanos y los
gue usan funciones de discriminante lineal [60].

Otra de las ventajas que aporta el utilizar muestreos con reemplazo es la siguiente: segin [61] en
cada B; se quedan fuera aproximadamente un 37% de los objetos. Esto se debe a que la probabilidad de
que un elemento del conjunto de entrenamiento sea seleccionado cierta cantidad de veces distribuye
aproximadamente Poisson con A = 1. En este sentido dichos objetos se pueden aprovechar para realizar
una mejor estimacion del error de generalizacion.

Sea 0; el conjunto de objetos de Z que no estan presentes en la muestra B;, nétese que el clasificador
D; no ha sido entrenado con ninguno de los elementos presentes en 0;. Sea x € Z, y sea un esquema D
obtenido a traves de la estrategia Bagging, con clasificadores individuales D; = A(B;), se define la
clasificacion out-of-bag del objeto representado por x a través de D —y se denota por D°°? (x) — como el
resultado de la clasificacién de x con el esquema D pero solo teniendo en cuenta el resultado de los
clasificadores individuales D; tales que x € 0;. Méas formalmente:

D% (x) = K;, i = maxygjsx i (Di(x) = K;) * I(x € 0))). (20)

En la ecuacion anterior se utilizan dos funciones indicadoras, la primera I(D;(x) = K;) da como
resultado 1 si el clasificador D; asigna el objeto a la clase que es tenida en cuenta en ese momento y 0
en otro caso, la segunda I(x € 0;) da como resultado 1 si el objeto x no pertenece al conjunto con que
fue entrenado D; y 0 en otro caso. De esta forma, a partir de D°°? es posible estimar de una forma mas
certera el error de generalizacion de D.
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Segin Breiman D°°Y puede ser utilizado en otros contextos, por ejemplo para estimar las
probabilidades a posteriori de cada una de las clases una vez conocido el objeto representado por x, esto
es P(K;|x). Cuando se utilizan arboles de decision como clasificadores individuales se puede estimar
las probabilidades a posteriori de las clases en cada una de las hojas del arbol. Breiman en [61] muestra
de manera empirica como la estimacion de estas probabilidades a través de D°°? se acercan mas a su
valor real.

Bagging ha demostrado tener un gran éxito cuando el algoritmo de clasificacion utilizado es
inestable, por ejemplo Breiman reporta disminucion en los promedios de clasificacion incorrecta de
hasta un 43% en problemas con una cantidad pequefia de muestras y hasta de un 77% con una cantidad
de muestras grande [57]. A continuacion se expondra la argumentacion de Breiman con respecto al
éxito de Bagging.

Sea B = {By,B,, ..., B;} el conjunto de muestras de Z computadas por el algoritmo Bagging. Se
define entonces la funcion Q:(A,x, B,Kj) - [0,1], que recibe como parametros un algoritmo de
clasificacion A, un objeto representado por x, un conjunto de conjuntos de entrenamientos B, y una
clase K;; y da como resultado la probabilidad que tiene el algoritmo de clasificacion A de clasificar —o
de generar un clasificador que clasifique- al objeto representado por x como perteneciente a la clase K;
a través de todos los conjuntos de entrenamiento en B. O sea:

Yie1 [(A(Bu0)=K))

Q(A’x'B’K]') = |B|

(21)
Luego la probabilidad que tiene el algoritmo de clasificacion A de clasificar, a través de los

conjuntos de entrenamiento en B, correctamente al objeto representado por x, es la suma de las
probabilidades de clasificacion correcta con cada una de las clases, o sea:

*_1(Q(4,x,B,K;) = P(K;|x)). 22)

Bagging también puede ser estudiado como un algoritmo de clasificacion, entonces quedaria
definido como AB(Z,x) = argmaxy en Q(A,x, B,K;), notese que esta definicion es equivalente a la
dada anteriormente pues siempre se da como resultado la clase que mas votos recibe a traves de los
clasificadores generados a partir de las muestras B;. Por la forma en que esta definido A%, la
probabilidad de que clasifique correctamente un objeto representado por x queda definida por:

%, (I (argmax eq Q(4,x, B, K;) = K; ) » P(Kj|x)). 23)

Teniendo en cuenta todos los objetos representados en S, la probabilidad de clasificacion correcta de
AP se define como:

J [Zhesr (argmaxiea (4 x, B, K)) = K) = P(K; 1)) | Px). (24)

En caso de que S sea finito se sustituyen las integrales por sumatorias en la ecuacion anterior.
Breiman dice que un algoritmo de clasificacion tiene un orden correcto —utiliza el término order-correct
en inglés— si a través de los conjuntos de entrenamiento en B el algoritmo asigna x a la clase correcta la
mayoria de las veces. Formalmente:

Definicién 4. Un algoritmo de clasificacion A tiene un orden correcto con un conjunto de conjuntos
de entrenamiento B en un objeto representado por x Si
argmaxy;eo Q(A,x,B,K;) = argmaxy;eq P(Kj|x).

Es importante notar que un algoritmo A puede tener un orden correcto con B en x y sin embargo no
ser un algoritmo eficaz. Breiman pone el siguiente ejemplo. Sea un problema con dos clases K; y K, tal
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que P(K;|x) = 0.9y P(K,|x) = 0.1. Puede ocurrir que Q(4,x,B,K;) = 0.6 y Q(4,x,B,K;) = 0.4 por
lo que se tiene que A tiene un orden correcto con B en x y sin embargo, una probabilidad de
clasificacion correcta de 0.58, cuando el clasificador Bayesiano —0ptimo- tiene una probabilidad de
clasificacion correcta de 0.9.

Notese que si el algoritmo de clasificacion A tiene un orden correcto con B en x entonces la
probabilidad de clasificacion correcta de A® en ese punto seria max; P(K;|x), es decir, AZ seria un
clasificador 6ptimo —en el sentido Bayesiano— en el punto x.

Es posible dividir el espacio de representacion S en dos subconjuntos disjuntos: el conjunto C que
contendré todos los x en los cuales el algoritmo A tiene un orden correcto con B 'y C¢ el complemento
de C. De esta forma la probabilidad de clasificacion correcta de A en todo S puede escribirse:

f max; P(K;|x) P(x) + [ [Z¥_, (1 (argmaxy eq Q(A, x, B, K}) = K;)  P(K;|x))| P(x).  (25)

Donde el la primera integral es sobre los puntos que pertenecen a C y la segunda sobre los putos que
no pertenecen a C.

Es decir, Bagging crea un clasificador 6ptimo en los puntos en los que el algoritmo de clasificacion
original A tiene un orden correcto, incluso aunque este Ultimo no sea eficaz. Luego un algoritmo de
clasificacion que tenga un orden correcto en la mayoria de los puntos del espacio de representacion
puede generar clasificadores que se aproximan al 6ptimo —como es order-correct en casi todos los
puntos y no en todos hay puntos en los que no es order-correct, entonces en estos puntos el clasificador
no es Gptimo por eso se dice que el algoritmo se aproxima al ptimo—, utilizando Bagging.

En otras palabras, lo que nos estéa diciendo Breiman es que si se tiene un clasificador no sesgado no
parcializado pero que tiene suficiente varianza, aplicarle Bagging debe dar como resultado
clasificadores parecidos al 6ptimo, pues se reduce la varianza sin afiadir sesgo. Por otra parte se debe
notar que lo que plantea Breiman sirve para hacerse una idea intuitiva acerca del funcionamiento de
Bagging pero carece de utilidad practica alguna, pues es imposible saber cuando un algoritmo de
clasificacion tiene un orden correcto en un punto o region dada [62].

Se debe notar que si el algoritmo de clasificacion A no tiene un orden correcto en un objeto no se
garantiza que Bagging mejore la precision de A en ese punto. De hecho, segun afirma Breiman aplicarle
Bagging a un algoritmo que no tiene un orden correcto en la mayoria de los puntos del espacio de
representacion es una mala idea. También es una mala idea aplicarle Bagging a un algoritmo de
clasificacion estable.

Otros enfoques para el estudio de Bagging han sido propuestos, por ejemplo [59] y [63] utilizan
enfoques estadisticos, mientras que en [62] se analiza desde una perspectiva Bayesiana. Sin embargo, y
como se reconoce en [64], aun sigue faltando un entendimiento claro y util de la eficacia de Bagging.

Recientemente en [64] es propuesta otra metodologia, esta consiste en comparar el algoritmo
Bagging a lo que se define como Bagging ideal. En el Bagging ideal los conjuntos de entrenamiento B;
son tomados directamente de la distribucién del problema. En dicho trabajo se propone la utilizacién de
otro algoritmo para la generacion de los B; que exponemos a continuacion:

1- Elalgoritmo recibe como parametros el conjunto de entrenamiento Z, el nimero de

conjuntos a generar [ y el tamafio deseado para esos conjuntos b.

2- Secrean [ conjuntos vacios By, B,, ..., B;.

3- SiVi(1 <i<D[|B;| = b] se termina el algoritmo.

4- Se toma un B; de manera aleatoria de entre los B; con menor cantidad de elementos.

5- Setomax € Z tal que x & B; de forma aleatoria de entre los elementos de Z que aparecen
con menor frecuencia en los conjuntos B;.

6- Seagregax aBj, 0seaB; = B; U {x}.

7- Seregresa al paso 3.
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Cuando se combinan la forma de generacion de los subconjuntos B; presentada en el algoritmo
anterior con la combinacién de los resultados de los clasificadores D; = A(B;) a través de la votacion
con la pluralidad como forma de consenso, se obtiene el algoritmo —propuesto en [64]- Bagging
disefiado (Bagging-by-design). El ndcleo central del trabajo gira en torno al impacto que tienen las
intersecciones en los conjuntos B;, de hecho el algoritmo anteriormente mostrado intenta minimizar
estas intersecciones. Bajo la hipdtesis de que a una mayor interseccion entre los conjuntos B; implica
una mayor correlacion entre los clasificadores individuales D; se muestra evidencia, tanto tedrica como
empirica, que la diferencia desde el punto de vista estadistico entre el Bagging ideal y el Bagging
disefiado es menor que la diferencia entre el Bagging ideal y el Bagging original. Este es un trabajo
reciente y es dificil todavia medir su impacto.

4.1.2 Método del subespacio aleatorio
En [65] es propuesto un algoritmo para la creacion de distintos arboles de decision, con estos arboles se
crea un esquema que da como resultado final los promedios de las probabilidades a posteriori de las
clases en las hojas en las que caen los objetos a clasificar en cada uno de los éarboles; dicho esquema
recibe el nombre de bosque de decision.

Sea n el nimero de dimensiones del espacio de representacion de los objetos a clasificar. Sea el
conjunto R ={Rq,R,,...,R,} que contiene los dominios de definicion de los rasgos que son
observados en cada objeto, 0 sea, como ya se ha visto el espacio de representacion no es mas que el
producto cartesiano de dichos conjuntos. Se define entonces la funcién £ con dominio en (S x 2F), y
que al tomar un objeto [x = (74, ...,1,,)] € Sy un R’ € 2% (2R es el conjunto potencia de R) devuelve
como resultado una tupla x" = (71, ...,7|g,") la cual es creada a partir de x eliminando los rasgos que
no estan presentes en R’. O sea f selecciona los rasgos presentes en R’ de x. El algoritmo propuesto por
Ho es el siguiente:

1- El algoritmo recibe como parametros un conjunto de entrenamiento Z, un algoritmo de
clasificacion A que utilice arboles de decision, y un nimero [ que representa el nimero de
iteraciones a realizar, esto es el nimero de clasificadores a generar.

2- Se seleccionan aleatoriamente sin reemplazo [ conjuntos Ry, R5, ..., R;’ de 2R,

3- Se generan [ conjuntos By, B,, ..., B; tales que B; = f(Z, R;"). O sea cada B; es la imagen de f
con todos los elementos de Z y R;’".

4- Se generan [ clasificadores —arboles de decision—- Dy, ..., D; tales que D; = A(B;).

Como se dijo anteriormente, los resultados obtenidos a partir de los arboles de decision son
combinados utilizando la funcién promedio asumiendo que los arboles dan salidas de tipo medida.

Ho realiza varias comparaciones para evaluar el método propuesto. Cuando compara con arboles de
decision simples, el método resulta ser superior excepto en los casos en que el espacio de representacion
tiene una dimension pequefia, por ejemplo cuando n = 9. Se compara también contra esquemas de
arboles de decision generados a partir de Bagging y Boosting para analizar las diferencias entre los
arboles que conforman los esquemas, en este sentido anota que el método propuesto genera arboles méas
diferentes entre si que los generados por Bagging y Boosting.

La principal ventaja del método es que donde otros algoritmos ven un problema —la maldicion de las
grandes dimensiones— este ve una oportunidad, asi que cuando se esté en presencia de problemas con
grandes dimensiones se tiene una opcion. Otra buena propiedad que presenta el método es que es
independiente al algoritmo de clasificacién, pues aunque estos —segun Ho- tengan que ser sobre arboles
de decision no tiene que ser alguno en especifico.

Pero, resulta que la mayor ventaja sera también la mayor desventaja pues con problemas de pocas
dimensiones el método no funciona bien, seglin observa Ho. Otro aspecto negativo a tener en cuenta es
la seleccion de los subconjuntos de rasgos, pues se realiza con poco control ya que no se tiene en cuenta
la calidad de la seleccidn de estos, o sea, cabe la posibilidad que un clasificador del esquema se entrene
con un conjunto de rasgos gque no represente el problema de forma adecuada.
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4.1.3 Attribute Bagging.

En realidad el método de subespacio aleatorio no tiene por qué usarse solamente con arboles de
decision, y en este sentido en [66] fue propuesto esencialmente el mismo algoritmo pero con algunas
diferencias, una de ellas es el nombre: (Attribute Bagging). En este método se estima de antemano un
namero b < n, —recuérdese que n es la cantidad de dimensiones del espacio de representacion— que
representa la cantidad de rasgos a tener en cuenta en cada conjunto de entrenamiento B;. El valor de b
se elige en dependencia de caracteristicas propias del domino del problema en cuestion o
experimentalmente analizando la eficacia de clasificadores generados con distintos valores de b. Al
principio se pueden generar mas B; que los que van a ser utilizados ya que los [ conjuntos de
entrenamiento finales seran tomados a partir de la eficacia del algoritmo A en cada uno de ellos. Los
resultados se combinan por votacion.

En [66] se realizd una comparacion entre el Attribute Bagging y el Bagging original ambos
utilizando arboles de decision donde se observa una superioridad del primero sobre el segundo, y esto
ocurre sobre todo cuando la cantidad de clasificadores individuales comienza a aumentar. Es importante
anotar que para dicha comparacion solamente se utilizd una base de datos con d = 28. Notese que
cuando existe mucha redundancia entre los rasgos existe la posibilidad de que los clasificadores
entrenados con un subconjunto de los rasgos tengan una eficacia mayor que el clasificador que se
entrena con todos; si a esto se le suma de que los clasificadores individuales en el método de Attribute
Bagging se entrenan con un ndmero mayor de objetos que en el Bagging original no extrafaria el
resultado anterior.

Segun aumenten las dimensiones del problema y disminuya la cantidad de objetos disponibles para
entrenar, el método Attribute Bagging debe ser preferido sobre el Bagging original. Si se compara el
Attribute Bagging con el método de subespacio aleatorio el primero tiene a favor que tienen en cuenta
la calidad de los subconjuntos de rasgos a utilizar.

4.1.4 Random Forest

En el afio 2001, Leo Breiman, influenciado por los métodos de subespacio aleatorio [65] y por el trabajo
[67] de Dietterich, propone el algoritmo Random forest [68]. El algoritmo consiste en crear un esquema
de arboles de decision introduciendo aleatoriedad en la seleccion de muestras de entrenamiento y en el
mismo proceso de formacion del arbol.

Para un mayor entendimiento del algoritmo se dara una breve introduccién a como funcionan los
algoritmos de clasificacion con arboles de decision. A grandes rasgos estos algoritmos funcionan
creando particiones recursivas sobre el espacio de representacion teniendo en cuenta los elementos en el
conjunto de entrenamiento, cada nodo representa una parte de la particion superior, sus hijos dividiran a
su vez la parte que él representa. Si los elementos en un nodo son lo suficientemente representativos de
una clase, —esto se puede saber a partir de un grado de pureza por ejemplo—, entonces ese nodo debera
ser una hoja, y representara la clase en cuestion. En la etapa de clasificacion el elemento a clasificar
recorre el arbol desde la raiz hasta alguna hoja dando como resultado la clase a la cual representa dicha
hoja.

Los algoritmos de clasificacion con &rboles de decision varian la forma en que se verifica si una
clase es representada o no por un nodo, la forma en que realizan las particiones, entre otras. La mayoria
de las veces estos algoritmos realizan la particion a partir de un rasgo, es decir ellos evalGan todos los
rasgos de los objetos y determinan cual es el mejor para dividir el conjunto, por ejemplo r; < c es una
condicion para dividir un conjunto de elementos en dos.

A continuacién se explica el algoritmo propuesto por Breiman:

1- El algoritmo recibe como pardmetros un conjunto de entrenamiento Z, un algoritmo de
clasificacion A, un entero [ que codifica el nmero de iteraciones, y un nimero natural m < n.

2- Se generan [ conjuntos By, ..., B; realizando |Z| muestreos con reemplazo de Z (el mismo
procedimiento que en Bagging).
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3- Se crean [ arboles de decisién Dy, ..., D; haciendo D; = A(B;), pero, teniendo en cuenta que
para realizar la particion en cada uno de los nodos se tienen en cuenta solamente un conjunto
aleatorio de rasgos R’, donde |R'| = m.

La combinacion final de los resultados de los &rboles individuales se realiza mediante votacion con
la pluralidad como consenso. Otro aspecto a tener en cuenta es que en el algoritmo no se realizan podas,
es decir, cada arbol se deja crecer lo maximo posible.

Se puede notar que Bagging con arboles de decision es un caso particular de Random forest, cuando
m = d. Aungue la semejanza con Bagging hace pensar que el algoritmo debe reducir la varianza, en
[68] se menciona que la eficacia obtenida por el algoritmo indica que este debe reducir la parcialidad.
En una gran variedad de problemas se ha mostrado que Random forest es superior a los respectivos
arboles de decision.

El algoritmo Random forest ha recibido una gran atencion en la comunidad cientifica por su eficacia,
varias variantes del algoritmo han sido propuestas, dos de las mas recientes son [69] y [70]. En general
las variantes introducen modificaciones en la manera en que se introduce la aleatoriedad o simplemente
ajustes con respecto al domino del problema en cuestion. Debido a esta gran popularidad del método
Random forest ya es considerado en la literatura como un método mas general que el propuesto
originalmente por Breiman, Random forest se considera entonces un esquema de arboles de decision
donde la aleatoriedad se introduce de algin modo.

Pese al auge del método, su estudio desde el punto de vista tedrico ha recibido muy poca atencién, y
esto se debe a la alta dificultad que conlleva plantear un analisis formal del mismo [71]. En este sentido
la comunidad ha seguido el enfoque de presentar versiones simplificadas del algoritmo y entonces
analizarlas. Con el paso de los afios dichas versiones se han ido acercando al algoritmo original, sin
embargo estas aun no alcanzan ni el original ni las versiones de éste utilizadas en la practica. Son de
destacar aqui los trabajos siguientes, que siguen una linea comun de desarrollo: [72], [73], [74], [75],
[71].

Es importante sefialar que los estudios tedricos sobre el método se han concentrado sobre todo en el
problema de la consistencia, esto es, que el esquema se haga un clasificador 6ptimo cuando el tamafio
de la muestra de entrenamiento tienda a infinito. Pero si bien el problema de la consistencia es
importante, consideramos deberian tener prioridad estudios que den soporte a razonamientos
matematicos que expliquen otras cuestiones, por ejemplo: ¢por qué es superior Random forest a las
versiones simples de los arboles de decision?, ¢qué factores son los que influyen, y en qué medida lo
hacen, en dicha superioridad? Esas y otras preguntas, mas de una década después de creado el método
siguen sin ser respondidas de una manera rigurosa.

4.1.5 Boosting

Boosting es una metodologia para la creacion de esquemas de clasificacion que intenta construir un
clasificador eficaz combinando los resultados de un grupo de clasificadores débiles. Intuitivamente, por
clasificador débil se entenderd un clasificador que tiene una probabilidad de clasificacion correcta
solamente un poco superior a la de un clasificador aleatorio. En otras palabras, se tiene un algoritmo de
clasificacion A del que se asume solamente que puede producir clasificadores débiles —nétese que
dichos clasificadores no tienen por qué ser eficaces, por ejemplo, para el caso en que se tienen 2 clases,
pudieran tener solamente una probabilidad de clasificacidn correcta de 0.51- el objetivo es a partir de A
crear un clasificador eficaz.

Para lograr su objetivo los algoritmos que siguen la metodologia de Boosting crean clasificadores a
partir de A secuencialmente de forma tal que cada clasificador se enfoque mas en los objetos en los
cuales los clasificadores anteriormente creados han tenido mas problemas. Pero, ;como hacer que los
clasificadores se concentren mas en unos objetos que en otros? Si se codifica la importancia de cada
objeto en Z a través de una distribucion de pesos Z? existen dos enfoques para lograrlo:

- En caso de que el algoritmo de clasificacion A sea capaz de manejar esta cuestion internamente

se le pasard como pardmetro ademas del conjunto de entrenamiento Z, la distribucién de pesos
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ZP. Entonces A(Z, ZP) denota el clasificador producido por el algoritmo A con el conjunto de
entrenamiento Z dandole una importancia a cada objeto en Z segln ZP.

- En caso de que el algoritmo de clasificacion no tenga la capacidad de tener en cuenta a Z? se
realizara un re-muestreo de Z segun Z2.

A grandes rasgos, la metodologia Boosting puede ser definida como sigue, nétese que lo que sigue
no es un algoritmo completamente definido, sino una metodologia general:

1- El algoritmo recibe como pardmetros un algoritmo de clasificacion A, un conjunto de
entrenamiento Z, una distribucion de pesos inicial Z2, un nimero de iteraciones I.

2-  Se toma como distribucion inicial a Z?, es decir, se hace ZP = zP.

3- Serealizan [ iteraciones (con i desde 1 hasta [).

4- Se entrena el clasificador i-ésimo, o sea D; = A(Z, ZP).

5- Sii = lsetermina el entrenamiento, y el resultado es un esquema con los clasificadores
individuales D; que realiza la combinacion de sus resultados de alguna manera.

6- Se evalUa el desempefio de D; en Z.

7- Se crea la distribucion de pesos Z2.; de modo que se ajuste al desempefio de los clasificadores
anteriormente entrenados Dy, ..., D;.

8- Seincrementa i y se regresa al paso 4.

La metodologia de Boosting definida anteriormente no es todavia un algoritmo, pues no esta
definido completamente, por ejemplo ain no se especifica cdmo combinar los clasificadores, o cémo ir
actualizando las distribuciones en cada iteracion. El primer algoritmo Boosting fue primeramente
planteado por Schapire [76] en respuesta a una pregunta de teoria de aprendizaje computacional
planteada en [77]. Dicha pregunta, explicada a grandes rasgos, se interesaba por saber si era posible
volver eficaz a un clasificador débil. La respuesta dada por Schapire era positiva, y correcta desde el
punto de vista tedrico, pero tenia ciertas deficiencias que impedian su utilizacion en la préctica. Ya en
[78] se propone el algoritmo Adaboost que es el arquetipo de los algoritmos de tipo Boosting, ya que
fue el primero en ser propuesto, es eficiente computacionalmente, y ha demostrado su eficacia en un
sinnumero de aplicaciones en la practica.

Adaboost es un algoritmo desarrollado para resolver problemas de clasificacion con solamente dos
clases. A continuacion se expondra el algoritmo:

1- El algoritmo recibe como pardmetros un conjunto de entrenamiento Z, un algoritmo de

clasificacion A y un nimero de iteraciones a realizar [.

2- Primeramente se inicializa la distribucion de pesos para dar la misma importancia a todos los

elementos de Z. Esto es Vx € Z[ZP (x) = 1/lZl].

3- Serealizan [ iteraciones (con i desde 1 hasta l)...

4- Se entrena el clasificador i-ésimo, o sea D; = A(Z, ZP).
5- Se calcula la probabilidad de error de D; en Z, esto es ¢; = erzl(ﬁ(Diﬁ’Z:K"MEK")) donde I es

una funcion indicadora. Notese que si e; = 0.5 entonces D; no es un clasificador debil.
1 1-e; . . . -,
6- Secomputa a; = Eln( el) que serd el peso asociado al clasificador D; en la funcion de

e
combinacion resultante (como se vera en el paso siguiente).

7- Sii = [ se termina el entrenamiento, y el resultado es un esquema con los clasificadores
individuales D; que combina los resultados de estos mediante una votacion mayoritaria
ponderada segun los pesos «;. Sino el algoritmo continda.
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8- Se crea la distribucion de pesos Z25 , (x) = M donde ¢ = 2[e;(1 — ei)]l/z es un factor
e%, si(D;(x) = K)A(x € K;)

e~ %, en cualquier otro caso’

9- Seincrementa iy se regresa al paso 4.

de normalizaciony A(x) = {

Una de las formas de explicar el algoritmo Adaboost es partiendo del algoritmo general de Boosting
utilizando como funcién de combinacion la votacién mayoritaria ponderada, y entonces obtener tanto
los pesos de los clasificadores en la combinacion (es decir los a;) como la estrategia para actualizar las
distribuciones de los pesos (Z?) de forma tal que se minimice la funcion de pérdida exponencial (dicha
funcidn sera explicada a continuacion).

Como se esta trabajando con problemas de clasificacion simple (cada objeto pertenece a solo una
clase) y asumiendo que del resultado de los clasificadores se tendra en cuenta su salida abstracta, se
puede considerar una funcion de peérdida ¢&:(Q x Q) - R, es decir, £(K;,K;) representa el costo
asociado al hecho de que un clasificador dé como salida la clase K; cuando el objeto pertenece a K;. La
funcidn de pérdida exponencial se define de la siguiente manera:

exp(1), siK; = K;

exp(—1),en otro caso (26)

Sexp (Ki' K]) = {

En [79] y [32] se muestra como la forma en que se asignan los pesos de los clasificadores en la
combinacion y la estrategia seguida para ir actualizando la distribucién de los pesos de los objetos en el
conjunto de entrenamiento, minimizan la funcion de pérdida exponencial en cada iteracion del
algoritmo. Aunque el algoritmo Adaboost fue originalmente ideado para el caso en que se tienen
solamente 2 clases, este fue extendido casi de inmediato para soportar cualquier cantidad de clases, por
ejemplo los algoritmos Adaboost.M1 y Adaboost.M2.

En [78] se demuestra el siguiente teorema para cuando el problema tiene solamente 2 clases (y en [1]
se propone un teorema analogo para el caso con mas de dos clases):

Teorema 3. Sean Q = {K;,K,}, e el error del esquema producido por Adaboost en el conjunto de
entrenamiento Z (el error de entrenamiento), e; el error del clasificador individual D; en Z, ponderado
por la distribucion de pesos con que fue entrenado D;, 0 sea ZP. Se cumple entonces que:

e <2, Jei(1 —e). (27)

El Teorema 3 da una cota superior al error del esquema con los objetos de Z y demuestra que cuando
el nimero de clasificadores aumenta el error se aproxima a cero. Pero ;qué sucede con el error del
esquema con elementos no presentes en Z, es decir, con el error de generalizacion? La intuicion dice
que segun aumente [ dicho error debe disminuir hasta un punto y después volver a crecer debido al
sobreajuste [80]. La intuicion se corresponde con muchos casos de la realidad ya que los algoritmos de
Boosting pueden llegar a sobreentrenar [81], pero en muchos casos el error con objetos de prueba sigue
disminuyendo aun cuando el error con elementos de Z ha alcanzado el valor cero y el numero de
iteraciones supera las mil [80].

Segun afirma Rob Shapire entre las ventajas del algoritmo Adaboost y de la mayoria de los
algoritmos del tipo Boosting se pueden contar las siguientes, las cuales son naturalmente aceptadas por
toda la comunidad:

- Es computacionalmente eficiente, por ejemplo, el algoritmo de deteccion de rostros propuesto
por Viola y Jones [82] utiliza Boosting y es uno de los algoritmos méas famosos y eficientes en
su campo.

- Essimple y facil de implementar.

- No tiene parametros que ajustar mas alla del niamero de iteraciones.
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- Puede ser utilizado con distintos algoritmos de clasificacion.
- Cuenta con una sélida teoria detras que le da soporte.

Y entre las desventajas muchos autores coinciden en gque se pueden contar:
- Cuando el algoritmo de clasificacion es muy complejo (o sea se ajusta demasiado a los datos)
entonces el algoritmo tiene cierta tendencia al sobre-entrenamiento.
- El algoritmo es muy sensible al ruido y tiende a fallar en presencia de éste.

Ha sido observado experimentalmente en [83] que cuando se le aplica Boosting a un algoritmo de
clasificacion, en las primeras iteraciones se reduce el sesgo y después se reduce la varianza.

4.2  Variaciones en los algoritmos de clasificacion

Otra estrategia muy popular para crear sistemas de multiples clasificadores es la de variar el (los)
algoritmo(s) de clasificacion. Para crear [ clasificadores individuales se puede utilizar solamente un
algoritmo de clasificacion o varios, por lo que existen dos formas basicas de generar clasificadores
distintos a través de variaciones en los algoritmos de clasificacion. La primera es utilizando un solo
algoritmo de clasificacidn pero que este contenga cierto factor interno que varie —por ejemplo Random
forest varia aleatoriamente los rasgos— que cause diferencia en los clasificadores que se vayan creando y
la segunda es utilizando distintos algoritmos de clasificacion. A continuacién se expondran dichas
variantes.

4.2.1 Variacion en el algoritmo de clasificacion

Existen variantes del algoritmo Random forest que no realizan un muestreo del conjunto de
entrenamiento [84] es decir, los arboles se entrenan todos con los mismos objetos en Z. En este caso la
diferencia entre los arboles esté siendo causada por un factor de aleatoriedad presente en el algoritmo —
la seleccion aleatoria de rasgos para expandir un nodo— por lo que estas variantes de Random forest
bien pudieran ser consideradas métodos que trabajan a través de variaciones en el algoritmo de
clasificacion.

Otro enfoque muy utilizado en este sentido es el de combinar varias redes neuronales. Como bien se
explica en [85] cuando se entrena una red neuronal se pueden obtener optimos locales, dado que los
pesos iniciales de los nodos se asignan de manera aleatoria, a través de distintas redes neuronales se
pueden tener distintos Optimos locales, por los que dichas redes no tienen por qué cometer los mismos
errores. Luego si los resultados de varias redes neuronales se combinan adecuadamente se puede
obtener un desempefio superior al obtenido por la utilizacion de una sola red neuronal.

Como todos los clasificadores individuales son generados a partir de un mismo algoritmo de
clasificacion y con un mismo conjunto de entrenamiento, modelar el esquema deberia ser una tarea
facil, facilitando asi el estudio de las propiedades de este. Sin embargo, el factor que varia dentro de
estos en algunos casos es aleatorio —por ejemplo en Random forest— y actGa como contraparte
complicando demasiado el modelo y haciendo dificil su entendimiento.

4.2.2 Utilizacion de distintos algoritmos de clasificacién

Cada algoritmo de clasificacion tiene una manera propia de funcionar, un criterio de clasificacion. Para
un mismo conjunto de entrenamiento dos algoritmos de clasificacién pueden producir clasificadores
distintos. Muchos investigadores han explotado este hecho para crear sistemas de multiples
clasificadores donde los clasificadores individuales sean distintos.

La eficacia de los algoritmos de clasificacion puede variar segin la region del espacio de
representacion, puede que para un problema dado un algoritmo de clasificacion sea mejor que otro en
solo una zona del espacio de representacién. En [52] se propone utilizar 4 tipos distintos de algoritmos
de clasificacion, después estimar la eficacia de cada uno de ellos en distintas regiones del espacio de
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representacion. En la etapa de clasificacion se calcula de manera dindmica el clasificador més eficaz en
la region del objeto en cuestion y se selecciona este para la clasificacion.

En [86] se muestra como al introducir unos pocos arboles de decisién en esquemas de redes
neuronales aumenta la diversidad del sistema de mdltiples clasificadores y por lo tanto también la
eficacia. También se muestra que cuando el nimero de arboles de decisién aumenta la eficacia de la
combinacion se deteriora. Creemos que el problema de estos resultados es que son obtenidos de una
forma empirica, es decir, en uno o varios problemas particulares y no presentan una base tedrica detrés.

La eficacia de los clasificadores que produce un algoritmo de clasificacion depende en gran medida
de la correspondencia entre el criterio que este utiliza para clasificar y el problema real en cuestion. A
veces la realidad es tan compleja que para ajustarse a ella de manera correcta se necesitan varios
criterios. Por ejemplo la Figura 3 se muestra una distribucion de objetos que pueden pertenecer a una de
3 clases —verde, rojo y amarillo—, se puede notar como un clasificador de discriminante lineal puede
discriminar bien a los objetos de la clase amarillo, pero no ocurre lo mismo con las otras clases. Quizas
seria conveniente utilizar otro tipo de algoritmo en la zona de las clases verde y rojo.

Fig. 3. Un espacio de representacion de 2 dimensiones con objetos de 3 clases: verde, rojo y amarillo.

4.3 Division del problema general

Divide y venceras ha sido probablemente la frase mas repetida -y agradecida— en toda la historia de la
ciencia de la computacién. La idea del mensaje es que en muchas ocasiones puede ser mas facil resolver
varios problemas simples y después combinar los resultados que resolver el problema complejo
directamente. EI campo de la combinacion de clasificadores no ha resistido la tentacion. Los aportes
mas serios en este sentido van en la direccion de atacar el problema de la clasificacién con mdltiples
clases con algoritmos de clasificacion desarrollados para resolver problemas con solo 2 clases, para
lograr esto existen dos enfoques principales:
- Uno contra el resto: este enfoque divide un problema de clasificacion con k > 2 clases en k
problemas de clasificacion con 2 clases, cada uno de estos problemas consiste en saber si el
objeto pertenece a la clase K;, que ahora seria K;, 0 al resto Q — K;, que ahora seria K.
- Uno contra uno: este enfoque divide un problema de clasificacién con k > 2 clases en
k(k + 1)/2 problemas de clasificacion con 2 clases e intenta discriminar entre todos los pares
de clases.

Por ejemplo, un algoritmo que trabaja con el primer enfoque es el presentado en [87] y otro que
utiliza el segundo enfoque es el Adaboost.M2, los dos son variantes de Boosting. Si se desea
profundizar en el segundo enfoque desde un punto de vista general el lector puede remitirse a [88].

A continuacién se expondra uno de los métodos més utilizados en la combinacion de clasificadores y
gue permite modelar los enfoques anteriores.
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4.3.1 Error Correcting Output Codes (ECOC)
ECOC [89] propone la idea de atacar los problemas de clasificacién con multiples clases a partir de una
division de los mismos en sub-problemas que clasificacion de 2 clases. De esta forma cada clasificador
en la combinacion discrimina entre 2 nuevas clases que son creadas a partir de las originales. Por
ejemplo, para un problema con 6 clases el clasificador D; podria discriminar entre las clases K'{ =
(K, K3} y K'S = {K,, K4, Ks, Kg}. NGtese que la notacion que se utilizara en lo adelante K'; y K'§
denotaran la 2 clases presentes en el sub-problema que resuelve el clasificador D;.

Notese que cada sub-problema puede ser codificado por una tupla de ceros y unos de k dimensiones,
para el ejemplo anterior dicha tupla seria (1,0,1,0,0,0). Formalmente la tupla que representa el sub-

problema que el clasificador D; debe resolver, tiene un 1 en la posicion i si K; € K’{ y 0 en otro caso.

Los [ sub-problemas que ECOC tiene que resolver se codifican entonces mediante una matriz de k
filas por [ columnas, a dicha matriz se le llamara matriz de codigos (code matrix en inglés) y sera

denotada por C. Laentrada (i,j),con1 <i<ky1<j<ldelamatrizC tendrdunlsiK; € K’{ yO0
en otro caso. Denotaremos por w; a la tupla que codifica la fila nimero i de la matriz C, a estas tuplas
se les conoce en inglés como codewords.

Entonces una vez que se tiene la matriz de codigos que se va a utilizar se entrenan [ clasificadores
con [ algoritmos de clasificacién no necesariamente distintos, cada uno en su respectivo sub-problema.
Una vez entrenados los clasificadores, en la etapa de clasificacion se codifica la salida de los
clasificadores como una tupla de [ dimensiones que denotaremos por d y que tiene un 1 en la posicién
nimero i si el clasificador D; asigna el objeto en cuestion a la clase K'i. El método ECOC da como
resultado la clase K; si de todas las codewords w; es la que tiene menor distancia de Hamming con d.

Existen distintos enfoques para obtener un matriz de cddigos:

— Un cddigo por clase: este enfoque permite modelar una division al estilo uno contra el resto, en
este caso se utilizan | = k clasificadores y el codeword w; tiene un 1 en la posicion nimero i y 0
en el resto de las posiciones.

— Todos los posibles codigos: este enfoque modela todas las posibles divisiones del problema, la
matriz de cddigos resultantes tiene k filas y 2= — 1 columnas.

— Cddigos aleatorios: en este enfoque se genera la matriz de c6digos de manera aleatoria.

En [9] se plantea que el método ECOC reduce el sesgo y la varianza del algoritmo de clasificacion
utilizado. Segun dichos autores el hecho de los clasificadores se entrenen en distintos sub-problemas
reduce el sesgo del algoritmo, vy si el algoritmo de clasificacion es inestable entonces también se reduce
la varianza. Los autores de [9] creen que es conveniente utilizar el método ECOC con algoritmos de
clasificacion que tengan un “enfoque global” para clasificar, o sea, que para clasificar un nuevo objeto
se tenga en cuenta informacion relacionada con todo el espacio de representacion, como los basados en
redes neuronales y arboles de decision. Por otra parte, algoritmos de clasificacion que tiene un caracter
muy local como los basados en los vecinos mas cercanos no deben beneficiarse mucho del método. A
estas conclusiones ellos llegan a través de la via experimental pero es algo sobre lo que creemos que se
debe profundizar mas.

Es importante notar que el método ECOC es impracticable en problemas con muchas clases debido
a la cantidad de clasificadores a entrenar.

5 Diversidad

Los autores en [90] sefialan que el concepto de diversidad es sin duda el mas utilizado en el campo de la
combinacion de clasificadores, tanto por su utilidad teérica, ya que permite estudiar y analizar el
comportamiento de los métodos de combinacion de clasificadores, como por su utilidad préctica, ya que
permite desarrollar nuevos algoritmos. Sin embargo también es el concepto menos formalizado, debido
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a esto no existe homogeneidad ni en el sentido, ni en la utilizacion que se le da. Segun dichos autores,
en la comunidad hay consenso sobre las ideas de que:

— Existe una propiedad de las combinaciones de clasificadores que puede ser llamada diversidad,
esta puede ser definida cuantitativamente y por lo tanto medida, y se relaciona de una manera
estrecha con la eficacia de la combinacion.

— Dicha propiedad puede ser utilizada para construir combinaciones de clasificadores eficaces.

Sin embargo, y como bien se apunta en [90], dentro de la comunidad también han surgido opiniones
que cuestionan la utilidad préctica del estudio de un concepto como la diversidad. Entre los trabajos que
plantean esta disyuntiva se encuentran [91], [1] v [32].

Esta claro que si se tiene un clasificador perfecto que no comete errores entonces no es necesario
utilizar una combinacién de clasificadores para resolver un problema. Pero si todos los clasificadores
individuales de una combinacion cometen los mismos errores entonces tampoco vale la pena utilizar la
combinacion.

La diversidad en la combinacion de clasificadores ha sido estudiada desde distintos aspectos: se han
propuesto medidas para cuantificar la diversidad entre un par —o un grupo- de clasificadores, se han
propuesto descomposiciones del error de la combinacion tratando de obtener relacion con alguna
magnitud que pueda ser interpretada como diversidad, se han propuesto métodos de generacion de
clasificadores individuales de forma tal que se optimice una nocion de diversidad dada. A continuacion
se abunda sobre estas y otras cuestiones.

5.1 Medidas de diversidad

Que el concepto de diversidad en la combinacion de clasificadores aun no se haya definido
correctamente no ha sido impedimento para el desarrollo de varias medidas de esta. Ya Sharkey en [92]
propone una medida cualitativa de la diversidad en esquemas de redes neuronales, aunque dicha medida
puede ser tenida en cuenta con cualquier tipo de combinacién. La medida define 4 niveles de
diversidad:
1- Los clasificadores no cometen errores coincidentes. En este caso el voto mayoritario siempre da
un resultado correcto.
2- Se cometen errores coincidentes pero la mayoria siempre da un resultado correcto. El voto
mayoritario también da siempre un resultado correcto.
3- A veces la mayoria se equivoca, pero siempre hay al menos un clasificador individual que
realiza una clasificacion correcta. EI voto mayoritario no siempre da un resultado correcto.
4- A veces ocurre gque todos los clasificadores se equivocan.

El nivel de diversidad de una combinacion se asigna segun el peor caso registrado. Segun nuestra
opinidn, esta constituye la principal desventaja de esta medida, ya que el nivel de la diversidad de una
combinacion no da una nocidn acerca de como se comporta esta en todo un conjunto de objetos. Por
ejemplo, se puede tener una combinacién donde todos los clasificadores individuales den un resultado
correcto para todos los objetos excepto para uno en el cual se equivocan todos. Dicha combinacion
tendrd un cuarto nivel de diversidad cuando en casi todo el conjunto de objetos la diversidad se
comporta al primer nivel.

Una propuesta de solucidon al problema anterior es dada en [93], esta consiste en asignarle un nivel
de diversidad a cada objeto en el conjunto. De esta forma se cuentan cuantos objetos la combinacion
coloca en cada nivel, asi por ejemplo se pueden tener 50 objetos en el primer nivel y 1 en el cuarto o
tener 1 en el primer nivel y 50 en el cuarto, aunque en ambos casos la combinacion tiene una diversidad
en el cuarto nivel se sabe que el primero es mucho mejor que el segundo.

Las medidas cuantitativas propuestas en la literatura de la combinacién de clasificadores son
usualmente divididas en dos categorias: las que miden la diversidad entre un par de clasificadores y las
que miden la diversidad en un grupo de clasificadores. Si se desea medir la diversidad de un grupo de
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clasificadores usando una medida entre pares, se puede calcular la diversidad entre todos los
(I(1 = 1))/2 pares y después promediar el resultado.

Para calcular la diversidad entre un par de clasificadores D; y D; en un conjunto de objetos V
usualmente se construye una tabla (Tabla 9) que codifica las salidas de los clasificadores. Por ejemple
en dicha tabla el valor a se corresponde con el nimero de objetos en V que ambos clasificadores
asignaron a la clase correcta. Los valores de la Tabla 9 seran utilizados en la definicion de medidas de
diversidad en lo adelante. Notese que (a + b + ¢ +d) = |V].

Tabla 9. Codificacion de los resultados de los clasificadores D; y D;.

D; Correcto. | D; Incorrecto.
D; Correcto. a b
D; Incorrecto. c d

Es importante notar que las medidas que utilicen los valores a, b, ¢, d, solo estan tomando
informacidn abstracta de la salida de los clasificadores.

5.1.1 Medida de desacuerdo

Es una medida entre pares, y probablemente la mas intuitiva de todas las medidas ya que simplemente
cuenta los desacuerdos —cuando uno se equivoca y el otro no— entre el par de clasificadores. Asi la
formula quedaria:

g . = 2*¥¢
dlSl"j = % . (28)

El valor de la medida esta en el intervalo [0,1], a mayor dis; ; mayor desacuerdo y por tanto mas
diversidad. Sin ser llamada medida de desacuerdo esta medida ha sido usada en [65] y [94]. Una
caracteristica de esta medida es que trata de la misma forma el hecho de que los clasificadores estén de
acuerdo correctamente que incorrectamente.

5.1.2 Laestadistica Q
Originalmente propuesta por [95] la estadistica Q también puede ser utilizada para medir la diversidad
entre dos clasificadores:

ad—-bc
ad+bc’

Qi = (29)

El valor de la medida esta en el intervalo [—1,1]. Dos clasificadores estadisticamente
independientes tendran un valor cercano a 0, en cambio, si tienden a clasificar correctamente a los
mismos objetos tendran un valor cercano a 1, y si tienden a cometer errores en distintos objetos tendran
un valor cercano a —1.

5.1.3 Coeficiente de correlacion
El coeficiente de correlacion [96] se expresa de la siguiente manera:

ad—bc

Pij = J@+b)(a+o)(c+d)(b+d) (30)

Esta medida es muy similar a la estadistica Q, de hecho ambas siempre tienen el mismo signo y
ademas se verifica que |p; ;| > |Q; -
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5.1.4 Basada en la varianza segin Kohavi y Wolpert
Esta no es una medida de diversidad definida entre pares sino entre un grupo de clasificadores. En [97]
propone la siguiente medida de la varianza de un algoritmo de clasificacién A en un punto x:
k
var(A,Z,x) = Ez[%<1 - P(A(Z,x) = Kl-|x)2>].
i=1

En la ecuacion anterior E, representa la esperanza matematica sobre distintos conjuntos de
entrenamiento.

En [1] y [32] se utiliza esta idea para de obtener una medida de diversidad como se verd a
continuacion. Se codificara la salida de los clasificadores en {1, 0}, o sea, correcta e incorrecta. En el
caso de la medida de Kohavi y Wolpert la estimacion es a través de distintos conjuntos de
entrenamiento, para la medida de diversidad es a través de los distintos clasificadores. O sea

1 i _yl i
Zi=1DL(x) y P(0|X) — l ELzzDL(x)

denotaremos por P(1|x) = T

tiene:

, sustituyendo en la formula de Kohavi se

1
KW (x) = 5 (1= P(11)? = P(01)2).

Promediando para todos los objetos en el conjunto V y después de varias transformaciones
algebraicas se obtiene la medida

1

KW (V) = s [Sey (Zhoa D) (1= 2oy i) )] (31)

Una muestra mucho mas extensa de medidas de diversidad puede ser encontrada en [1], [32], [98] ¥
[99]. Es importante destacar que la mayoria de las medidas estan correlacionadas entre si y que hasta el
momento ninguna se ha podido relacionar directamente ni al error de la combinacion ni a la eficacia.

5.2 Descomposiciones del error de clasificacion de la combinacién

Otra de las direcciones seguidas en el tema de la diversidad es la descomposicion del error de
clasificacion de la combinacién en funcion de algin término que pueda ser interpretado como la
diversidad entre los clasificadores individuales. Por supuesto, dicha descomposicion dependera de la
funcion de pérdida —o costo del error—y de la funcion de combinacion que se utilice. Los esfuerzos han
estado dirigidos a obtener una descomposicién utilizando la funcién de pérdida en ceros y unos y el
voto mayoritario.

Las investigaciones en este sentido estan inspiradas en los excelentes resultados alcanzados en el
caso de la combinacion de estimadores reales —regresion— utilizando el promedio como funcién de
combinacion y el cuadrado de la diferencia como funcion de pérdida. Como bien se observo al inicio de
este trabajo la esperanza del error de un estimador de nimeros reales se puede descomponer en los
términos de sesgo y varianza [6]. Sucede entonces que cuando se combinan varios estimadores reales se
puede descomponer el error de dicha combinacion en términos de sesgo, varianza y covarianza, donde
se muestra a las claras que al disminuir la correlacion entre los estimadores disminuye el costo del error.

Sea un problema de regresion con los h;(Z,x) = f(x), 1 < i <[ como los estimadores individuales

de una combinacion de estimadores reales h(Z, x) = %(Z%zl h;(Z,x)). En [100] se muestra que

E [(h(Z, x) — f(x))z] =Sesgo’ + %varlanza +(1- %)covarlanza. (32)

En la ecuacion anterior se tiene que:
5e5g0 = 1 Xiy E[hi(Z, %) — f(x)],
varianza = %Z%zl E[(h;(Z,x) — E[hi(Z,)])?],
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COVTANZE = = Ty (B i ELhi(Z, ) = ELhi(Z, 20D (y (2, ) — E[hy(Z,0ODD.

O sea el primer término es el promedio de los sesgos de los estimadores individuales, es segundo el
promedio de las varianzas de los estimadores individuales, y el tercero es el promedio de las
covarianzas ente los estimadores individuales. Lo ideal aqui seria disminuir la covarianza entre los
estimadores individuales sin aumentar el sesgo ni la varianza.

Otro enfoque seguido en el caso de la regresion es descomponer el error en un término usualmente
conocido como ambiguedad y que puede ser interpretado como la diversidad entre los clasificadores
[93], [90]. Dicha descomposicion fue mostrada en [101] y prueba que en un punto x del espacio de
representacion el cuadrado de la diferencia entre la funcién real a aproximar f y la combinacion h de un
conjunto de estimadores individuales h; es inferior o igual al promedio de los cuadrados de las
diferencias entre los estimadores individuales con f. La descomposicion es la siguiente:

(h(Z,0) = f(0))? = T2a(hi(Z,20) = FO)? = 12y ((Z, %) = h(Z, %)% (39)

El segundo término de la descomposicion es el llamado término de la ambigliedad, ndtese que es el
promedio del cuadrado de las diferencias del resultado de la combinacién con cada uno de los
resultados de los estimadores individuales y que por tanto siempre es mayor o igual a cero. A mayor
ambigiedad mayor reduccién del error, pero nétese que segin aumenta la variabilidad de los
estimadores individuales también aumenta el valor del primer término, lo que refleja que la diversidad
por si sola no es de gran utilidad ya que es necesario un balance entre esta y la precision de los
estimadores reales.

La descomposicion en el término de ambigliedad tiene un gran tiene un gran poder, pues no tiene en
cuenta esperanzas matematicas sobre conjuntos de entrenamientos, ademas es practica y expresiva. Por
estas razones ha sido utilizada en la construccion de combinaciones eficaces de estimadores reales, por
ejemplo el método propuesto en [102] y fundamentado en [103].

En el area de clasificacion —cuando el resultado del estimador es una clase— no se ha podido obtener
una descomposicion similar a la (32) lo que no es de extrafiar pues como los resultados de los
clasificadores no son valores numéricos no se puede definir la covarianza entre estos. En [23] se
propone una descomposicién similar a la (33) para el caso en que se cuenta solamente con dos clases.

Considérese un grupo de clasificadores individuales D;, con 1 <i <1y [ impar, para lograr una
mayor facilidad y entendimiento en la notacion, las clases seran representadas por los valores {+1, -1}
y se asume que los clasificadores dan una salida abstracta, o sea D;(x) € {+1,—1}. Representemos por
y(x) la clase a la cual pertenece el objeto representado por x, el costo en que incurre el clasificador D;
al clasificar el objeto x sera representado por la funcion de costo de error en ceros y unos:

ei(x) =5 (1 = y(x)D;(x)).

Notese que e;(x) es igual a 0 si el clasificador D; clasifica correctamente al objeto representado por
x y 1 en otro caso. La combinacion de los clasificadores individuales por voto mayoritario sera

representada por D(x) = sign(%ﬂ:lDi(x)) donde sign(x) es la funcién signo y da como resultado

+1six >0y —1six < 0 (recuérdese que se asume que [ es impar por lo que D (x) siempre es distinto
de 0). El error de la combinacion sera representado por:

e(x) =5 (1 — y(x)D(x)).

Se define ademas el desacuerdo entre el clasificador D; y la combinaciéon D como:

8i(x) = 5 (1 = D;(x)D(x)).
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Después de varias manipulaciones a partir de la diferencia entre el error de la combinacién y el
promedio de los errores individuales se llega a la siguiente formula:

e(x) = 1 Xhq & (x) = y(x)D(x) 1 Thy 8:(%). (34)

Esta ecuacion demuestra que para el caso de dos clases la diferencia entre el costo del error de la
combinacion mediante voto mayoritario y el promedio de los costos de los errores individuales puede
ser expresado en términos del desacuerdo entre los clasificadores individuales. Ahora, notese lo
siguiente, a diferencia de la relacion obtenida en la ecuacién (33) el término de ambigiiedad en este caso
incluye la clase verdadera a la cual pertenece el objeto representado por x. Es facil notar que el papel
que juega el término de la ambiguedad en este caso estd afectado por el valor de y(x)D(x), 0 sea por si
la combinacion clasifica correctamente o no al objeto en cuestion.

Notese que si la combinacion clasifica correctamente al objeto entonces el desacuerdo entre los
clasificadores individuales es beneficioso, en cambio si la combinacidn clasifica incorrectamente al
objeto el descuerdo entre los clasificadores individuales es perjudicial. En [23] se relaciona este
resultado al patr6n de éxito y patron de fracaso ambos propuestos por Kuncheva y ya estudiados en este
reporte.

En [90] se propone una posible descomposicién parecida a la mostrada en (32) para el caso de la
clasificacion supervisada, basada en la descomposicion de sesgo y varianza propuesta en [7] —que
ademas fue mostrada al inicio de este reporte—, pero esta es extremadamente compleja y se encuentra
todavia bajo el estudio de sus autores. Ademas se propone una generalizacién de la descomposicion de
la (34) para el caso en que se tienen mas de dos clases, 1o que en este caso para los desacuerdos se tiene
en cuenta si el resultado de los clasificadores es correcto o no.

6  Categorizaciones

En la literatura han sido propuestos varios métodos para caracterizar las combinaciones de
clasificadores. Por ejemplo Sharkey [104] propone una taxonomia para los esquemas de redes
neuronales, pero que en realidad se puede aplicar a todos los esquemas y combinaciones en general, que
contempla las siguientes tres dimensiones:

1- Si los clasificadores en la base son competitivos 0 cooperativos, esto es, cuando los
clasificadores son competitivos solo se toma en cuenta el resultado de uno de ellos: el que
supuestamente gand la competencia, en cambio cuando son cooperativos se combinan todas las
decisiones.

2- Si el esquema se define de arriba hacia abajo (top-down) o si se hace de abajo hacia arriba
(bottom-up), en el primer caso se encuentran los sistemas que no tienen en cuenta la salida de
los clasificadores en la combinacion de estos, en el segundo caso los que si lo hacen. Los
métodos cooperativos son por definicion bottom-up ya que para combinar los resultados tienen
que necesariamente tenerlos en cuenta. Por otra parte, la seleccion de los clasificadores suele
ser top-down ya que no es usual analizar las salidas de estos, aunque también puede ocurrir que
las salidas sean analizadas.

3- Si se combinan clasificadores que resuelven una misma tarea, clasificadores que resuelven una
parte mas pequefia del problema original, o simplemente un hibrido entre los dos casos
anteriores.

Ho [105], [106] divide los esquemas en dos tipos (Valentini y Masulli [107] manejan los mismos
conceptos pero utilizando los términos de combinaciones generativas y no generativas):
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1- Los que optimizan la decision, estos métodos se abstraen de como son generados los
clasificadores individuales y se centran en combinar los resultados de estos de una manera
Optima.

2- Los que optimizan la generacion de los clasificadores individuales, o sea, cémo va a ser
entrenado cada clasificador individual.

En [1] se sefiala que al existir varios tipos de esquemas que crean los clasificadores individuales y a
su vez definen una manera de combinar los resultados de estos (Adaboost), no es posible clasificar
todos los tipos de combinaciones de clasificadores existentes en uno de los dos tipos propuestos por Ho.
Por otra parte Kuncheva [1] propone agrupar las combinaciones segln la forma en que estas son
creadas, para esto se definen cuatro capas de trabajo:

1- Capa de combinacion. Define la forma en que los clasificadores se combinan.
2- Capa de clasificadores. Define qué clasificadores utiliza la combinacion.

3- Capa de rasgos. Define qué rasgos son usados por cada clasificador.

4- Capa de los datos. Define con qué datos se entrena cada clasificador.

No obstante Kuncheva reconoce que el modelo anterior tampoco contempla todas las combinaciones
posibles, por ejemplo, segun ella, ECOC [89] no puede ser tenido en cuenta a través de dichas capas de
trabajo. Por lo tanto no puede ser considerado una taxonomia de las combinaciones de clasificadores.

Duin [108] propone diferenciar las combinaciones de clasificadores en las que reciben un
entrenamiento aun cuando los clasificadores individuales ya fueron entrenados, y las que no. En este
sentido se pueden sefialar tres categorias: las que no necesitan un entrenamiento adicional, por ejemplo
voto mayoritario, las que necesitan dicho entrenamiento, por ejemplo BKS, y las que van desarrollando
su funcién de combinacion durante el entrenamiento de los clasificadores individuales, por ejemplo
Adaboost. Otra terminologia manejada en la literatura [109] es la de combinaciéon dependiente o
independiente de los datos, ya que usualmente el entrenamiento se realiza sobre los datos. Es importante
tener en cuenta que las combinaciones que dependen de los datos, o sea, las que requieren un
entrenamiento adicional pudieran asumir condiciones acerca de estos que en realidad no se cumplen
para el problema en cuestion. Otros aspectos a tener en cuenta son la complejidad y el peligro de
sobreajuste, ya que es muy usual que los que necesitan entrenamiento sean los mas complejos y mas
dados al sobreajuste.

Gavin Brown [93] propone dividir las combinaciones de clasificadores en las que crean los
clasificadores individuales tratando de optimizar una métrica de diversidad de forma explicita y las que
no, o0 sea en estas Ultimos la diversidad se obtiene de forma implicita, por ejemplo a través de la
aleatoriedad.

En [14] Rokach propone una nueva taxonomia que intenta categorizar los tipos de combinaciones
mas significativos en la literatura y la practica hasta el momento, el objetivo es ayudar a distinguir entre
los esquemas ya existentes y a identificar y explorar nuevas combinaciones poco exploradas. Ademas
propone varios criterios para una mejor seleccion de la combinacion adecuada a un problema dado. Para
su taxonomia Rokach identifica las siguientes componentes indispensables en la tarea de la clasificacion
automatica a través de la combinacién de clasificadores: el conjunto de entrenamiento, el algoritmo de
clasificacion, el generador del esquema, y la funcién de combinacion; y entonces categoriza las
combinaciones de clasificadores utilizando la naturaleza de estas componentes y ademas las relaciones
entre estas. La taxonomia resultante cuenta con las siguientes dimensiones:

1- ¢Qué uso se le da a la funcién de combinacion? Esta dimension describe la relacion entre el
generador del esquema y la funcion de clasificacion.

2- Ladependencia entre los clasificadores. ¢ Se afectan entre si los clasificadores durante el
entrenamiento? Esta dimension dice si los clasificadores son dependientes o independientes.

3- ¢Cbmo se obtiene la diversidad? En esta dimensidn se dice como se intenta conseguir la
diversidad entre los clasificadores. Por ejemplo, a través de distintos conjuntos de
entrenamiento, a través de variaciones en el algoritmo de clasificacion, etc.



52 Eric Javier Hernandez Saura y José Ruiz Shulcloper

4- El tamafio del esquema. Cuantos clasificadores hay en el esquema y cdmo se eliminan los no
deseados.

5- Soporte a los algoritmos de clasificacion. Algunos esquemas son desarrollados para algoritmos
de clasificacidn especificos, o al menos algoritmos que tengan ciertas propiedades, por ejemplo,
Random forest fue creado para trabajar con algoritmos de clasificacidn sobre arboles de
decision, otros por el contrario son independientes del algoritmo que se use para entrenar.

A pesar de los diversos esfuerzos por encontrar una taxonomia unificada y util, hay que decir que
hasta el momento no existe ninguna a la que se le considere perfecta, 0 mas aceptada; notese que los
autores de todas las taxonomias consultadas reconocen que existen métodos no contemplados por su
propuesta. Se ha llegado incluso a cuestionar la necesidad de una taxonomia para el campo.

7  Conclusiones

Es importante tener en cuenta numerosas cuestiones a la hora de aplicar una combinaciéon de
clasificadores en la préctica, ya que el hecho de que un método en particular tenga éxito en un contexto
0 problema dado no garantiza el éxito en otros contextos o problemas. Creemos que lo primero a tener
en cuenta es que el modelo que estemos usando no suponga nada que no se verifique en la practica.

Por ejemplo, cuando usamos funciones de combinacion de salidas es importante tener en cuenta el
tipo de las salidas de cada uno de los clasificadores individuales. Ademas, cuando todas las salidas sean
de tipo medida, hay que tener en cuenta que dichas salidas sean homogéneas ya que los clasificadores
individuales pudieran dar distintos tipos de soportes. Esto es importante ya que las funciones de
combinacion estan disefiadas para trabajar con tipos de salidas en especifico, y en el caso de las salidas
de tipo medida, muchas funciones de combinacion asumen que los soportes son de la misma naturaleza,
el ejemplo mas claro son las funciones maximo y minimo.

Respecto a las funciones de combinacidn, otros aspectos a tener en cuenta son:

- La cantidad de clases y de clasificadores individuales con los que se cuentan: si las cantidades

anteriores son grandes quizas no convenga utilizar una funcién de combinacidn de las del tipo
multinomial.

- La cantidad de objetos disponibles para el entrenamiento: si no se tienen suficientes objetos
para realizar el entrenamiento no se tiene otra opcidn que utilizar métodos simples como el
voto mayoritario, pero si la muestra para entrenar es abundante se pueden considerar otras
opciones.

- El desempefio de los clasificadores individuales: si los clasificadores individuales tienen una
eficacia parecida los métodos simples son preferidos, en cambio si la eficacia de estos
clasificadores es distinta quizas métodos complejos den mejores soluciones.

Un asunto fundamental a tener en cuenta son los algoritmos de clasificacion que se utilizan en la
creacion de los clasificadores individuales. Hay que garantizar que el modelo matematico que soporta a
dichos algoritmos se ajuste al problema en cuestion.

También es importante tener en cuenta la estrategia de generacion que se vaya usar, por ejemplo, si
se va a utilizar Boosting no es conveniente que los clasificadores individuales resultantes sean muy
complejos.

La cantidad de objetos en el conjunto de entrenamiento también es una cuestion a tener en cuenta
aqui, por ejemplo, si se tiene una muestra pequefia y a esta se le aplica Bagging, los clasificadores
individuales seran entrenados con muy pocos objetos.

La cantidad de dimensiones del espacio de representacién del problema también debe ser un factor a
tener en cuenta, resulta claro que si se tienen pocas dimensiones un algoritmo como Random forest no
tiene por qué dar buenos resultados.
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El problema de la diversidad entre los clasificadores individuales sigue siendo el centro de una gran
cantidad de opiniones encontradas. El debate principal gira entorno a si esta puede ser explotada en la
creacion de mejores combinaciones 0 no. Su estudio se mantiene activo, aunque los resultados
obtenidos hasta el momento son poco alentadores.

El campo de la combinacién de clasificadores es muy diverso. Existen muchos algoritmos
disponibles para ser utilizados, sin embargo, muchos de estos aun no tienen una explicacion
fundamentada acerca del porqué de su funcionamiento, incluso cuando los mismos han sido utilizados
con exito en la préctica (por ejemplo Random forest). Por otra parte, existen metodologias con una
fundamentacion tedrica muy fuerte (por ejemplo Boosting).

Son tantos los puntos de vistas desde los cuales puede ser analizado el campo de la combinacién de
clasificadores, que aln no existe una taxonomia completamente coherente para el mismo, a pesar de los
intentos de varios de los cientificos que lideran el campo.

No obstante el éxito obtenido por los métodos de combinacion de clasificadores, estos deben ser
considerados solamente como una herramienta mas, la cual no tiene por qué ser adecuada para todos los
problemas. Es decir, siempre que sea posible resolver un problema de manera satisfactoria con un
clasificador individual, no debe utilizarse ningiin método de combinacion.

8 Investigaciones futuras

En este trabajo se ha reiterado varias veces la necesidad de dar una fundamentacién tedrica a varios
métodos utilizados en la combinacién de clasificadores, pues, aungue en muchos casos estos se aplican
de manera satisfactoria en la préactica, el desconocimiento sobre el funcionamiento de dichos métodos
impide tanto el desarrollo —0o mejoramiento— de los mismos como la justificacion de su mal
funcionamiento en ciertos casos o incluso sus resultados positivos.

La misma Kuncheva expresa en [1] que pareciera que los cientificos han estado mas preocupados
creando nuevos métodos que estudiando o justificando los ya existentes. En este sentido, una de las
posibles direcciones a seguir en futuras investigaciones es dar justificaciones correctas acerca del
funcionamiento de estos métodos. A continuacién presentamos una seleccion de los métodos —o ideas—
que creemos deben ser justificados de una manera méas formal en el campo de la combinacién de
clasificadores:

— En los dltimos afios se han venido proponiendo distintos modelos para demostrar la convergencia
del método Random forest —véase el epigrafe de Random forest—, sin embargo, aun el algoritmo
mas general no ha sido atacado directamente, y en su lugar han sido analizados modelos mas
simples, o sea, versiones simplificadas del mismo. Ademas, todavia falta por explicar la eficacia
del mismo de manera rigurosa.

— En los métodos de seleccion de clasificadores, en muchos casos se estima la competencia de cada
clasificador a partir de cierta medida de su eficacia local, o sea, su eficacia en una vecindad del
objeto a clasificar. En estos casos se asume que el espacio de representacidn es un espacio métrico.
Seria conveniente analizar en detalle las implicaciones de utilizar una funcién de similitud en los
casos en los que el espacio de representacion no sea un espacio métrico.

— EI voto mayoritario es sin dudas la funcion de combinacion de salidas méas utilizada en todo el
campo de la combinacion de clasificadores. La teoria sobre el voto mayoritario y la votacién en
general es bien amplia, sin embargo, aln no se ha podido dar una expresion de la eficacia de este
método de combinacion en funcion de la complementariedad de los clasificadores individuales.
Notese que también es necesario formalizar el concepto de complementariedad entre los
clasificadores individuales.

Otra posible direccion para futuras investigaciones es el enfoque de la poda de los clasificadores
individuales. En este enfogque primeramente se producen muchos clasificadores individuales y después
se intenta extraer un subconjunto mas pequefio de estos clasificadores de forma tal que cuando estos
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sean combinados se obtengan buenos resultados. Por ejemplo, la seleccion de este subconjunto de
clasificadores pudiera hacerse teniendo en cuenta la eficacia de los mismos, o quizas teniendo en cuenta
alguna medida de diversidad entre los clasificadores individuales resultantes. Seria importante analizar
si seleccionar los clasificadores individuales a partir de la diversidad entre estos provee alguna ventaja
sobre la seleccion basada directamente en la eficacia.

Las descomposiciones del error de clasificacién en términos que puedan representar la diversidad
entre los clasificadores —ver epigrafe de diversidad— también merecen atencion para futuras
investigaciones. Seria interesante continuar analizando la utilidad de las descomposiciones propuestas
en [110] y [111] o proponer nuevas descomposiciones. ES importante notar en este punto, que la
descomposicion del error dependerd necesariamente de la funcién de combinacién de salidas que se
utilice. La descomposicién mas estudiada hasta el momento es a partir del voto mayoritario, pero
también pudieran ser utilizadas otras funciones de combinacion.

También es recomendable investigar sobre las aplicaciones que tienen —y pueden tener— estos
métodos en la Biometria.
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