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Resumen. En este trabajo se aborda la temática referente a descriptores topológicos de objetos 3D. Son tratados
aspectos de topologı́a algebraica (grupos de homologı́a), deficiencias convexas, reducción de espacios topológico
como colapsado, operador integral, pirámide irregular de grafos, grafos Reeb y teorı́a discreta de Morse, como
estrategias para obtener los invariantes topológicos. En cada sección se dan criterios de ventajas y desventajas
de los algoritmos. Se informa de revistas y eventos que siguen el tema, las bases de datos más usadas en los
experimentos, su forma de obtención y manipulación. Finalmente, se propone una taxonomı́a que organiza las
estrategias.
Palabras clave: descriptores topológicos, espacio topológico, invariantes topológicos.

Abstract. In this report, we present a survey of 3D object topology descriptors. Algebraic topology (homology
groups), topological space reduction such as collapsing, integral operator, irregular graph pyramids, Reeb graph
and discrete Morse theory are reviewed. Furthermore, advantage and disadvantage of these algorithms are given.
Keywords: topological descriptors, topological spaces, topological invariants.

1. Introducción

Los humanos poseen la capacidad de reconocer objetos, usando un código intuitivo, establecido de un
aprendizaje anterior. El modelado matemático de esta capacidad humana siempre ha sido un punto de
mira en las investigaciones de todos los tiempos, ya que es usado en innumerables aplicaciones.

El hombre combina indistintamente un conjunto de caracterı́sticas del objeto (tono, textura, forma,
topologı́a...etc.) y de su entorno para reconocerlo, por tanto, el objetivo principal del modelado del re-
conocimiento automático de objetos (usando ordenadores), está centrado en lograr un grupo de carac-
terı́sticas que los discriminen, al menos, en grupos por clases (hombres, autos, árboles...etc.).

El nombre comúnmente dado en la literatura cientı́fica, a este grupo de caracterı́sticas es ”descriptores
de objetos”, que lo sustituyen para realizar tareas de reconocimiento, clasificación, recobrado de objetos,
indexado, etc.

Los objetos inicialmente aparecen en las computadora en forma de imágenes, formadas por pixeles
(2-dimensión) o por voxeles (3-dimensión), además, usando la variable tiempo (t) logramos una tercera
dimensión (2d + t) (video). Muchos de los descriptores se obtienen a partir de estas imágenes y otros, de
haber transformado el espacio de representación (espacio de frecuencias, espacio topológico, etc.).
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Este trabajo se centra especı́ficamente en una revisión de los métodos para obtener descriptores topológi-
cos de objetos 3D. Siendo estricto en el concepto de topologı́a, las caracterı́sticas extraı́das de los objetos,
tienen que ser invariantes a deformaciones (sin pegar o cortar partes del objeto). Ejemplos de estas carac-
terı́sticas son las componentes conexas, agujeros, cavidades, número de euler, etc.

La topologı́a ha encontrado mayores aplicaciones en áreas donde se requiera describir objetos topológi-
camente (imágenes médicas, compuestos quı́micos...etc.) en función de sus huecos a diferentes dimen-
siones, cuando se requiere de tareas de cotejo entre objetos (reconocimiento, clasificación, recobrado,
etc.), la topologı́a no ofrece un poder alto de discriminación; con solo recordar que una tasa es igual a
una dona o toro sólido. Aunque, encontramos trabajos que logran obtener caracterı́sticas que se ajustan,
hasta cierto punto, a las propiedades de los invariantes topológicos, usando los grafos Reeb (esqueletos
topológicos), con buenos resultados [3] o usando invariantes topológicos más finos, como la cohomologı́a
y homotopı́a, pero necesitan algoritmos más complicados y costosos. Por ello, hay investigadores que
tratan de reducir el espacio de representación del objeto (complejo de celdas, imagen...etc.) [5,6,3], para
luego aplicar métodos algebraicos o el mismo espacio reducido brinda los invariantes [5].

1.1. Topologı́a

La topologı́a, como la geometrı́a, son herramientas útiles para la descripción de los objetos. La topologı́a
trata a los objetos como si fuesen de plastilina, es decir, desde el punto de vista topológico, las deforma-
ciones continuas realizadas a un trozo de plastilina, sin cortar, ni hacerle agujeros ni autopegados, son en
todo momento objetos equivalentes, aunque sean de tamaños muy diferentes. Cuando un objeto puede ser
transformado de forma continua a otro objeto y viceversa, entonces son topológicamente equivalentes y
a esta equivalencia se le llama homeomor f ismo. En la Figura 1 se muestran dos objetos que son homeo-
morfos (equivalentes).

(a) (b)

Fig. 1. (a)tasa (b) dona o toro sólido.

Con esta idea de deformación continua es muy difı́cil saber cuándo dos objetos son equivalentes. Si
consideramos dos objetos A y B la cuestión serı́a encontrar una función f entre estos dos objetos, que
fuese continua y biyectiva. Existe un número considerable de funciones f entre estos dos objetos, pero,
encontrar una que cumpla estas propiedades puede ser muy difı́cil y costoso. Para hacer este proceso de
clasificación de los objetos viable, se utilizan los invariantes topologicos. Los invariantes son números,
grupos, polinomios, etc. que son calculados a cada objeto; donde los objetos pertenecientes al mismo
grupo de equivalencia poseen iguales invariantes. El número de componentes conexas, agujeros y cavi-
dades son invariantes numéricos. Según la Figura 1, ambos cuerpos tienen una componente conexa, un
agujero y ninguna cavidad. Con el uso de los invariantes no podemos asegurar cuando dos objetos son
homeomorfos, pero si exciten diferencias en los invariantes, podemos asegurar que son topológicamente
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diferentes. Los objetos a los que hacemos referencias, sin ser tan rigurosos, pueden ser llamados espacios
topologicos.

1.2. Espacio topológico

Daremos una explicación muy intuitiva del concepto de espacio topológico. Sin ser rigurosos, un espacio
es un conjunto de puntos (Figura 2a). Este espacio resulta ser muy débil al no poseer una estructura,
entonces podemos dotar al espacio de una estructura topológica. La topologı́a de un espacio brinda la
información de vecindad de los puntos, es decir, como está conectado el espacio de los puntos (Figura
2b). Un caso particular de espacio topológico es el espacio métrico (Figura 2c), el cual tiene asociado una
función de distancia, permitiendo medir distancia entre puntos y consecuentemente establecer vecindades.

Dada una visión muy intuitiva de los elementos fundamentales de la topologı́a, daremos ahora algunas
de sus definiciones desde un punto de vista matemático:

Espacio topológico:
Un espacio topológico es un conjunto E de elementos junto con T , una colección de subconjuntos de E
que satisfacen las siguientes propiedades:

a) ∅ ∈ T,E ∈ T
b) (O1 ∈ T,O2 ∈ T )⇒ (O1 ∩O2 ∈ T )
c) (∀ ∈ I,Oi ∈ T )⇒ (∪i∈IOi ∈ T )

La colección T es llamada topologı́a en E. Los elementos de E suelen llamarse puntos, aunque pueden
ser cualquiera de los objetos matemáticos, por ejemplo, un espacio topológico en el cual los puntos son
funciones es llamado un espacio funcional.

Homemorfismo:
Dos espacios topológicos X y Y son homeomorfos o topológicamente equivalentes si existe una función
biyectiva f : X → Y tal que f y f−1 son continuas.

Otras definicioines relacionadas con la topologı́a, como grupo, anillo..etc, pueden ser encontradas en
libros de matemática elemental de teorı́a de conjuntos y grupos.

0 95

3

7

espacio espacio topológico espacio métrico

(b) (c)(a)

Fig. 2. Espacios, (a) conjunto de puntos, (b) espacio topológico, (c) espacio métrico .
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Los objetos del mundo real, usualmente son llevados a las computadoras mediante una nube de puntos,
inmersa en un espacio 3D, es decir, cumplen la condición de un espacio métrico, seguido de ello, estable-
cemos conexiones formando elementos primarios de la geometrı́a (triángulos, polı́gonos, etc.). Una de
las estructuras resultante de este proceso, más usadas en las computadoras, para representar los objetos y
explorarlos desde el punto de vista topológico, son los comple jos simpliciales.

1.3. Complejo simplicial

El uso de las computadoras para la solución de muchos problemas, nos obliga a discretizar los datos, por
ejemplo, la representación de superficies (objetos) es usualmente llevada a las computadoras mediante
triangulaciones. Un proceso muy común es usar un escáner 3D para generar una nube de puntos de la
superficie borde de los objetos y luego conseguir una triangulación, donde los elementos de máxima di-
mensión son los triángulos, los cuales están insertados en un espacio 3D. Si consideramos las imágenes
generadas por una tomografı́a axial computarizada (TAC), en este caso contamos con una nube de puntos
de todo el volumen. Para representar estos objetos son usados como elementos de máxima dimensión los
tetraedros. A esta manera de representar los objetos en las computadoras es a lo que llamamos comple-
jo simplicial y a sus elementos, vértices, aristas, triángulos, tetraedros y homólogos a mayor dimensión,
sı́mplices. La construcción de espacios más complejos (objetos) mediante la unión de espacios más sen-
cillos (sı́mplices), obteniendo complejos simpliciales, se hace llamar, Topologı́a Combinatoria.

La Figura 3 muestra el complejo simplicial construido de la nube de puntos generada por un escáner
sobre la superficie de una vaca, con triángulos como elementos de máxima dimensión, insertado en un
espacio 3D y la Figura 4 muestra un corte al complejo simplicial construido a partir de una nube de puntos
de todo el volumen de una bola o esfera maciza, lo cual pudo lograrse mediante un TAC, con tetraedros
como elementos de máxima dimensión.

Fig. 3. (a) Nube de puntos generada por un escáner 3D sobre la superficie, (b) Complejo simplicial.

Los complejos simpliciales son los mayormente usados debido a que su manejo en las computadoras
es más simple. Aunque también pueden ser vistos complejos poligonales, formados por vértices, aristas y
polı́gonos, complejos cubitales formados por vértices, aristas, cuadrados y cubos, complejos poliédricos,
formados por vértices, aristas, polı́gonos y poliedros. De forma general, todo complejo puede ser llamado
complejo de celdas, siendo las n-celdas los elementos que forman el complejo, donde n es la dimensión
de la celda, comenzando con la 0-cell (vértice), 1-cell (arista), etc.
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Fig. 4. Corte a la tetraedrización realizada sobre la nube de punto que representa una bola o esfera maciza. Complejo simplicial,
con tetraedros como elementos de máxima dimensión.

Los complejos simpliciales separan la topologı́a de un espacio (objeto) de su geometrı́a, es decir, a
través de los complejos simpliciales contamos con la materia prima para conseguir los rasgos topológicos
de los objetos.

Hasta aquı́ hemos dado una explicación muy intuitiva del concepto de complejo simplicial, ahora, un
poco mas rigurosos, desde el punto de vista matemático, definiremos sı́mplices y complejo simplicial.

Para ello comenzamos con algunas definiciones para dar el concepto de k-simplices y finalmente el de
complejo simplicial.

Definición (combinación): Sea S = {p0, p1, ...pk} ⊆ Rd y x = ∑k
i=0 λi pi la combinación lineal de los

elementos de S donde λi ∈ R. La combinación afı́n es una combinación lineal donde ∑λi = 1. La combi-
nación convexa es una combinación afı́n donde λi ≥ 0 para todo i. El conjunto de todas las combinaciones
convexas es llamada envoltura convexa.

Definición (independencia): Un conjunto S = {p0, p1, ...pk} es linealmente independiente si ninguno
de sus puntos pi es una combinación lineal de otros puntos de S.

Definición (k-simplices): Un k-simplices es la envoltura convexa de k+1 puntos independientes afines
de S = {v0,v1, ...vk}. Los puntos de S son los vértices del sı́mplices.

Todas las posibles combinaciones convexas están en la envoltura convexa de los puntos dados en
S = {v0,v1, ...vk}, por ejemplo, en la Figura 5 el punto P es una combinación convexa de los tres puntos
V1,V2,V3, es decir, P = λ1V1+λ2V2+λ3V3, donde ∑λi = 1 y todo λi ≥ 0. Todos los puntos que se encuen-
tran en la región sombreada, limitada por las aristas del triángulo, son combinaciones convexas de los tres
puntos {V1,V2,V3}, este conjunto de puntos es la envoltura convexa y coincide con un 2-simplices en R2,
en cambio, el punto Q no es parte del conjunto de la envoltura convexa. En la Figura 6 se nombran los
sı́mplices de menor dimensión.

Definición (cara y cocara): Sea σ ser un k− simplices definido por S = {v0,v1, ...vk}. Un sı́mplices τ
definido por T ⊆ S es una cara de σ y tiene a σ como cocara. El número de caras en un sı́mplices es 2k+1

teniendo presente que contamos además el (-1-simplices)= θ y al propio σ.

Definición (complejo simplicial): Un complejo simplicial K es un un conjunto de sı́mplices tal que:
(a) σ ∈ K,τ ≤ σ ⇒ τ ∈ K;
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V1

V3

V2

Q
P

Fig. 5. El punto P es la combinación convexa de los tres puntos {V1,V2,V3}, todos los puntos dentro la región limitada por las
aristas del triángulo(región sombreada) son una combinación convexa de estos tres puntos, esto coincide con la envoltura convexa
para {V1,V2,V3}. El punto Q no es combinación convexa de {V1,V2,V3}.

0 - simplices  

      vértice

          {1}

1 - simplices 

       arista

        {1,2}

2 - simplices  

    triángulo

     {1, 2, 3}

3 - simplices

   tetraedro

   {1, 2, 3, 4}

1 1 2
1

2

3

1

2

3

4

Fig. 6. k− simplices para 0 ≤ k ≤ 3.

(b) σ,σ′ ∈ K ⇒ σ∩σ′ ≤ σ,σ′
.

La dimensión de K es la máxima dimensión de los sı́mplices en K, dim(K) = max{dim(σ) | σ ∈ K}.

Un algoritmo muy usado para conseguir las triangulaciones sobre un conjunto de puntos, es el algorit-
mo de Delaunay. la librerı́a CGAL presenta varios algoritmos implementados sobre C++ para la obtención
de complejos.

1.4. Filtración y Filtro

Un subcomplejo de un complejo simplicial K es un complejo simplicial L ⊆ K. Una filtración de un com-
plejo K es una secuencia anidada de subcomplejos, ϕ = K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ ...⊆ Km. Un complejo al cual se
le ha asignado una filtración, es un complejo filtrado. Un complejo Ki+1 = Ki∪δi, donde δ es un conjunto
de sı́mplices y los sı́mplices en δ poseen un orden parcial.

Una f iltracion ordenada o f iltro de un complejo K es un ordenamiento completo de sus sı́mplices,
donde cada prefijo i es un subcomplejo de K. Podemos indexar los sı́mplices de K por su rango en la
filtración ordenada, es decir, podemos ir construyendo el complejo simplicial K a cada paso que agregamos



Métodos de reconocimiento de objetos 3D basados en enfoques topológicos 7

un sı́mplice σi, donde K0 = ϕ y para i > 0 Ki = {ϕ j| j ≤ i}. Solo podremos agregar un sı́mplice σi, si y solo
si, sus caras han sido agregadas, es decir, para agregar una arista, los vértices de sus extremos tienen que
estar agregados. Mediante la filtración ordenada la geometrı́a del espacio queda codificada. En la Figura 7
se muestra un ejemplo muy sencillo de un complejo simplicial ordenado.

1

2

3

índice

síimplices {1}       {2}      {12 }      {3}      {13}      {23}      {123}  

1         2          3           4          5           6            7

1

2

3

K
1

K
2

K
3

K
4

K
5

K
6

K  = K
7

=K
0

Fig. 7. . Filtración ordenada (filtro) sobre un complejo simplicial, formado por un triángulo y todas sus caras. En rojo el sı́mplice
que se agrega.

1.5. Invariantes topológicos

Como antes mencionamos, los invariantes topológicos son caracterı́sticas de los espacios topológicos que
no cambian ante transformaciones continuas sobre el espacio (sin cortar, realizar autopegados, etc.), es
conocer como está conectado el espacio. Por ejemplo, la Figura 8, muestra dos cuerdas, una de ellas for-
mando un lazo. Una manera de conocer si están conectadas de igual manera, es precisamente afectar su
conectividad realizando un corte. Según la Figura 8, es obvio la diferencia del resultado. Ahora consider-
amos una esfera (vacı́a en su interior) y un toro (Figura 9 ); cualquier corte que intentemos sobre la esfera
obtendremos dos partes, mientras en el toro, según la disposición del corte de la Figura 9, conseguimos
solo una parte. Ambos cuerpos, también poseen conectividades diferentes.

cuerda corte sobre la cuerda corte sobre el lazocuerda lazo

Fig. 8. Derecha cuerda y cuerda con un corte, izquierda lazo y lazo con un corte.

Para el ejemplo de las cuerdas, es fácil ver que en el lazo, todos los puntos poseen dos vecinos, uno a
la derecha y otro a la izquierda, sin embargo, la otra cuerda, el punto en sus extremos solo tiene un vecino.
Cuando cortamos el lazo, los puntos que antes eran los más cercanos, ahora resultan ser los más lejanos.
En la cuerda, los puntos que han quedado separados por el corte, no son, ni al menos vecinos, es decir, no
existe camino entre ellos. En el caso del corte en las cuerdas los extremos (lı́mites) son puntos, pero para
el corte sobre la esfera y el toro sus extremos son lazos. Algunas propiedades topológicas, que caracteriza
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Fig. 9. Derecha esfera y esfera con un corte, izquierda toro y toro con un corte.

la conectividad de un objeto son: el número de componentes conexas, el número de agujeros, el número
de cavidades, etc. esto no es más que número de lazos l a diferentes dimenciones d l0, l1...ld . Cuantificar
estas propiedades en los objetos es una de las tareas principales de la topologı́a computacional. Para más
detalles [7,8,9].

Otro invariante topológico muy conocido, el cual se deriva de los mencionados arriba, es el famoso
número de Euler-Poincare χ, el cual no es más que la suma alternada del número de lazos entre dimen-
siones continuas χ = l0 − l1 + ...ld .

2. Estrategias para obtener invariantes topológicos

Afirmar que dos objetos (espacios topológicos) son iguales topológicamente, es decir, que sean homeo-
morfos, es equivalente a encontrar alguna función continua biyectiva entre los dos espacios, lo cual resulta
imposible examinar individualmente todas las funciones entre los espacios y encontrar si existe alguna
que cumpla las condiciones de homeomorfismo. En vez de esto, se determinan invariantes topológicos,
los cuales son propiedades geométricas del espacio (descriptores topológicos), número de Euler-Poincaré,
sistemas algebraicos (grupos, anillos, etc.) asociados al espacio. Estos sistemas algebraicos se identifican
visualmente en los objetos, como componentes conexas, agujeros, cavidades, etc. Encontrar los grupos
algebraicos, sobre los complejos de celdas, se hace una tarea muy difı́cil por su combinatoriedad, por ello
ha tenido mucho auge la reducción de los complejos de celdas, esto consiste en eliminar la mayor cantidad
de celdas posibles, sin cambiar la topologı́a del complejo inicial. En esta sección hacemos una descripción
de las estrategias para obtener caracterı́sticas topológicas de los objetos 3D:
1. Topologı́a algebraica.
2. Reducción de espacio topológico.

2.1. Topologı́a algebraica

La topologı́a algebraica incluye la homologı́a, cohomologı́a, producto cup, etc. siendo uno de los más
tratados la homologı́a. Mediante la homologı́a se obtienen los invariantes de n-dimensión de un complejo
de celdas, 0-dimensión componentes conexas, 1-dimensión agujeros, 2-dimension cavidades, etc. En la
homologı́a sobre complejos de celdas, se maneja el concepto de grupos de r-cadenas Cr(M), operador
frontera δr, r-ciclos Zr(M) y r-frontera Br(M). Si el lector precisa de una mayor profundización puede
referirse a [10,11,9,12,13,1,14,15,16]. Apoyándonos en el complejo de celdas de la (Fig. 10) explicamos
estos conceptos:

Sea M = (V,S) el complejo de celdas que representa la (Fig. 10) [1].

CellComplex(M) =

{
0− cell(vertexes), {0},{1},{2},{3},{4},{5},{6} ,
1− cell(edges), {0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},{2,3},{3,4},{4,5 {4,6},{5,6},
2− cell(triangles), {0,1,2},{4,5,6}.

(1)
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0

2

1

3
4

6

5

Fig. 10. Complejo de celdas M [1].

2.1.1. r-cadenas
Las r-cadenas de un complejo de celdas la forman el conjunto de todas las combinaciones de las celdas de
igual dimensión. Dado el complejo de celdas M (Fig. 10), ejemplos de cadenas c son:
(a) 1-cadena, c = (1,3)+(3,4)+(4,5)
(b) 1-cadena, c = (0,2)+(3,4)+(5,6)
(c) 1-cadena, c = (1,2)+(2,3)− (1,3)
(d) 1-cadena, c = (4,5)+(5,6)− (4,6)
(e) 1-cadena, c = (0,1)+(1,2)− (0,2)
(f) 1-cadena, c = (0,1)+(1,3)− (0,3)

Los signos dan la orientación.

2.1.2. Operador frontera
El operador frontera δr actúa sobre las r-cadenas originando una (r-1)-cadenas. El operador frontera δr de
una r-cadena es la suma de las fronteras de cada elemento (σ) de la cadena, δrcr = ∑δσ, donde σ son las
celdas que forman la cadena.
La frontera de una celda σ es, δσ = Σr

i=0(−1)i(P0,P1...
′
Pi...Pr), donde el

′
Pi se omite.

Dado una 2-celda (P0P1P2) (triángulo) tenemos:

P0

P2P1

δ2(P0P1P2) = (−1)0(P1P2)+(−1)1(P0P2)+(−1)2(P0P1)
=(P1P2)+(P0P1)− (P0P2)

Según el complejo de celdas de la (Fig. 10), algunos ejemplos de 1-cadenas aplicándole el operador
frontera son:
(a) c1 = (1,3)+(3,4)+(4,5)
δ1(c1) =−(1)+(3)− (3)+(4)− (4)+(5) =−(1)+(5)

(b) c2 = (0,2)+(3,4)+(5,6)
δ1(c2) = (2)− (0)+(4)− (3)+(6)− (5)

(c) c3 = (1,2)+(2,3)− (1,3)
δ1(c3) = 0
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(d) c4 = (4,5)+(5,6)− (4,6)
δ1(c4) = 0

2.1.3. r-ciclos

Son las r-cadenas que su operador frontera δrcr = 0, según las 1-cadenas de la sección 2.1.1, ciclos son:
(c) 1-cadena, c3 = (1,2)+(2,3)− (1,3)
(d) 1-cadena, c4 = (4,5)+(5,6)− (4,6)
(e) 1-cadena, c5 = (0,1)+(1,2)− (0,2)
(f) 1-cadena, c6 = (0,1)+(1,3)− (0,3)

El conjunto de los r-ciclos Zr(K) es un subconjunto de las r-cadenas Cr(K). Si r = 0 δ0c= 0 y Z0(M) =
C0(M).

2.1.4. r-frontera

Sea c∈Cr(M), si existe un elemento d ∈Cr+1(M) tal que δ(r+1)d = c, entonces c es llamado una r-frontera.
El conjunto de todos los elementos de Cr(M) que son r-fronteras es denotado por Br(M).

Según el complejo de celdas de la (Fig. 10) la 1-cadena c=(4,5)+(5,6)-(4,6) es una 1-frontera, porque
al aplicar el operador frontera a la 2-cadena δc = (456) = (4,5)+(5,6)− (4,6).

2.1.5. Grupos de homologı́a

Sea Zr(M) y Br(M) los r-ciclos y las r-fronteras respectivamente, del grupo de cadenas Cr(M), entonces,
el r-ésimo grupo de homologı́a Hr(M) del complejo de celdas M es Zr(M)/Br(M), este grupo lo forman
los ciclos de Zr(M) que no son frontera. Los n-ciclos que forman estos grupos son homeomorfos, es decir,
cada ciclo que forma un grupo puede ser deformado continuamente hasta cualquiera de los otros de su
grupo. Algunos de estos grupos pueden ser generados por la multiplicación de otros dos y es a lo que
llamamos grupos generadores de homologı́a, siendo finalmente, la cantidad de grupos generadores los
agujeros por dimensión, lo cual está asociado a los números de Betti de los grupos de homologı́a.

La implementación del algoritmo clásico para determinar los números de Betti (Smith Normal Form)
lo podemos encontrar en [11], otros como (Combinatorial Laplacians) y (Incremental algorithm) son de-
tallados en [17] y [18] respectivamente, explicación generalizada de estos métodos está en [19]. El grupo
de investigación ”Topologı́a Computacional y Matemática Aplicada”de la Universidad de Sevilla España,
desarrollaron la aplicación ”Voxelo”1 2, para el análisis homológico de imágenes 3D médicas de baja res-
olución (64x64x64). Dos sistemas (aplicaciones) de cálculo algebraico (Kenzo y GAP) son descritos en
[20] y un analisis del cálculo topológico computacional en [21].

Una topologı́a más detallada es obtenida usando los grupos de cohomologı́a hallando cociclos y cobor-
des [11,14,15,16,22].

Obtener los grupos de homologı́a y cohomologı́a de un complejo simplicial, en la práctica, resulta
computacionalmete, un proceso altamente costoso, por ello se intenta realizar reducciones del espacio de
representación (imagen, complejo de celdas, etc.).

1 http://alojamientos.us.es/gtocoma
2 http://www.informatica2007.sld.cu/Members/real/analisis-topologico-de-la-porosidad-de-estructuras-oseas-trabeculares/
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2.2. Reducción de espacios

La reducción del espacio de los datos que representan objetos, es cuestión siempre a tratar, debido a las
ventajas que facilita en la simplificación de los algoritmos y más, cuando el espacio de representación es
extremadamente grande, como es el caso de los complejos simpliciales, que pueden estar formados por
miles o millones de celdas.

Las reducciones se aplican a las imágenes (pixeles o voxeles) o sobre el complejo de celdas, en ambos
casos el objetivo es eliminar elementos sin afectar su topologı́a. Esta disminución del espacio de elemen-
tos, puede estar seguida de las estrategias algebraicas, o dichas reducciones, en si misma, logran carac-
terı́sticas que cumplen con los requisitos de los invariantes topológicos (Esqueletos topológicos, teorı́a
discreta de Morse, etc.).

2.2.1. Colapsado de celdas
El proceso de colapsado, planteado por J. H. C. Whitehead en 1939 logra eliminar celdas de un complejo,
sin que se afecte sus caracterı́sticas topológicas.

Dos celdas pueden ser eliminadas en un complejo si cumplen la condición:

αp ≺ βp+1, (2)

donde αp celda solo incidente con βp+1, ≺ indica que αp es de dimensión menor que βp+1.

Si αp es una arista, entonces βp+1 es un triángulo, y para ser eliminados, αp debe ser solo incidente
a βp+1. La (Fig. 11) muestra el proceso de colapsado realizado a un tetraedro, el cual es equivalente
topológicamente a una esfera sólida.

Fig. 11. Colapsado de un tetraedro.

En el ejemplo de la (Fig. 11), el complejo ha quedado reducido a un punto. La (Fig. 12) muestra otro
ejemplo de colapsado, donde en este caso, no es posible reducir hasta un punto.

Espacio colapsado

(a) (b)

Espacio original

Fig. 12. (a) complejo de celda inicial, (b) complejo colapsado.

Luego de haber realizado la reducción mediante el colapsado, se procede a determinar los invariantes
algebraicos (grupos de homologı́a). Técnica semejante se observa en [23], usando el operador integral. El
colapsado es imposible de usar en objetos 3D representados mediante su superficie exterior (Fig. 13).
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Fig. 13. Cuerpos triangulados por sus lı́mites, en el toro se han eliminado unas celdas, para ver su interior, que está vacı́o.

2.2.2. Teorı́a discreta de Morse
Una técnica muy eficiente para lograr reducir complejos de celdas, es a partir de la teorı́a discreta de
Morse [24,5]. R. Forman en [5,25,24] describe técnicas para obtener dicho objetivo, siendo la más usada
al establecer un campo de vectores de gradiente discreto sobre el complejo de celdas (topologı́a diferencial
[26]), esto no es más que realizar un cotejo (matching) de celdas, es decir, parear dos celdas incidentes,
las cuales estarán contenidas en un solo par, este campo de vectores no puede tener ciclos (Fig. 14b).
La (Fig. 14a) muestra un ejemplo de una de las celdas pareadas ( σd punto y σd+1arista). Precisemos el

σd+1

(a) (b)

σd+1σd+1

(a) (b)

σσσd

Fig. 14. (a) campo de vectores de gradiente discreto donde parean las celdas de la cola y la cabeza de la flecha y aquellas celdas
que no posean ni cabeza ni cola son crı́ticas, (b) no es un campo de vectores de gradiente discreto por poseer un ciclo.

concepto de ciclo en un complejo simplicial y además el de camino de gradiente discreto.
Un ciclo es una secuencia alternada de celdas en la cual la última celda coincide con la primera

(Fig. 15a). σ(p)
0 ,σ(p+1)

0 , ...,σ(p)
r ,σ(p+1)

r ,σ(p)
r+1 donde, σ(p)

0 = σ(p)
r+1

El camino de gradiente discreto es una secuencia alternada de celdas donde la primera celda no puede
coincidir con la última (Fig. 15b).

σ(p)
0 ,σ(p+1)

0 , ...,σ(p)
r ,σ(p+1)

r ,σ(p)
r+1 donde, σ(p)

0 ̸= σ(p)
r+1

Fig. 15. (a) secuencia de celdas formando un ciclo, (b) camino de gradiente discreto (flechas en rojo).

El resultado más exitoso de esta teorı́a, es que logrando un cotejo máximo sobre el complejo de
celdas, es decir, obtener la menor cantidad de celdas no pareadas, se establece una relación entre la teorı́a
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discreta de Morse y la topologı́a algebraica, coincidiendo la cantidad de celdas crı́ticas por dimensión
con los números de Betti de los grupos de homologı́a. El campo de vectores logrado bajo esta condición
es llamado óptimo. Algunos autores han experimentado estrategias para lograr los campos de vectores
óptimos, en [27] usando un grafo construido a partir del complejo de celdas [10] llamado diagrama Hesse
y [28] usando un árbol de decisión binario con un criterio de ordenación, para más detalles [29]. Para
probar el desempeño se usa la base de datos [30], la cual no ha sido resuelta completamente por estos
algoritmos.

Sobre el campo de vectores de gradiente discreto, establecido sobre un complejo de celdas, del cual
no se sabe si es óptimo o no, se puede determinar su información topológica algebraica, a través de los
caminos de gradiente discreto entre celdas crı́ticas [5]. Esto no es aplicable, debido al alto costo computa-
cional que tendrı́a en la práctica.

En resumen, no existe aún una estrategia usando la teorı́a discreta de Morse para obtener un campo de
vectores de gradiente discreto óptimo.

2.2.3. Esqueletos topológicos
El esqueleto de un objeto, es una reducción de su representación (complejo de celdas, pixels, voxeles), a
una estructura esencial, que puede ser reconocida intuitivamente por los humanos (Fig. 16). Los esqueletos
suelen dividirse en geométricos o topológicos, por las propiedades de las caracterı́sticas extraı́das, es
decir, en función de la estrategia para construir el esqueleto, estas pueden permitir ciertas deformaciones
en el objeto, sin cambiar el resultado. Una muy conocida estructura geométrica es el ”Modelo del eje
medio”, siendo este inadecuado para objetos 3D, por tener alto costo computacional y sensible a pequeñas
deformaciones en el objeto [3]. En [2] se hace un buen resumen de las técnicas para lograr estructuras
esqueléticas.

En esta sección nos detendremos en los esqueletos topológicos y más especı́fico, en los grafos Reeb,
por ser los más usados [2].

Fig. 16. Esqueletos.

Grafos Reeb
Como su nombre lo dice, el esqueleto logrado usando la técnica de Reeb [31], es un grafo, donde sus
nodos representan niveles de isovalores de una misma componente conexa, de la función establecida sobre
el objeto y las aristas, son relaciones de adyacencia entre niveles de isovalores contiguos (Fig. 17).

Las propiedades de las caracterı́sticas extraı́das del objeto, que brinda el grafo Reeb, está en depen-
dencia de la elección de la función establecida sobre el objeto. Muchos trabajos han usando la función de
altura, siendo útil donde se pueda establecer un flujo fı́sico dinámico, por ejemplo, modelado de la super-
ficie terrestre, campo gravitatorio de la tierra, además, en imágenes de tomografı́a computarizada [3,2],
esto se debe a que esta función no es invariante a rotación. Sin embargo, cuando usamos la curvatura como
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Fig. 17. (a) Complejo de celdas con 4 intervalos, (b) celdas (triángulos) divididos para que todos estén en un solo nivel, (c)
nodos representando grupos de triángulos de un mismo nivel y componente conexa, (d) aristas uniendo nodos de niveles vecinos
(adyacentes) [2].

función, se eliminan los efectos de la rotación, pero las deformaciones en el objeto, ya sea por ruido o por
ser no rı́gido, construye diferentes grafos Reeb. La distancia geodésica, como función para un grafo Reeb,
logra eliminar las situaciones anteriores.

Un buen trabajo donde se ha usado la distancia geodésica, como función del grafo Reeb, para realizar
cotejos entre objetos 3D, se observa en [3]. En este trabajo se propone un grafo Reeb multiresolución
”MRG”(en inglés).

La construcción del MRG se realiza sobre el complejo de celdas, el cual queda dividido de la forma
más fina inicialmente, luego usando relaciones de adyacencia se obtienen los grafos de niveles más bajos
(más gruesos, menos detallados). Las celdas de mayor dimension, quedarán incluidas en solo un intervalo,
eliminando esto al subdividir las celdas que están en más de un intervalo, aumentando la cantidad de celdas
en el complejo. Los nodos del grafo representan conjuntos de triángulos de un mismo nivel pertenecientes
a una misma componente conexa y las aristas unen conjuntos de triángulos de niveles adyacentes (vecinos)
(Fig. 18).

En la (Fig. 19)se muestra dos figuras con la distribución de la función de altura y en la (Fig. 20) usando
la distribución de la distancia geodésica.

En [3] se muestran los resultados de un experimento de estimación de similaridad para objetos 3D,
usando las bases de datos (Viewpoint models 3), (3DCAFE free stuff 4) y (Stanford University dataset 5).

Otros aportes en la dirección de los grafos Reeb aparecen en [2].
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Fig. 18. Grafos multiresolución, construidos usando la función de altura a cuatro niveles diferentes [3].

2.2.4. Pirámide irregular de grafos
Esta técnica realiza la reducción del contenido de una imagen etiquetada (binaria) a diferentes niveles,
manteniendo su topologı́a, a través de pirámides de grafos [32] construidas usando máscaras de contrac-
ción [33,34]. En el último nivel (mayor reducción) se calculan los generadores de los grupos de homologı́a

3 http://www.viewpoint.com
4 http://www.3dcafe.com
5 http://www-graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep
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Fig. 19. Objetos representados mediante la distribución de la función de altura.

Fig. 20. Distribución de la función basada en la distancia geodésica.

(topologı́a algebraica). Los grupos generadores de la imagen inicial se determina usando las máscaras de
contracción a partir de los niveles superiores.

El cálculo de los generadores de los grupos de homologı́a sobre imágenes 2D se describe en [6] y
los grupos representativos de cohomologı́a en [35]. Hasta ahora solo se han conseguido aplicar sobre
imágenes 2D. Aunque, a este nivel se observa la influencia del costo computacional.

2.3. Caracterización topológica usando deficiencias convexas

Asociando a los objetos su estructura convexa (Fig. 21), es posible obtener información topológica refer-
ente a componentes conexas, túneles y cavidades. En [4] se aplica esta estrategia en imágenes 3D repre-
sentadas mediante voxeles. Usando un poliedro que recubre el objeto, se extraen las deficiencias convexas,
resultado de la diferencia entre el objeto y el poliedro recubridor (Fig. 22). Un objeto puede estar formado
por varias deficiencias convexas (conjunto de voxeles), dentro de los cuales pueden existir subconjuntos
que tienen al menos una cara vecina con el complemento de poliedro recubridor. Cuando la deficien-
cia convexa tiene dos grupos de voxeles, que al menos tengan una cara vecina con el complemento del
poliedro, contamos con un túnel, si existen más de dos grupos entonces el túnel tiene ramificaciones. Si
la deficiencia convexa está cubierta completamente por voxeles, pertenecientes al objeto, entonces, existe
una cavidad. Si la deficiencia convexa tiene solo un conjunto de voxeles, con al menos una cara vecina al
complemento del poliedro, esta representa una concavidad, pero estas no son invariantes topológicos.

Las cavidades y las componentes conexas, usando las deficiencias convexas, no traen problemas en los
resultados, no siendo ası́ en los túneles. Los túneles representan 1-ciclos (camino cerrado de voxeles) que
no pueden ser reducidos a un punto, las deficiencias convexas no siempre atrapan estos ciclos, ejemplo de
esto se observa en el toro, el cual posee dos deficiencias, una donde todos sus voxeles del borde son vecinos
del objeto (cavidad) y la otra que posee dos conjuntos de voxeles vecinos con el poliedro recubridor
(agujero) y como es sabido, el toro tiene 2 agujeros de dimensión 1.

En esta sección se han expuesto varias estrategias para obtener invariantes topológicos y estas pueden
ser agrupadas taxonomicamente. La figura (Fig. 23) muestra una taxonomia de estas estrategias.
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Fig. 21. Toro (izquierda) y su estructura convexa (derecha).

concavidad

túnel

cavidad

De�ciencias convexasCorte del objetoobjeto

Fig. 22. Objeto y sus deficiencias convexas [4].
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Fig. 23. Taxonomı́a de los algoritmos, para obtener descriptores topológicos.

3. Bases de datos

Las bases de datos están formadas por objetos que han sido introducidos en las computadoras usando , en
su mayorı́a, escáner 3D o en el caso de las imágenes médicas a través de la tomografı́a axial computariza-
da (TAC), resonancia magnética, etc. Estos pueden aparecer con más frecuencia como una distribución
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de puntos en el espacio, imagen de voxeles, a través de un complejo de celdas, etc. Los repositorios más
importantes que se citan para ser usados en los experimentos, relacionados con el cotejo entre dos ob-
jetos son: Viewpoint models 6, 3DCAFE free stuff 7, Stanford University dataset 8, AIM@SHAPE SR
9, etc. Esta última presenta una excelente taxonomı́a de los objetos, orientando al investigador (Fig. 24).
El formato más generalizado, para complejos de celdas es (.PLY), el cual puede ser manipulado con la
aplicación (Scanalyze) 10 o usando matlab 11.

Implicit Curve

Implicit Surface

Manifold Surface Mesh

Manifold Volume Mesh

Non Manifold Mesh

Parametric Curve

Parametric Surface

Movie

Dinamic MRI

MRI

ContourSet

Implicit Represenatation

Mesh

Parametric Representation

Point Set

Raster Data 2D

Raster Data 3D

Raster Data 4D

Multi Dimensional

Centre LlineGraph

Key Frame

Motion Capture

Manifold Surface Brep

Non Manifold Surface Brep

Shape 

Representation

Animation 3D

BRep

Geometrical

Representation

Multi Resolution

Model

Raster

Data

Structural

Descriptor

Manifold Volume Brep

Fig. 24. Taxonomı́a según repositorio de formas AIM@SHAPE SR.

6 http://www.viewpoint.com
7 http://www.3dcafe.com
8 http://www-graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep
9 http://shapes.aimatshape.net/viewcategory.php

10 http://www-graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep/
11 http://www.mathworks.com/matlabcentral/files/5459/ply.zip
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4. Revistas y eventos que publican el tema

Aquı́ se muestra una relación de revistas y eventos más importantes, donde se exponen trabajos que us-
an elementos de la topologı́a, para resolver problemas principalmente, en el área del reconocimiento de
patrones y procesamiento de imágenes.

4.1. Revistas

- Advances in Mathematics.
- Algorithmica.
- Topology.
- Topology and Analysis.
- Discrete Mathematics.
- Computational Geometry.
- European Journal of Combinatorics.
- Advances in Applied Mathematics.
- Journal of Combinatorial Theory.
- Journal of Topology its Applications

4.2. Eventos

- ACM SIGGRAPH: Association for Computing Machinery’s Special Interest Group on Graphics and
Interactive Techniques
- DGCI: International Workshop on Discrete Geometry for Computer Imagery.
- GBRPR: Graph Based Representation for Pattern Recognition.
- CAGD: Computer Aided Geometric Design.
- CIARP: Congreso Iberoamericano de Reconocimiento de Patrones.
- CTIC: Computational Topology in Image Context.
- IWCIA: International Workshop on Combinatorial Image Analysis.
- CAIP: International Conference on Computer Analysis of Images and patterns.

5. Conclusiones

Los complejos de celdas que representan objetos en las computadoras, el cual consta de miles y hasta
millones de celdas, ocasionando un problema de complejidad de los algoritmos y alto costo computa-
cional. Estos problemas son enfrentados, en la actualidad, usando la reducción de la cantidad de celadas
del objeto, lo cual no da solución completamente. Reducciones como el colapsado, operador integral y
pirámides irregulares de grafos, necesitan aplicar una técnica algebraica para obtener finalmente los invari-
antes topológicos sobre el complejo reducido. La teorı́a discreta de Morse (cuando asegura un resultado
óptimo), logra mediante la reducción los invariantes topológicos. Los grafos Reeb mediante su reducción,
también consiguen caracterı́sticas topológicas. Usando los grafos Reeb se han conseguido trabajos de
cotejo entre conjuntos de objetos, es decir, midiendo el grado de similitud entre ellos, aunque no podemos
decir, que sus caracterı́sticas respondan completamente a los conceptos de invariantes topológicas, cuando
los objetos han sufrido una deformación topológica considerable.
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Describir un objeto usando una topologı́a simple, como la homologı́a, no ofrece generalmente, un
grado alto de separación entre objetos.

Por ahora, los descriptores topológicos, pueden emplearse en indexación de bases de datos, descartar
objetos no deseados, descripsión de objetos, donde el componente topológico sea el interés esencial, como
son en las imágenes médicas, etc.

Las estrategias para describir topológicamente un objeto, representado mediante un complejo de celadas
finito, tratadas en las publicaciones actuales, solo se extienden hasta el concepto de homologı́a, que define
grupos abelianos, simplificando, relativamente, la complejidad al considerar conmutativa las operaciones
entre ciclos. Pocos trabajos se introducen en invariantes más finos y complicados como la cohomologı́a,
producto cup, etc. por estar muy afectada por la complejidad combinatorial de los algoritmos y de esto un
gran costo computacional, aunque mantiene la propiedad de conmutatividad de los grupos de ciclos. Otro
invariante aún más estricto, lo encontramos en los grupos de homotopı́a y estos no son conmutativos.
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