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Resumen. La clasificacion no supervisada o agrupamiento es una técnica esencial en cualquier
campo de investigacion que involucre el analisis o procesamiento de datos, tales como la
segmentacion de imagenes, mineria de datos, recuperacion de documentos, etc. Los algoritmos de
agrupamiento difuso surgen como una nueva alternativa para solucionar los problemas de
clasificacion no supervisada. Estos algoritmos brindan distintos puntos de vista para el analisis de
los datos, asi como una novedosa forma de descubrir la estructuracion subyacente de los mismos.
En el presente trabajo se abordaran algunos aspectos de la teoria de conjuntos difusos. Se analizaran
los principales algoritmos de agrupamiento difuso existentes en la literatura, asi como algunos de
los indices de validacion sobre los resultados de estos algoritmos. Adicionalmente, se presentard una
taxonomia de los distintos algoritmos de agrupamiento difuso y, de igual manera, una para los
indices de validacién.

Palabras clave: conjuntos difusos, agrupamiento difuso, indices de validacion.

Abstract. Unsupervised classification or clustering is an essential technique in any field of research
involving data analysis or processing such as image segmentation, data mining, document retrieval,
etc. Fuzzy clustering algorithms have emerged as a new alternative to solve the problem of
clustering. They provide different perspectives for data analysis, as well as a new way to find out
their underlying structure. In this paper we examine some aspects of the fuzzy set theory. We
analyze the main fuzzy clustering algorithms in the literature as well as some of the validation
indexes used to evaluate the results of these algorithms. Besides, we present a fuzzy clustering
algorithms taxonomy and another for validation indexes.

Keywords: fuzzy set, fuzzy clustering, validity index.

1 Introduccion

Cada dia, las personas se encuentran una gran cantidad de informacidén almacenada o representada
como datos, para el posterior andlisis y manejo de la misma. Una de las principales formas para el
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andlisis de los datos, es clasificarlos o agruparlos en un conjunto de categorias 0 grupos. Para el
entendimiento de un nuevo objeto o el analisis de un nuevo fendmeno, las personas intentan, en la
mayoria de los casos, observar las caracteristicas que puedan describirlos y mas adn, intentan
compararlos con objetos o fendmenos ya conocidos, basados en alguna similitud o disimilitud
(generalizadas como proximidad). Basicamente los sistemas de clasificacion se pueden dividir en
supervisados y no supervisados. La clasificacion supervisada consiste en dada una coleccién de objetos
previamente clasificados o etiquetados, llamado conjunto de entrenamiento, y un nuevo objeto ain no
etiquetado, clasificar dicho objeto. Tipicamente el conjunto de entrenamiento es utilizado para aprender
las descripciones de las clases que son utilizadas para etiquetar el nuevo objeto.

Por otra parte, la clasificacion no supervisada o agrupamiento se basa en estructurar un conjunto de
datos en un nimero de grupos, donde los objetos dentro de un mismo grupo muestran un cierto grado de
proximidad o similitud superior a los objetos que se encuentran en grupos distintos. El agrupamiento
duro particional asigna cada elemento del conjunto a uno y solo uno de los grupos, asumiendo asi los
limites bien definidos entre los grupos. Este modelo a menudo no se corresponde con la descripcion real
de los datos, donde los limites entre los grupos pueden ser difusos y se requiere una descripcion mas
matizada del objeto al grupo especifico. De aqui surge la idea del agrupamiento difuso como alternativa
para modelar lo méas real posible los problemas en cuestion. En particular el agrupamiento difuso,
acepta el hecho de que los grupos o clases en los datos no suelen estar completamente separados (ver
Figura 1.1) y por lo tanto, se asigna un grado de pertenencia que por lo general suele estar entre 0y 1,
de cada elemento del conjunto de datos a cada uno de los grupos. Las técnicas mas comunes de
agrupamiento difuso se proponen minimizar una funcién objetivo cuyos principales pardmetros son los
grados de pertenencia de cada elemento a todos los grupos. Dichos parametros determinan la
localizacion, asi como la forma de los grupos. Aunque la extensién determinista (agrupamiento duro
particional) a agrupamiento difuso parece ser un concepto evidente, resulta que para la obtencion de los
grados de pertenencia, es necesario introducir un difusificador (Fuzzifier). Por lo general, el
difusificador se utiliza simplemente para controlar en qué medida se solapan los grupos y suele ser muy
atil e interesante para el problema en particular que se desea resolver.

Fig. 1.1. Agrupamiento difuso de 2 grupos. Las zonas oscuras indican altos grados de pertenencia.
En este caso cada elemento pertenece a los 2 grupos con un grado de pertenencia.

De esta manera, numerosos problemas en las ciencias de la vida son mejor abordados por la toma de
decisiones en un ambiente difuso[1-7]. Bezdek [8] desarroll6 una familia de algoritmos de
agrupamiento, basados en la extension difusa del criterio de error de los minimos cuadrados y demostrd
la convergencia de los algoritmos a un minimo local. Algoritmos relacionados, teniendo en cuenta
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diferencias en la forma de los grupos, han sido propuestos por Bezdek y Dunn [9], Bezdek [10] y
Gustafson y Kessel [11].

El desarrollo de algoritmos de agrupamientos difusos surge como una alternativa al proceso de
agrupamiento. Esta variante difusa puede ser muy importante, ya que mediante esta técnica se puede
simular con mayor exactitud los procesos y situaciones de la vida real, haciendo mas clara y
comprensible las soluciones a los problemas reales. Un ejemplo de su utilizacion es en la clasificacion
de noticias en la web. En este caso es mas recomendable utilizar los algoritmos de agrupamiento difuso
por la misma naturaleza de las noticias y su pertenencia a las distintas categorias, debido a que una
misma noticia puede ser deportiva, cultural, econémica, etc. Esta técnica ha sido desarrollada en la
actualidad y una gran variedad de algoritmos se encuentran presentes en la literatura, cada uno con sus
peculiaridades y su forma particular de abordar el tema. Existen dos familias de algoritmos de
agrupamiento: los restringidos (en los que el nimero de agrupamientos a obtener es conocido o es un
parametro a determinar) y los libres en los que se desconoce este nimero.

Existen 3 dificultades principales encontradas durante el agrupamiento difuso sobre datos reales, en
el caso del agrupamiento restringido:

e El nimero de grupos no siempre puede ser definido a priori y uno tiene que encontrar un
criterio de validacion (indice de validacion) con el fin de descubrir el nimero éptimo de grupos
en el conjunto de datos. En el caso de los agrupamientos libres el problema no es ese nimero
sino la determinacion del criterio de agrupamiento a aplicar.

e En el caso de los algoritmos basados en centroides, la ubicacién de los mismos no es
necesariamente conocida a priori y por lo tanto se tiene que hacer una distribucioén inicial de los
centroides que puede influenciar para bien o para mal en el algoritmo. Es decir, existe una
dependencia con la seleccién y ubicacién de los mismos.

e La presencia de una gran variabilidad en las formas de los grupos y las variaciones en las
densidades de los grupos.

En el presente trabajo se abordaran las principales técnicas de agrupamiento difuso empleadas en la
actualidad, al igual que como se pueden enfrentar las dificultades mencionadas anteriormente. Este
trabajo ademas, tiene como objetivo hacer un andlisis critico y valorativo sobre las principales técnicas
de agrupamiento difuso, asi como también las distintas medidas de evaluacion para este tipo de
estructuraciones.

El trabajo se divide en 5 secciones. La seccion 2 aborda la Teoria de Conjuntos Difusos, para luego
definir el problema del agrupamiento difuso. En la seccidn 3 se presentan las principales técnicas de
agrupamiento difuso asi como algunos de los algoritmos de agrupamiento difuso mas utilizados, que
implementan dichas técnicas. En la seccién 4 se analizan los diferentes indices de validacion para las
estructuraciones difusas y por Gltimo, en la seccién 5 se exponen las conclusiones del trabajo.

2  Teoria de conjuntos difusos

A continuacion se define una serie de simbolos que seran utilizados posteriormente. Si X es un conjunto
y x es un elemento de ese conjunto, se escribe de la forma x € X. Las conjunciones logicas: implica,
es implicado por, si y solo si se denotan =, <, < respectivamente. El algebra del conjunto potencia
P(X) de X (el conjunto de todos los subconjuntos (duros) de X) es formulada en términos de relaciones
y operaciones familiares. Sean A,B € P(X):

Contiene:A c B&Vx € X(x€A = x € B).
lgualdad: A =B< A c ByB c A.

Complemento: A={x€X|x ¢ A}.
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Interseccion: ANB={x €X|x e Ayx €B}.
Unibn: A UB={x €eX|x €eA6x €B}.

Se indica que A es subconjunto de P(X) escribiendo A < P(X), de la misma forma A es un
elemento de P(X), entonces A c X = A € P(X). Existen otros simbolos, los cuales también se
utilizardn como son: V — para todo, 3 — existe y | — tal que. El conjunto que no contiene elementos
es el conjunto vacio, denotado por @.

El quintuplo de las operaciones primitivas es indicado de la forma (c,=,7n,U). Diferentes
estructuras algebraicas se pueden construir por la combinacion de estas operaciones aplicadas a los
elementos de P(X), 0 més general aun, a los elementos de cualquier familia &(X) de subconjuntos de
X.

Se asume que X es un conjunto finito, siendo n su cardinalidad (el nidmero de elementos que
pertenecen a X), indicado de la forma |X| = n. Por consiguiente, |P(X)| = 2" y P(X) satisface las
siguientes propiedades:

@ c P(X).
AePX)= 4 € P(X). (2.1)
AB €P(X) = AUB €P(X).

Desde que los conjuntos difusos (Fuzzy Sets) son modelados matematicamente mediante funciones,
es intuitivo brindar otra caracterizacion de (c,=,%n,U) en términos de funciones. Sea A € P(X), la
funcion uy: X — {0,1} definida por

1 xXEA

=1 2.2

ua (%) {O, otro caso}' (2.2)

Es la funcion caracteristica (o indicador) del subconjunto duro A c X. Para cada A € P(X) existe

una unica u,. Denotamos por P(Fy) al conjunto de todas las funciones caracteristicas sobre X. Las

operaciones Yy relaciones de la Teoria de Conjuntos son equivalentes a las siguientes operaciones de la
Teoria de Funciones:

Contiene: uy < ug © uy(x) < ug(x), vx € X.

lgualdad: uy = ug & uyu(x) = ug(x), vx € X.

Complemento: 7iy(x) =1 —uy(x), Vx € X.

Interseccion: uynp(x) = (uy Aug)(x) = minf{uy (x), ug(x)}, Vx € X.
union: uy g (x) = (uy Vug)(x) = max{u,(x),ug(x)}, vx € X.

El conjunto vacio es la funcion constante @ € P(F),0(x) = 0 Vx € X, el conjunto entero X es la
funcion constante 1 € P(F),I(x) = 1Vx € X.

Siguiendo la idea original de Zadeh [12], se define formalmente un Conjunto Difuso A de X
expresado por una funcion de pertenencia (funcion caracteristica) uy: X — [0,1], donde el valor de
uy (x") representa el grado de pertenencia de x’ en A. Valor de u,(x") cercano a 1, eleva el grado de
pertenencia de x" al conjunto difuso A. Se denota Pr(F) como el conjunto de todos los subconjuntos
difusos de X (equivalente al conjunto de todas las funciones u definidas sobre X con valores en [0,1]).
Las operaciones definidas anteriormente son validas para los conjuntos difusos.
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Cardinalidad de un conjunto difuso: La cardinalidad de un conjunto difuso, al igual que en el caso
de los conjuntos duros, se define como la suma de los grados de pertenencia de todos los elementos al
conjunto y se expresa de la siguiente forma:

Sea A un conjunto difuso definido sobre X

|A] = 2 uy(x), (2.3)

X€EX

donde uy: X — [0,1].

Ademas de la unién e interseccién, se pueden definir otras formas de construir combinaciones de
conjuntos difusos [12]. A continuacion se mencionaran algunas.

Producto algebraico: El producto algebraico entre A y B se denota por AB y es definido en
términos de la funcion de pertenencia de Ay B por:

uyp (x) = uy(up(x) . (2.4)

Claramente,

ABCANB. (2.5)

Suma algebraica: La suma algebraica de A y B es denotada por A + B y se define mediante:

Ugrp(x) = us(x) + up(x), (2.6)

siempre y cuando la suma u, (x) + ug(x) < 1. De esta manera, a diferencia del producto algebraico, la
suma algebraica es significativa solamente cuando u, (x) + ug(x) < 1,vx € X.

2.1 Relaciones difusas [12]

El concepto de una relacién (la cual es una generalizacion de una funcidn) tiene una extension natural a
los conjuntos difusos y desempefia un importante papel en la teoria de conjuntos y sus aplicaciones. Al
igual que en el caso de conjuntos duros, para los cuales existen relaciones binarias, ternarias,..., z-arias,
para los conjuntos difusos se pueden definir este tipo de relaciones lo que en este caso se llamarian
Relaciones Difusas.

Ordinariamente, una relacion binaria es definida como un conjunto de pares ordenados [13], un
ejemplo: el conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales x y y tal que x < y. En el contexto
de los conjuntos difusos, una relacién difusa binaria en X es un conjunto difuso en el espacio X x X.
Por ejemplo, la relacién denotada por x >> y, donde x,y € R, puede ser estimado como un conjunto
difuso 4 en R?, con la funcion de pertenencia de A, u,(x,y), teniendo los siguientes valores
representativos: p,(10,5) = 0; u,(100,10) =.7; u,(100,1) = 1; etc.

Maés general, se puede definir una relacion difusa z — aria en X como un conjunto difuso A en el
espacio X X X x ..x X. Para estas relaciones, la funcion de pertenencia es de la forma
Ua(x1, x5, ..., x, ), donde x; € X,Vi=1,...,2.

En el caso de relaciones difusas binarias, la composicién de dos relaciones difusas A y B es denotado
por B o Ay se define como una relacion difusa en X donde tiene como funcién de pertenencia:

Ug o a(x,¥) = Sup, Min[p,(x,v), ug(v,y)] . (2.7)

Una relacion (dura) R sobre X se define como una funcion R: X X X — {0,1} donde x,y € X, se
dice que estan relacionados si R(x,y) = 1. Una relacion R en X se dice que es una relacion de
equivalencia si y solo si Vx,y,z € X se cumple:
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R(x,x) = 1,reflexiva.
R(x,y) = R(y, x), simétrica. 28)

R(x,z) = R(y,z) =1 = R(x,y) = 1, transitiva .

En Zadeh [14] se define una relacion de similitud S en X si y solo si S es una relacion difusa y
Vxy,z€X,secumple:

S(x,x) = 1,reflexiva.

S(x,y) = S(y,x), simétrica. 29)
S(xy) 2 \/ (SCx, 2)AS(y, 2)), transitividad .

zeX

Donde Vv y A denotan méximo y minimo respectivamente. Como se puede apreciar la relacion de
similitud S es una generalizacion de la relacion de equivalencia.

Las relaciones difusas no han sido utilizadas solamente en el mbito de los algoritmos de
agrupamiento difuso, sino que también han sido aplicadas a la combinacion de los resultados de los
algoritmos de agrupamiento jerdrquico. En esta combinacion, la idea bésica es combinar las distintas
jerarquias producidas por algoritmos de agrupamiento jerarquico [15].

2.2 Espacio de las particiones difusas

Ruspini [16] introdujo una ¢ — particion difusa u = (uq, Uy, --., 4e ) @Sumiendo que y;(x) es una
funcion con valores en el intervalo [0,1], tal que p; (x) + pu (X)) + ...+ pc(x) = 1.

Consideremos un conjunto finito de datos X = {x;, x5, ..., x,} de RP. Se denota y;(x;) por u;j,
Vi,ji=1,..,c, j=1,.,nYy r(x,x) por 1y, Vjk=1,..,n Sea Vg, el conjunto de todas las
matrices de dimension ¢ X n'y sea u;; el ij — ésimo elemento de U € V,,. Siguiendo Bezdek [17], se
define:

c n
M, = U € V| pyj € {0,1}Vi,; Z#ij =1vj;0< ZHU Vi, (2.10)
i=1 =1

Entonces M, es exactamente el espacio de las ¢ — particiones duras (no degeneradas) para el
conjunto finito de datos X. Se define A < B si y solo si a;; < b;;, Vi,j donde A = [a;;]y B = [bl-j] €
Vin- Se define RoR = [1';;] € Vp, cON 7’55 = Vo (i Ary ;). Sea

R, ={R € Vpnlri; € {0,1}Vi,j; ] <R;R=R";R = RoR }. (2.11)

Entonces R,, es el conjunto de todas las relaciones de equivalencias sobre X. Para cualquier U =
[14:7] € M., sea la matriz de relacion R = [r;;] en V,, definida por

S {1. St uij = Py = 1para algin i:} (2.12)
ko, en otro caso)

Por lo que R es obviamente una relacion de equivalencia correspondiente a las
¢ — particiones duras U, ya que satisface las condiciones de reflexividad, simetria y transitividad. Es
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decir, para toda U € M, existe una matriz de relacion R en R,, tal que R es una relacion de equivalencia
correspondiente a U.
Para una extension difusa de M. y R,,, sea:

.. . 2.13
Mge =V € Ven | pyj € [0,1] Vi, 5 ) gy = 1V (213)

=1 j=1

Cc n

Rey ={R € Vyy | 1y; €[0,1]1Vi,j;I < R;R =RT;R > RoR}. (2.14)

Entonces Mg, es el espacio de las ¢ — particiones difusas (no degeneradas) de X y Rg, es el
conjunto de todas las relaciones de similitud en X. Bezdek y Harris [18] mostraron que M, c M., c
Mg, y ademas que Mg, es la envoltura convexa! M.,, donde M., es el conjunto de las matrices
obtenidas relajando la tltima condicion de M, a Z}Lluij > 0Vi.

2.3 Definicion del problema de agrupamiento difuso

Sea X = {x1,x3,...,x,} € RP el conjunto de todos los elementos. De forma intuitiva, el principal
objetivo de un algoritmo de agrupamiento difuso es brindar como resultado una ¢ — particion difusa
(Ms.), donde se encuentre contemplado el grado de pertenencia de cada elemento del conjunto hacia
todos los grupos difusos dados como resultado del algoritmo. Vale destacar, que existen otros tipos de
particiones difusas [19], las que pueden relajar algunas de las condiciones que se cumplen para Mg,
aunque en el presente trabajo nos centraremos fundamentalmente en las ¢ — particiones difusas
(M) definidas anteriormente.

3 Agrupamiento difuso

Los algoritmos de agrupamiento se han estudiado durante mucho tiempo y hoy en dia son utilizados en
un gran namero de aplicaciones. Se evidencia su utilizacion en los sistemas de acceso a la informacién,
de mineria de datos o de vision por computadoras. Diferentes algoritmos han sido desarrollados
utilizando distintos enfoques y teniendo en cuenta supuestos subyacentes de los datos y sobre el
conjunto final de grupos. Fuzzy C-means, algoritmos basados en Fuzzy C-means [20], Metis,
Aprendizaje Participativo (PL-A) [21], Agrupamiento Difuso Jerarquico [22, 23], Agrupamiento Difuso
basado en Computacion Evolutiva [24, 25], etc., son algunos de los algoritmos y técnicas de
agrupamiento conocidas. Los algoritmos de agrupamiento, de forma general, se pueden clasificar
siguiendo diferentes criterios.

L En Matematica se define la envoltura convexa de un conjunto de puntos X de dimensidon n como la interseccién de todos
los conjuntos convexos que contienen a X. Dados k puntos x, ..., x; Su envoltura convexa C viene dada por la expresion:

k

cX)= {Z a;x;

=1

k
X EX,(XL' € R,ai > O,Zai = 1}

=1

En el caso particular de puntos en un plano, si no todos los puntos estan alineados, entonces su envoltura convexa
corresponde a un poligono convexo cuyos Vértices son algunos de los puntos del conjunto inicial de puntos. Una forma
intuitiva de ver la envoltura convexa de un conjunto de puntos en el plano, es imaginar una banda elastica estirada que los
encierra a todos. Cuando se libere la banda eléstica tomara la forma de la envoltura convexa.
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Uno de los criterios es la direccion del proceso de agrupamiento (para los algoritmos jerarquicos).
En este caso, los métodos son divididos en aglomerativos y divisivos. Los algoritmos aglomerativos
construyen los grupos mediante la union de aquellos grupos que son mas similares. Esto corresponde a
una técnica bottom-up. Los algoritmos divisivos por su parte siguen una técnica top-down.

Otro criterio corresponde a los grados de pertenencia de los elementos a los grupos. En este caso se
pueden dividir en duros y difusos. En el agrupamiento duro, los grados de pertenencia de un elemento a
un grupo son booleanos o {0, 1} donde el valor 0 indica que el elemento no pertenece al grupo y 1 que
si pertenece. En el caso del agrupamiento difuso, como ha sido definido en la seccién 2, los grados de
pertenencia se toman en un intervalo, que por lo general suele ser [0, 1].

En el caso particular de los algoritmos de agrupamiento difuso se han desarrollado muchos métodos,
mediante el uso de diferentes técnicas de agrupamiento. Los principales algoritmos son resumidos en la
siguiente taxonomia.
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Gustafson—Kessel

Basados en Funciones
Kernel

Fuzzy C-variety

Basados en Relaciones
Difusas

C-shells difuso

Basados en Formasy
Tamafios de los grupos

C-spherical shells difuso

c-ellipsoidal shells

c-quadric shells

Fuzzy C-means
Restringido

Basado en Entropia

Basados en Fuzzy C-
means
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Agrupamiento con Ruido
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Basados en Modelo de
Mezclas

Agrupamiento Posibilista

Basados en Aprendizaje
Participativo

Agrupamiento Difuso
Jerarquico

Basados en Computacion
Evolutiva

Fig. 3.1. Taxonomia de los principales algoritmos de agrupamiento difuso restringidos.

A continuacién se analizan algunos de estos métodos.
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3.1 Agrupamiento mediante relaciones difusas

Los agrupamientos difusos, basados en relaciones difusas, fueron propuestos por vez primera por
Tamura [26]. Donde propone un procedimiento de N — pasos utilizando la composicion de relaciones
difusas partiendo de una relacion difusa R sobre X, reflexiva y simétrica. Se demostro que existe un t
tal que I <R <R?< - <RU=R'"1 =..=R% cuando X es un conjunto finito. Entonces R’ es
utilizado para definir una relacion de equivalencia R, mediante la regla: R;(x,y) = 1 © 1 < Rt (x,y).
Efectivamente, R* es una relacion de similitud. Consecuentemente se puede particionar el conjunto de
elementos en grupos mediante la relacion de equivalencia R;. Paratodo 0 < A, < - <A, <1, <1, se
puede  obtener el correspondiente  k — nivel de la  jerarquia de  grupos,
D; = {grupos equivalentes de Ry, en X}, i =1,...,k donde D; refina D; para i < j. Esta jerarquia
de grupos es conocida como métodos jerarquicos. Dunn [27] propuso un método para computar Rt
basado en el algoritmo de Spanning Tree de Prim. A continuacion se muestra un ejemplo:

1
a1
R=1g & 1

3 0 0 1
1 1
2 _|.6 1 _p3_1|.6 1
RP=1g 6 1 [|=R =8 6 1
3 .3 .3 1 3 .3 .3 1

Consecuentemente,
1=.29={1,2,3,4}
1=.59 = {1,2,3} U {4}
A=.79 = {1,3}u {2} U {4}
A=81={1}u{2}u{3}u{4}.

Una de las principales criticas a estos métodos, es el alto costo computacional producto de la
cantidad de operaciones que se deben realizar con las matrices como la multiplicacion, entre otras. En
[28] se propone un algoritmo nuevo para calcular eficientemente R, basado en las propiedades de las
relaciones difusas y de los A — corte. Este algoritmo posee un costo computacional 0(n?) y espacial
O(1). Estos costos evidencian una mejora sobre los algoritmos anteriores que estaban basados en
métodos cuadrados y Spanning Tree, los cuales poseian unos costos de O(n3log,n) y 0(n?)
computacional y espacial, respectivamente.

Esto es un tipo de agrupamiento basado en la Teoria de Conjuntos Difusos. Sin embargo, estos
métodos son eventualmente métodos noveles y nada mas se aplican algoritmos jerarquicos
aglomerativos (particionales), que no conllevan a particiones difusas. Por esta razon no se ha
investigado mucho y no se han obtenido grandes resultados.

3.2 K-means (Hard C — means) [29]

El algoritmo ¢ — means agrupa los objetos de un conjunto dado X = {x;,x5,...,x,} € RP en ¢
conjuntos disjuntos G; (i = 1,2, 3, ...,c) donde cada uno de estos es llamado grupo. En cada grupo se
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determina el centro del grupo o centroide. A continuacion se describe un simple procedimiento, el cual
es utilizado comUnmente.

3.2.1 Algoritmo KM:

KML1 [Generar los valores iniciales]: Generar ¢ centroides inicialesv; (i = 1, 2,3, ..., ¢).
KM2 [Ubicar al centroide mas cercano]: Ubicar cada uno de los objetos x; (k =1,2,3,...,n), al
grupo donde se encuentre mas cerca del centroide.

Xy € Gy & i = arg min;cjc(dx)?,
2
donde (dj)? = ||xx — vj]|” .
KM3 [Actualizar los centroides]: Calcular el nuevo centroide de cada grupo.

donde |G;| es el nimero de elementos en G;,i = 1,2,3, ..., c.
KM4 [Comprobar la convergencia]: Si los grupos son convergentes, parar; sino ir para el paso KM2.
Una de las posibles formas de comprobar la convergencia pudiera ser:
e Los objetos no cambian de grupo.
e Los centroides no cambian.
e Un namero finito de iteraciones.

3.2.2 Formulacion de optimizacion

Sea G =(Gy,...,G.) Y v=(vq1,Vy,..,0.) ER?P, conv; € RP. Los conjuntos Gj,...,G. son
disjuntos y su unién es el conjunto de todos los objetos:

Gl’:X, GlnG]=®,Vl,],l¢] (31)
1

c
i=

Esto se considera una particion del conjunto X. Consideremos la siguiente funcion objetivo:

c

Jon(Gv) =Y > (du)? (32)

i=1 xy€G;

La funcion /., (G, v) es una de las primeras funciones objetivo de la cual derivan una gran cantidad
de funciones. Para la minimizacién de esta funcidn, se realiza un proceso iterativo, como fue descrito
anteriormente. Este algoritmo solamente produce particiones del conjunto de elementos, donde cada
elemento pertenece a uno y solo uno de los grupos. Variantes de la funcion J.,, son utilizadas con el
objetivo de obtener ¢ — particiones difusas.

3.3 Fuzzy C-means [8]

En general las técnicas de agrupamiento difuso (Fuzzy Clustering) se basan en encontrar el minimo de
una funcion objetivo que determina los prototipos o centroides de los grupos buscados. EI nUmero de
grupos suele ser un parametro conocido c. Sea

X ={x, x5, ..., x,} € RP,
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el conjunto de todos los elementos. Sea
v = (v, Vy,...,V.) € RP, conv; € RP,

donde v; es el centroide del grupo i y llamemos u;;, al grado de pertenencia del elemento x;, al grupo i.
Una de las funciones objetivo méas utilizadas y de la cual derivan una gran variedad de funciones es
Jo: M., X R definida por [30]:

J2(U,v) = ¥ioy o1 (i) (dir)? 3.3)

donde U € My, es una ¢ — particion difusa de X y dy = |[x — v;I2 (Il .1l es cualquier producto
interno inducido por una norma sobre RP).

Esta funcion objetivo fue introducida por Dunn en [30], donde también realiza un anélisis de la
siguiente funcién:

BWw) = D7 wdie)?. (34)
k=1i=1

Ambas funciones surgen con el propdsito de obtener soluciones difusas aunque demuestra que para
esta Ultima el minimo solo puede ser alcanzado cuando u;;, € {0, 1}.

Como se puede apreciar, en ambas funciones la Unica diferencia es el exponente que afecta los
grados de pertenencia, uno de los motivos que lleva a Bezdek [8] a generalizar las mismas de la
siguiente manera:

In@,9) = > )™ (@), (35)
k=1i=1

donde m es el exponente de ponderacion: m € [1, o).
Dicho pardmetro regula el grado difuso de la ¢ — particion difusa. Debido a que cada término de
J.m €s proporcional a (d;)?, /., es el error cuadratico del criterio de agrupamiento y las soluciones de:

mianCX]RCp {]m(U: U)} ’ (36)

son los puntos estacionarios de J,, de menor error cuadratico. Se obtiene una familia infinita de
algoritmos de agrupamiento difuso (una para cada m € [1,0)), mediante las condiciones necesarias
para las soluciones de (3.6). El teorema basico se menciona a continuacion.

Teorema | [17]: Asumir que || .|| es un producto interno inducido: fijar m € [1,0), sea X el
conjunto de los elementos, donde existan al menos ¢ < n elementos distintos y se define Vk los
conjuntos:

Ik = {lll <i<g dik = ||xk — ‘Ui” = 0}
ik = {1,2, ...,C} - Ik,
entonces (U, v) € Mg, X RP puede ser un minimo global de J,, solamente si

1
[ ¢ (di)z/(m—nl_ (3.7al)

Li=0=uy =

djk
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O
Ik;t®=>uik=OVi€fkyZuik=1. (37&2)
i€l
n \m
_ =1 (i) "X Vi (3.7b)

e D=1 (Ui )™

El algoritmo Fuzzy c-Means fue propuesto por Dunn [30] y generalizado por Bezdek [8].

3.3.1 Algoritmo Fuzzy C-Means (FCM):
FCML: Fijar ¢, 2 < ¢ < n; seleccionar cualquier producto interno inducido por una norma sobre R?
y fijar m, 1 <m < oo. Inicializar U(>) € M. Entonces paracadal,l = 0,1,2, ...,

FCMZ2: Calcular los ¢ centroides {vi(”} utilizando (3.7b) y U®.
FCM 3: Actualizar U® utilizando (3.7a) y {v(l)}.

i
FCM 4: Comparar U¥' y U+ mediante una norma de matrices: si ||[UMD — U®|| < g, parar, en
otro caso saltar a FCM2.

3.3.2 Conclusiones y observaciones

La funcién J,, estd generalmente aceptada, aunque presenta una contradiccion, como fue planteada
en [31]: a medida que se aumente el valor del parametro m, como los valores de las funciones de
pertenencia se encuentran en el intervalo [0, 1], el valor de la funcidn objetivo es cada vez menor lo que
se traduce en que para el mismo nimero de grupos, una particién mas difusa tiene un menor error que
una menos difusa.

Flores-Sintas [32] ademas refleja que no existe solamente el problema del exponente m, ademas el
algoritmo no tiene un buen comportamiento cuando los grupos no se encuentran bien alejados y tienen
tamafios desproporcionados. Otro aspecto a tener en cuenta seria la obtencion de los valores de los
grados de pertenencia. Para la deduccion de éstos, dados por el FCM, Dunn [30] los obtiene aplicando
los Multiplicadores de Lagrange e imponiendo la condicidn de que la suma de los grados de pertenencia
de un elemento a todos los grupos sea 1. Para este enfoque, Flores-Sintas [33] muestra que esta
condicion es necesaria pero no suficiente, es decir, la expresion de los grados de pertenencia dados por
el FCM son magnitudes que sumadas dan 1 pero no tienen por qué ser probabilidades. Ademas como
explica Flores-Sintas [32] los grados de pertenencia obtenidos con el algoritmo FCM son grados de
participacion, mientras que en la formulacion de la teoria de conjuntos difusos de Zadeh, el grado de
pertenencia de un elemento en un conjunto difuso no depende del grado de pertenencia del mismo
elemento en otro conjunto difuso, definido sobre el mismo universo. Por tanto, para que los grados de
pertenencia definidos por el algoritmo FCM tengan sentido segun la teoria desarrollada por Zadeh, no
se les puede imponer la condicion de que la suma de todos los grados de pertenencia de un elemento en
todos los grupos sea 1. El grado de pertenencia de un elemento en un conjunto difuso debe ser
independiente del grado de pertenencia del propio elemento en el resto de los conjuntos difusos. De esta
manera se puede concluir que uno de los principales problemas en el algoritmo Fuzzy C-means surge
producto de utilizar las particiones de Ruspini, por lo que en otros algoritmos se utiliza otro tipo de
particiones como es el caso del Agrupamiento Posibilista que seré analizado mas adelante.
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3.4 Fuzzy C-means basado en entropia

Primero generalizaremos el algoritmo FCM a FC(J, U), el cual recibe dos argumentos, una funcion
objetivo J y una matriz de restricciones U.

3.4.1 Algortimo FC(J, M)
Generalizacion del algoritmo Fuzzy C-means con argumentos

FC1: Generar c centroides iniciales v; (i = 1, 2,3, ..., ¢).

FC2: Calcular: U = arg minueme](U. D).

FC3: Calcular: 7 = arg min,, J(U, v).

FC4: Si U o v son convergentes, parar; Sino ir para el paso FC2.

De este modo, FC(J;, M) es empleada para el algoritmo K-means y FC(J;,, Ms.) para Fuzzy C-
means. Consideraremos otras formas de difusificar el algoritmo K-means.

Como se analiz6 anteriormente los métodos de Bezdek y Dunn introducen la no linealidad mediante
los terminos (u,;™) en el algoritmo K-means, a continuacion analizaremos el uso de otras formas de no
linealidad.

Los métodos de Bezdek y Dunn poseen otras caracteristicas: como es la de suavizar la solucién dura.
Ademas, la solucion difusa aproxima la dura en el sentido de que la solucién difusa converge a la
solucion dura cuando m — 1. A grandes rasgos, se puede decir que la solucién difusificada regulariza
(aproxima) la solucion dura.

Una regularizacion tipica se realiza mediante la adicion de una funcion de regularizacion. En
el contexto actual, consideramos

JWU,v) =Jem(U,v) +kK(), (k > 0), (3.8)

en donde K (u) es una funcion de regularizacion no lineal y k es un pardmetro de regularizacion.
Analizaremos 2 funciones de regularizacion: una es una funcién de entropia y la otra es una funcion

cuadratica
n (s
K@ = Y ) uyloguy, (39)
k=1i=1
1 n (s
K(u) = Ez (ug)? (3.10)
k=1i=1

Notese que ambas funciones son estrictamente convexas? (concava hacia arriba) y por lo tanto son
capaces de difusificar la matriz de pertenencia U. Cuando utilizamos la primera forma, el algoritmo es
nombrado regularizacién por entropia 0 método basado en entropia. La primera formulacion de esta
idea es llamada método de entropia maxima por Li y Mukaidono [34]; luego Miyamoto y Mukaidono
[35] la han reformulado utilizando la idea de la regularizacion.

Luego, la siguiente funcién objetivo es utilizada para el método basado en entropia:

2 Una funcién real f definida en un intervalo (o en cualquier subconjunto convexo de algin espacio vectorial) se llama
funcién convexa o concava hacia arriba, si para dos puntos cualesquiera x e y con x, y que pertenecen a su dominio de
definicién C y cualquier t € [0,1], se cumple: f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y). En otras palabras, una funcion es
convexa si y solo si su epigrafo (el conjunto de puntos situados en o sobre el grafo) es un conjunto convexo.

Una funcion estrictamente convexa es aquella en donde se cumple que: f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 — t)f (y), para
cualquiert € (0,1) yx # y.
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n c n c
]efc(U: 17) = Zzuik(dik)z +k22uik loguik, k>0. (311)
k=1i=1 k=1i=1

De esta manera, el método basado en entropia utiliza el algoritmo FC(J,f., My.). Las soluciones en
los pasos FC2 y FC3 son como sigue:

exp (- dk—lk>

¢_, exp (— %) (3.12)

Uk =

k=1 Uik Xk . (3.13)

V; =
' 22:1 Uik

Como se puede apreciar cuando k — 0, la solucion converge a la solucién dura.
El principio de la entropia mé&xima ha sido estudiado en diferentes campos [36]. EI método de Liy
Mukaidono es un método de maxima entropia con la restriccion de igualdad:

n Cc
max — Z z uy; loguy,
ke=11=1 (3.14)

sujeto a: Yx—q 25:1 Uik (dik)z =L.

Es facil ver que esta formulacion es equivalente a la regularizacion por entropia cuando el valor L no
es dado, pero puede ser cambiado como un pardmetro. Particularmente, un L desconocido puede ser
reemplazado por la regularizacion del parametro k, mientras k es interpretado como el multiplicador de
Lagrange en el método de méxima entropia. La idea es utilizar el concepto de la regularizacion, el cual
es mas adecuado para el agrupamiento difuso.

3.4.2 Adicion de un término cuadratico

Ahora consideremos el segundo método, afiadiendo el término cuadratico. De tal manera, la
siguiente funcion objetivo es considerada:

n c n c
1
JareW,) = DD wae(ds? +5k ) > @i, k>0, (3.15)
k=1i=1 k=1i=1

y es utilizado el algoritmo FC(J, rc, Mg ().

La solucion de FC3 es la misma que en el caso del método basado en entropia. En contraste, la
solucion de FC2 no tiene una forma simple como la anterior. Esta dada por un algoritmo, el cual
necesita un proceso de derivacion complicado. Debido a su complejidad no serd abordado en este
trabajo.

Para abordar este tema en detalle se puede consultar la siguiente literatura: [37].
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3.5 Agrupamiento posibilista PCM (Possibilistic Clustering, Possibilistic C-means)

Aunque a menudo es deseable, el caracter relativo de los grados de pertenencia probabilisticos, puede
ser engafioso [38]. Altos valores de pertenencia del elemento en més de un grupo, puede dar la
impresion de que el elemento es tipico de ellos, pero esto no siempre es asi. Consideremos por ejemplo
el caso sencillo de 2 grupos que se muestra a continuacion:

[y

Fig. 3.2. Puntos en el plano.

El elemento x, tiene la misma distancia a ambos grupos y por lo tanto se le asigna un grado de
pertenencia alrededor de los 0.5, esto se puede aceptar. Sin embargo, los mismos grados son asignados
al elemento x,, aunque este elemento se encuentra mas lejos de estos 2 grupos y se debe considerar
menos tipico. Debido a la normalizacion, la suma de los grados de pertenencia debe ser 1. En
consecuencia x, recibe altos grados de pertenencia a ambos grupos. Para una correcta interpretacion de
los grados de pertenencia se debe tener en cuenta que son méas bien los grados de participacion que de
tipicidad, ya que el peso constante de 1 dado a un elemento debe ser distribuido sobre todos los grupos.
Al eliminar la normalizacion en la restriccion del FCM, se intenta lograr una asignacién mas intuitiva
de los grados de pertenencia y evitar los efectos indeseables de la normalizacion. Se puede definir otro
tipo de particiones, que se llaman particiones posibilistas:

n
My =V €V | p € [01]: Zuij>ow . (3.16)
=1

La funcioén objetivo J,, que minimiza las distancias al cuadrado entre los grupos y los elementos
asignados, no seria adecuada para el agrupamiento difuso posibilista. La eliminacion de la restriccion de
la normalizacion lleva a que el minimo se alcance cuando u;; = 0 Vi,j, o lo que es lo mismo los
elementos no estan asignados a ningun grupo y todos los grupos estan vacios. Con el objetivo de evitar
esta solucién trivial (que también esta prohibida por la restriccidn anterior), se introduce un término de
penalizacién, lo que obliga a los grados de pertenencia a alejarse del 0. La funcion objetivo queda de la
siguiente manera:

Jom(U, ) = Z i(uik)m(dik)z + Z n i(l —u)"™, (3.17)
k=1i=1 i=1 k=1

donde n; > 0 Vi [19]. El primer término lleva a la reduccién de las distancias ponderadas, mientras
que el segundo suprime la solucion trivial, ya que esta suma premia valores altos de pertenencia
(cercanos a 1), que hacen que la expresion (1 — u;,)™ sea aproximadamente 0. En paralelo con el
primer término, valores altos de pertenencia pueden ser esperados, especialmente para aquellos
elementos que estan cerca de sus grupos, ya que con un alto grado de pertenencia la distancia ponderada
a un grupo mas cercano es menor que a grupos mas lejanos. Las constantes »; para los grupos, son
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utilizadas como valores de referencia que indican a qué distancia de un grupo, un elemento debe recibir
mayores grados de pertenencia. Estas consideraciones marcan la diferencia con respecto a los enfoques
de agrupamiento probabilistico. A diferencia de los agrupamientos probabilisticos donde cada elemento
tiene un peso constante de 1, los posibilistas tienen que aprender los pesos de los elementos.

La formula para actualizar los grados de pertenencia se obtiene de igualar la derivada de J,,,, a cero
[19], anélogo al algoritmo FCM, con el objetivo de buscar el minimo global de la funcion:

) d;;* =1 (3.18)
1+ <‘—’>

Primero que todo, la ecuacion de actualizaciébn muestra que los grados de pertenencia de un
elemento x; a un grupo i depende solamente de su distancia dijz al grupo. Pequefias distancias se

corresponden con altos grados de pertenencia mientras que grandes distancias resultan en bajos grados
de pertenencia.

3.6 Algoritmo de Gustafson—Kessel (Gustafson—-Kessel)

El algoritmo de Gustafson—Kessel [11] sustituye la distancia euclidiana por la distancia de Mahalanobis
especifica por grupo, a fin de adaptarse a distintos tamafios y formas de los grupos. Para el grupo i, la
distancia de Mahalanobis se define como:

(diy)’ = (5 = v) 7 (= 1), (3.19)

donde S; es la matriz de covarianza del grupo. Utilizando la distancia euclidiana como en los algoritmos
anteriores es equivalente a asumir que S; = I, Vi, es decir, todos los grupos tienen la misma covarianza
que es igual a la matriz identidad. Por lo tanto, s6lo pueden identificar grupos esféricos como se analiz6
en FCM, pero no pueden identificar grupos que tienen diferentes formas y tamafios.

El algoritmo de Gustafson—Kessel modela cada grupo tanto por su centroide como por su matriz de
covarianza. Asi los centroides de los grupos son tuplas V; = (v;,S;) y tanto v; como S; van a ser
determinadas. Las caracteristicas de la matriz S; (dimension p X p, donde p es el ndmero de
caracteristicas) definida positiva, representa la forma del grupo i. Restricciones especificas pueden ser
tomadas en cuenta, por ejemplo restringiendo la forma de los grupos a ser paralelos a los ejes,
considerando solamente matrices diagonales. Los tamafios de los grupos también pueden ser
controlados, si se conocen con antelacion, mediante las constantes p; > 0 exigiendo que det(S;) = p;.
Por lo general, se asume que los grupos tienen el mismo tamafio y se pone det(S;) = 1.

La funcion objetivo entonces es idéntica a la del FCM, utilizando como distancia la definida en este
caso. Las actualizaciones de los centroides se mantiene igual y en el caso de los grados de pertenencia
se utiliza la misma del algoritmo FCM, pero sustituyendo en el caso correspondiente la distancia
euclidiana por la distancia especifica para cada grupo. Las ecuaciones de actualizacion para las matrices
de covarianza son:

T
S Yroui(x —vi)(x — v
S = donde S;* = == a1 ]n )0 — i) . (3.20)
Zj:luij

"det (S;7)

Ellas son definidas como la covarianza de los elementos asignados al grupo i, modificadas para
incorporar la informacion de las asignaciones difusas.
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El algoritmo de Gustafson—Kessel intenta extraer mucha mas informacién de los datos que los
algoritmos basados en la distancia euclidiana. Es mas sensible a la inicializacién, por tanto se
recomienda para la inicializacion el uso de unas pocas iteraciones de los algoritmos FCM o PCM en
dependencia del tipo de particion. En comparacion con FCM y PCM, este algoritmo exhibe mayor costo
computacional debido a las inversiones de las matrices.

3.7 Fuzzy Shell Clustering

Una de las areas de aplicacion de los algoritmos de agrupamiento difusos es el analisis y
reconocimiento de imégenes. Variantes del FCM y el PCM han sido propuestas para la deteccion de
lineas, circulos o elipses sobre el conjunto de elementos, que corresponden a subestructuras mas
complejas de los datos. Los algoritmos Shell Clustering [39] extraen prototipos que tienen una
naturaleza diferente a los elementos. Estos algoritmos necesitan modificar la definicién de distancia
entre un elemento y un prototipo y sustituir la distancia euclidiana por otras distancias. Por ejemplo el
algoritmo c-variedades difusas (Fuzzy C-variety, FCV) fue desarrollado para el reconocimiento de
lineas, planos o hiperplanos (ver Figura 3.3). Cada grupo es un subespacio afin, caracterizado por un
punto y un conjunto de vectores unitarios ortogonales C; = (v;, e;y, €, ...,€iq), donde q es la
dimension del subespacio afin. La distancia entre un elemento x; y el grupo i es definida entonces
como:

q
(d)” = g = will* = D G = vTea (3:21)
=1

Otras variantes similares de FCM y de PCM incluyen el algoritmo c-elliptotypes difuso adaptativo,
(AFCE) que asigna segmentos de lineas disjuntos a diferentes grupos (ver Figura 3.4). Los contornos de
circulos pueden ser detectados por el algoritmo c-shells difuso y el c-spherical shells difuso. El
algoritmo c-ellipsoidal shells difuso es capaz de reconocer objetos con limites en forma de circulo
(elipses). El algoritmo c-quadric shells difuso (FCQS) es ademas capaz de reconocer hipérbolas,
parébolas o grupos lineales. Su flexibilidad se puede observar en las Figuras 3.5 y 3.6. Las técnicas de
agrupamiento Shell también se han extendido a las estructuras no lisa (non-smooth) como rectangulos y
otros poligonos. Las Figuras 3.7 y 3.8 ilustran los resultados obtenidos con el algoritmo c-rectangular
difuso (FCRS) y el algoritmo c-2-rectangular shells difuso (FC2RS), respectivamente. Se puede
abordar con mayor profundidad en este tema, en la siguiente literatura: [40, 41].
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Fig. 3.5. Analisis FCQS. Fig. 3.6. Analisis FCQS.

Fig. 3.7. Anélisis FCRS. Fig. 3.8. Anélisis FC2RS.

3.8 Agrupamiento difuso basado en Kernel

Las variantes Kernel de los algoritmos de agrupamiento difuso, ademés de modificar la funcion de
distancia, permiten manejar datos que no sean vectoriales, tales como secuencias, arboles o grafos, sin
necesidad de modificar completamente los algoritmos. De manera méas general, los métodos basados en
Kernel pueden ser aplicados independientemente de la naturaleza de los datos, sin necesidad de adaptar
el algoritmo. A continuacion analizaremos los algoritmos basados en Kernel. Los elementos pueden ser
vectoriales o no, por lo que los denotaremos ¢; en lugar de x;.

3.8.1 Principios

Los métodos kernel estan basados en una transformacion de la representacion de los datos ¢: x — F
donde x denota el espacio de entrada y F es llamado el espacio de caracteristicas. F usualmente es de
grandes dimensiones o incluso infinita y solo esta limitado a ser un espacio de Hilbert, es decir, a
disponer de un producto escalar. El segundo principio de los métodos kernel es que los elementos no se
manejan directamente en el espacio de caracteristicas, lo que podria llevar a altos costos
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computacionales debido a la dimension del espacio, ellos solamente son manejados mediante su
producto escalar que se calcula utilizando la representacion inicial. Con tal objetivo, se utiliza una
funcion kernel: K: x * x — R, tal que Voj,05 € x,{(d(01), d(e))) = K(ey, o). Asi, no es necesario
conocer explicitamente la funcion ¢. El producto escalar en el espacio de caracteristicas solamente
depende de la representacion inicial.

Los métodos kernel son algoritmos escritos solamente en términos del producto escalar entre los
elementos. El enriquecimiento de la representacion de los datos viene dado por el uso del producto
escalar sobre la base de una transformacion implicita de los datos, en lugar de utilizar solamente la
distancia euclidiana. La posibilidad de aplicar el algoritmo para datos no vectoriales solamente depende
de la disponibilidad de una funcion K: y * y — R teniendo las propiedades de un producto escalar [42].

3.8.2 Agrupamiento difuso basado en Kernel

La variante Kernel de los agrupamientos difusos [43] consiste en transponer la funcion objetivo al
espacio de caracteristicas, es decir, aplicandole la transformacion de los datos ¢. Los centroides de los

grupos entonces pertenencen al espacio de caracteristicas, por lo tanto ellos se denotan vi‘b , Vi (viq’ EF)
y se buscan en forma de combinaciones lineales de las transformaciones de los datos, como:

vl = 2 a;jp (o) - (3.22)
j=1

Esta formulacion es coherente con la solucién obtenida con el FCM. La optimizacion debe entonces
proporcionar los valores de a;;, junto con los grados de pertenencia. Debido a la forma anterior de los

centroides, la distancia euclidiana entre un elemento y el centroide en el espacio de caracteristicas
puede ser computada mediante [43]:

n n
2
d(zbij = ||¢(01) - vld)” = K]'j - ZZ aiTKjT + 2 airaisKrs. (323)
r=1 r,s=1

Donde denotamos K;; =K(crl-,cvj) =(¢(0y), ¢(0;)). Luego, la funcion objetivo queda de la
siguiente forma:

Cc

n n n
m
]jr)l = Z Z(uij) Kjj — 2 2 a; Kjr + 2 Ay AisKys |- (3.24)
r=1 r,s=1

i=1j=1

Las condiciones de minimizacion dan lugar a las siguientes ecuaciones de actualizacion:

m m
. 1 SN CT)) b = Zi=(uy) 90
’ P N o L T O (3.25)
c Pij
lel d2
b1

Como se puede apreciar, las ecuaciones de actualizacién al igual que la funcién objetivo, se pueden
expresar unicamente en términos de la funcion Kernel, es decir, en términos del producto escalar. La
ecuacion anterior acerca de los grados de pertenencia muestra que tiene la misma forma que en el
algoritmo FCM, sustituyendo la distancia euclidiana por la distancia en el espacio de caracteristicas,
como se definio d?mj. La expresion de los centroides es comparable también al caso del FCM, como la

media ponderada de los datos. La diferencia es que los centros de los grupos pertenecen al espacio de
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caracteristicas y no tienen una representacion explicita, solamente son conocidos los coeficientes de
peso.
Existen otras variantes para la kernelization del FCM, como por ejemplo una variante propuesta por

d(zrloj)
Zhang y Chen en [44, 45]. Este tltimo s6lo considera el Kernel Gaussiano K((ri,(rj) = e( o ) y
explota sus propiedades para simplificar el algoritmo. Mas preciso, utiliza la hipdtesis de que el
centroide del grupo se puede buscar explicitamente en el espacio de entrada (v; € y) y considera su
transformacion al espacio de caracteristicas ¢(v;). La funcion objetivo entonces se convierte en:

dv;, 0}) >

ZZ%) lewo - o (eI —zEZ(um L), (326)

i=1j= i=1j=

aprovechando el hecho de que el Kernel Gaussiano lleva a dg (o, 0;) = K(0y,04) + K(0,05) —

2K (01,07) =2(1 - K(04,05)).

Se puede apreciar que para la aplicacion de un método kernel, se necesita la seleccion de una funcion
Kernel y sus pardmetros, lo cual puede ser dificil o complicado. Uno de los principales motivos que
llevan a Huang, et al. [46] a proponer el algoritmo Multiple Kernel Fuzzy C-means (MKFC) basado en
el FCM, donde se combinan un conjunto de funciones kernel y ademas se ajustan automéaticamente los
pesos asociados a cada una de estas funciones.

El problema de la seleccion de una funcién Kernel y sus parametros, puede ser similar al problema
de la seleccion de caracteristicas (feature selection) y la eleccion de la representacion de los datos, en el
caso de los métodos no basados en funciones Kernel. En [47] se realiza un andlisis comparativo de los
algoritmos de agrupamiento difuso basados en funciones kernel y los algoritmos de agrupamiento
difuso, donde se evidencian algunas de estas ideas.

3.9  Agrupamiento con ruido (Noise Clustering, NC)

El algoritmo de agrupamiento con ruido fue propuesto inicialmente por Davé en [48] y se extendid
posteriormente [49, 50]. Consiste en afiadir ademas del parametro ¢ acerca de la cantidad de grupos
deseados, un nuevo grupo ruidoso, con el objetivo de agrupar los elementos que estan mal
representados por grupos normales, tales como elementos ruidosos o valores atipicos. El centroide del
grupo ruidoso se considera que se encuentra a una distancia constante &, de todos los elementos del
conjunto. Esto significa que todos los elementos tienen a priori la misma probabilidad de pertenecer al
grupo ruidoso. Durante el proceso de optimizacion, esta probabilidad se adapta como una funcién de
probabilidad seguln la cual, los elementos pertenecen a grupos normales. El grupo ruidoso, es entonces,
introducido en la funcidn objetivo, como cualquier otro grupo:

Jrune (U, 0) = z Z ()™ () + z o (1 - z ulk> . (327)

i=1k=

El término afadido es similar a los términos de la primera suma: la distancia a los centroides de los
grupos es sustituida por & y el grado de pertenencia a los grupos se define como el complemento a 1 de
la suma de todos los grados de pertenencia a los grupos normales. Esto en particular, implica que los
elementos atipicos tienen bajos grados de pertenencia a los grupos estandar y alto grado de pertenencia
al grupo ruidoso, lo que hace que se reduzca la influencia sobre los grupos normales. Como el PCM, el
enfoque de agrupamiento ruidoso relaja la restriccion de normalizacion, donde los grados de
pertenencia a los grupos normales deben sumar 1.
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Si comparamos PCM con el presente algoritmo (NC) se puede observar que los algoritmos son
idénticos en el caso de un solo grupo, con §2 correspondiente con 7 [49, 50]. En el caso de ¢ > 1, la
diferencia es que PCM considera un #; por grupo, mientras que en el NC se define un simple
parametro. Esto significa que PCM posee la ventaja de tener un grupo ruidoso por cada uno de los
grupos normales, mientras que NC solamente posee uno. Como consecuencia, los grados de pertenencia
sobre el grupo ruidoso son diferentes para los 2 métodos: en el caso del PCM, para cada grupo ruidoso
es el complemento a 1 de la pertenencia al grupo normal asociado. En el agrupamiento ruidoso, como
solamente se tiene un grupo ruidoso el grado de pertenencia a ese grupo es el complemento a la suma de
todos los grados de pertenencia.

Otra diferencia entre PCM y NC viene dada por el hecho de que la funcién de costo del PCM puede
descomponerse en ¢ términos independientes (uno por cada grupo), mientras que en el NC no se puede
hacer una descomposicion. Esta descomposicion es una de las razones por la cual PCM lleva a coincidir
grupos. Asi, en [51] interpretan NC como un FCM robusto, mientras que PCM se comporta como ¢
algoritmos NC independientes.

La funcion objetivo anterior requiere del establecimiento del pardmetro &. En el algoritmo NC inicial

es.
1 n c
52 = A—z Z(azik)2 . (3.28)
cn
k=1i=1

Es decir, su valor al cuadrado es una parte de la media de los cuadrados de las distancias entre los
elementos y los centroides. Con el pardmetro definido por el usuario A, para determinar la proporcion:
mientras mas pequefio sea el valor, mayor sera la proporcién de elementos que seran considerados
elementos atipicos.

Los agrupamientos ruidosos han sido generalizados para permitir la definicion de varios & y definir
una escala de ruido por cada grupo [49, 50].

3.10 Modelo de mezcla de densidades

A continuacion analizaremos el modelo de mezcla de densidades que es frecuentemente empleado para
la clasificacion supervisada y la no supervisada [52, 53]. Para este propdsito, utilizaremos en esta
seccion términos de las probabilidades y las estadisticas.

Aungue las funciones de probabilidad de densidad para la mayoria de las distribuciones estandar son
unimodal, se nota que el agrupamiento deberia manejar distribuciones multimodal. Por el momento,
supongamos que se cuentan con muchos datos y el histograma tiene dos modos de valores maximos.
Aparentemente, el histograma estd representado por la mezcla de dos densidades de distribuciones
unimodal. Por lo tanto la probabilidad de densidad es:

p(x) = ayp; (%) + azp,(x), (3.29)
donde a; y a, son nimeros no negativos tal que: a¢; + a, = 1. Por lo general ambas distribuciones son
normal:

1 _(e—pi)?
pi(x) = e 20" i=1,2. (3.30)
\ 2T O;
Supoéngase ademas que se tiene una buena estimacion de los parametros «;, y;, o;, i = 1,2. Luego de

tener una buena aproximacion de la distribucién de la mezcla se puede resolver el problema del
agrupamiento utilizando la formula de Bayes para la probabilidad a posteriori.
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Supongamos P(X|C;) y P(C;) (i=1,2,3,...c) sea la probabilidad condicional del evento X dado
que la clase C; ocurre y la probabilidad a priori de la clase C; respectivamente. Suponemos que
necesariamente ocurre uno de los C; (i = 1,2, 3, ...c¢). La formula de Bayes se utiliza para determinar la
clase de X:

P(X|C)P(CY)

P(C|X) = . (3.31)
‘ j=1 P(X|)P(C))
Luego aplicamos la formula anterior para el ejemplo en cuestion:
P(X) = P(a < x < b). (3.32)
b
PX|C) = J pi()dx,(i=1,2). (3.34)
a
Entonces se tiene
@ [, pi(x)dx
P(Ci|X) = 4 (3.35)

> .
5:1 aj fa pj(x)dx

Supongamos que tenemos la observacion y. Tomando dos ndmeros a y b tal que a <y < b,
tenemos la probabilidad de la clase C; dado X, mediante la férmula anterior. Tomando el limite cuando
a — y Yy hb- y, tenemos la probabilidad de la clase C; dado el objeto y:

P(Gly) = 2D (3.36)
j=19p; ()

Esto nos da la probabilidad de asignar una observacion a cada una de las clases, por lo que el
problema del agrupamiento es resuelto, pero en lugar de grados de pertenencia, se tiene la probabilidad
de pertenencia a una clase.

La férmula (3.36) es inmediatamente generalizada al caso de ¢ clases. El problema es como obtener
buenas estimaciones de los parametros. Por consiguiente, el algoritmo EM [53] pudiera ser utilizado
con este proposito.

4 [ndices de validacion de agrupamientos difusos

La ¢ — particion difusa proporcionada por un algoritmo de agrupamiento difuso tiene como objetivo
identificar la estructura presente en el conjunto de elementos iniciales. En estas particiones, al igual que
en el caso de las ¢ — particiones duras, los objetos asignados al mismo grupo son méas similares entre
si que con otros objetos que pertenecen a grupos distintos. Sin embargo, aunque el entorno es difuso, el
objetivo de la clasificacion es generar una ¢ — particion difusa bien definida que sea lo més parecida
posible a la estructura natural de los datos. Por lo tanto, una pregunta dificil es ;como una particion se
adapta a la estructura desconocida de los datos? Este problema requiere de un analisis para la validacion
de los grupos, utilizando algun criterio para la validacion. Este problema es conocido en la literatura
como: problema de la validacion de los grupos (cluster validity).
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Dado que la mayoria de los métodos difusos presumen que el nimero ¢ de grupos es conocido, un
criterio de validacién para encontrar el ¢ 6ptimo que pueda describir completamente la estructura de los
datos, se convierte en el tema mas estudiado en la validacién de grupos.

Coeficiente de la Particion

Entropia de la Particion

Criterio de Xie-Beni

Criterio de Fukuyama-

Sugeno

Criterio de Zahid

No Basados en
Medidas de Similitud

Hipervolumen Difuso

Densidad media de la

particion

Distancia promedio dentro
del grupo

Silueta Difusa

; Criterio de Validacion
Basados en Medidas basado en Medidas de

de Similitud Similitud

Indice de Rand Difuso

=
=
)
S
=
S
¥}
g
)
5]
2
S
=

)

Externos

Nuevo indice de Rand
Difuso

Fig. 4.1. Taxonomia de los principales indices de validacién de agrupamientos difusos.

En la literatura podemos encontrar una gran variedad de indices de validacion para estructuraciones
difusas. Estos indices se pueden dividir en internos y externos. Los indices internos se basan solamente
en la informacién de la propia estructuracion difusa, no necesitan informacién externa. Por su parte, los
indices externos utilizan como patrén para compararse una estructuracion difusa especifica, la cual es
obtenida a partir de una informacion previa de los datos, donde muchas veces este patron es visto como
la estructuracion real (ground-truth). Se puede destacar que se han desarrollado muchos indices
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internos, a diferencia de los externos que han sido poco abordados. En este trabajo se introduce una
taxonomia con los diferentes indices de validacidn existentes, la cual se representa en la Figura 4.1.

4.1 Indices internos

4.1.1 Coeficiente de la particion (Partition Coefficient)

El primer criterio de validacion de agrupamientos difusos, asociado con el FCM, fue introducido por
Bezdek [54, 55] y definido de la siguiente forma:

PC(U) = i zn: w2, (4.1)

i=1k=1

donde U es una ¢ — particion difusa, resultado de un algoritmo de agrupamiento difuso. Este criterio
de validacion se llama Coeficiente de la Particion (Partition Coefficient).

4.1.2 Entropia de la particion (Partition Entropy)
Bezdek también definid otro criterio de validacion, Ilamado Entropia de la Particién (Partition
Entropy):

Yiz1 Xk=1[tik log, (uy)] _ (4.2)

PEU) = — -

Ambos criterios de validacién comparten las siguientes propiedades:

1
ESPCSI@OSPESIogzc,
PC =1 PE =0 U c — particiéon dura. (4.3)

1
PC = p © PE =log, c © U c —particion difusa .

Estas propiedades muestran que si PCes cercana a 1 y PE a 0, U se parece mas a una ¢ —
particion dura. Esta situacion ambigua corresponde a la ultima propiedad donde cada objeto es
asignado a cada uno de los ¢ grupos con grado de pertenencia 1/c. Por lo tanto, un agrupamiento véalido
se obtiene mediante la maximizacion de PC (o minimizando a PE) parac = 2,3,...,Cnax-
Adicionalmente, para la evaluacion de las ¢ — particiones difusas, PC y PE utilizan solamente los
grados de pertenencia u;, es decir, la propiedad de la matriz difusa U, independiente de la estructura de
los datos.

Para tener en cuenta al mismo tiempo las propiedades de los grados de pertenencia difusa y la
estructura de los datos en si, han sido propuestos otros criterios de validacion por Xie-Beni [56] y
Fukuyama-Sugeno [57].
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4.1.3 El criterio de validacion de Xie-Beni se define mediante:

Ly Shealug ™l = vill?] _ (U, V:X) (4.4)
n(rriu}n”vi - vj“) nSep(V)

Fyg(U,V:X) =

Donde J,,es la funcion objetivo del algoritmo FCM y Sep (V) es una medida de separacion entre los
centroides de los grupos. Esta medida es considerada una medida de la compacidad. Un valor pequefio
de Fyp, significa que estamos en presencia de una c — particion difusa donde los grupos son
compactos y bien separados. Por consiguiente, la mejor ¢ — particion difusa se obtiene mediante la
minimizacion de Fyg con respecto a c = 2,3, ..., Cax-

4.1.4 El criterio de validacion de Fukuyama-Sugeno esta definido por:

n n
Fes(U,V:X) = 22 g™l = vl 2 uge™ v = 917]. ws)

i=1k=1
=/ U V:X)— ] (K, V:X).

Donde ¥ es la media de todo el conjunto de centroides (v = Y{_, v;/c), Jm €s la medida de
compacidad y K,,, es la medida de separacion entre los centroides de los grupos y la media ©. EI minimo
de Frg corresponde a una ¢ — particion difusa con grupos compactos y bien separados.

4.1.5 El criterio de validacién de Zahid [58]

El siguiente criterio de validacion combina informacidn acerca de la separacién difusa y la compacidad
difusa y toma en consideracion las propiedades de la matriz de grados de pertenencia (U) y la estructura
de los datos. La compacidad difusa, mide la variacion manifestada por la concentracion de los objetos
que pertenecen a un mismo grupo alrededor del centroide del grupo. La separacion difusa representa la
separacion (distanciamiento) entre los centroides de los grupos.

La proporcién separacion difusa/compacidad difusa es medida utilizando dos funciones. La
primera funcion, denotada SC;, calcula el cociente considerando las propiedades geométricas de la
estructura de los datos y los grados de pertenencia. Por otro lado, la segunda funcién llamada SC,,
utiliza solamente las propiedades de la matriz difusa U.

SC =S¢, (U,V:X) — SC,(U). (4.6)

[Xi-llv; = olI%1/c
1=y i)™ lxg — vill2/my)

donde n; es la cardinalidad del grupo i y se define de la siguiente forma:

- 2 i *8)
k=1

SC,(U,V:X) = (4.7
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e e (T (min(uik, )" )/Zea min (e, )

maxu maxu
Zk=1 1sisc lk /Zk 1i<ise &

SC,(U) =

(4.9)

4.1.6 Hipervolumen difuso [59]

Inspirado en el principio de que buenos grupos no son difusos, a pesar de que estamos en un ambiente
difuso, Gath y Gea propusieron un indice de validacion basado en el criterio de hipervolumen y la
densidad de grupos difusos. Especificamente, el Hipervolumen difuso (FVH por si siglas en inglés)
viene dado por:

FVH = ¥°_,[det (F)] "2 . (4.10)

Donde F; es la matriz de covarianza difusa del i — ésimo grupo, definida mediante:

F=1 h(ilx) (o = vi) (% — v) (4.11)
2=t h(i|x;) .

Bajo la perspectiva de la estimacién de méaxima verosimilitud, h(i|xj) es la probabilidad (posterior)
de seleccionar el i — ésimo grupo dado el objeto x;. Cuando es seleccionado el valor de m = 2
(exponente de ponderacion FCM), esta probabilidad se acerca al grado de pertenencia del objeto x; al
grupo i [59]. De acuerdo a esto, la matriz de covarianza puede ser escrita de la siguiente forma:

Fi=

T
n . o — . . — .
F, = Y= uyi (% = vi) (% — i) _ (4.12)
Z} 1 Uij
Una ¢ — particion difusa Se espera que tenga valor bajo de FVH si es una particion compacta.

4.1.7 Densidad media de la particion (Average Partition Density, APD) [59]

N R; (4.13)
APD ==Y — L |
Czl [det (F)] /2

con R;:

. T ._
R, = Zuij,V] tal que (xj - vi) F; 1(xj - vi) <1, (4.14)
J
donde R; es la suma de los valores de pertenencia de aquellos elementos que se encuentran dentro de
una hiperesfera. Debido a que grupos difusos compactos, proporcionan valores pequefios de

[det (Fi)]l/ 2 y grandes valores de R;, es facil concluir que buenas particiones difusas se caracterizan
por tener valores grandes de APD.

4.1.8 Distancia promedio dentro del grupo (Average within-cluster distance, AWCD) [60]
Otro indice de validaciéon difuso es la Distancia Promedio Dentro del Grupo, dado por:
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c 2
AWCD =~ > 7:1145”%; il (4.15)
c Ly
= j=1

donde ||. ]|, y m se refieren a la misma norma y exponente de ponderacion utilizado en el algoritmo de
agrupamiento difuso, respectivamente. Esta medida es el valor medio de las distancias dentro del grupo
calculado sobre todos los grupos. La distancia dentro del grupo de un grupo en especifico, a su vez,
viene dada por la media ponderada de las distancias entre todos los objetos y el centroide del grupo, con
cada distancia pesada por el valor de pertenencia de cada objeto al correspondiente grupo.

4.1.9 Extension difusa del indice de la silueta (Fuzzy silhouette)

Silueta dura (Crisp silhouette, CS) [61, 62]

En el contexto de las particiones duras producidas por un algoritmo basado en prototipos (centroides,
ejemplo K-means), este tipo de algoritmos se basan en la idea de que si el objeto o; pertenece al grupo
p, entonces se encuentra mas cerca del prototipo p (v,,) que del resto de los centroides. En el caso mas
general del contexto de las particiones difusas, por otro lado, esto significa que el grado de pertenencia
del objeto o; al p — ésimo grupo es mas grande que los grados de pertenencia de este mismo objeto a
cualquiera de los otros grupos.

Sea la distancia promedio del objeto o; a todos los objetos que pertenecen al grupo p, denotada por
a,;. Adicionalmente, sea la distancia promedio de este objeto a todos los objetos que pertenecen a otro
grupo q, q # p, llamada dg;. Finalmente, sea b,; el minimo de todos los d,; computados sobre
q=1,2,..,¢c,q # p, que representa la disimilitud del objeto o; a su mas cercano grupo. Entonces la
silueta del objeto o; se define como:

b,i —a,;
sj = —mazia ' Z’ ot (4.16)
pj» Ppj
donde el denominador es usado solamente como término de normalizacidn. Claramente, el mas alto Sj,
corresponde a la mejor asignacion del objeto o; al grupo p. En el caso en que el grupo p esta constituido
por el elemento o; solamente, entonces la silueta de este elemento se define como s; = 0. Esto evita que
la Silueta dura, que se define como el promedio de los s, j=12,..,N,

N
1
cs = NZ 5i (4.17)
j=1

encuentre la solucién trivial ¢ = N, donde cada elemento del conjunto de datos se encuentra solo
formando un grupo. De esta forma, la mejor particién se encuentra cuando CS se maximiza, lo cual
implica que se esta minimizando la distancia intra — cluster (a,;) mientras se maximiza la distancia
inter — cluster(b,;).

Silueta difusa [63]
En el caso de la Silueta dura, no se hace uso de la matriz de pertenencia. La matriz de la particion difusa
(matriz de pertenencia), P = [uif]cxzv es utilizada solamente para imponer una particion dura sobre los

elementos P = [aij]cxN’ para la cual la medida CS puede ser aplicada. Especificamente, P es tal que,
U;; =1 si i = argmaxi{u;} Y %;; =0 en otro caso. Por consiguiente CS no puede ser capaz de
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discriminar entre grupos solapados (incluso si estos grupos tienen sus propias regiones con mayor
densidad de datos) ya que deja de lado la informacidn contenida en la matriz de la particion difusa P
sobre los grados de pertenencia, para los cuales los grupos se superponen unos con otros. Esta
informacion puede ser utilizada para revelar las regiones con alta densidad de datos, haciendo hincapié
en la importancia de los objetos concentrados en la vecindad de los centroides, mientras se reduce la
importancia de los objetos que se encuentran en areas solapadas. Para ello, se define, un criterio
generalizado de la Silueta, llamado Silueta difusa (Fuzzy Silhouette):

_ Sy —ug)"s;

, (4.18)
9]=1(upj - qu)a

donde s; es la silueta del objeto o; de acuerdo al criterio de la Silueta dura, u,; y ug4; son el primero y
segundo valores més altos de la j — ésima columna de la matriz de pertenencia, respectivamente y
a = 0 es un coeficiente de ponderacion. Claramente, cuando el exponente a se aproxima a 0 por arriba,
la medida FS se asemeja a la medida CS. Por el contrario, al aumentar a, FS se aleja de CS al disminuir
la importancia relativa de los objetos en areas de solapamiento. En consecuencia, un aumento de «
tiende a enfatizar el efecto de revelar regiones pequefias con mayor densidad de datos (subgrupos), si es
que existen. Este efecto puede ser particularmente Util, por ejemplo, cuando se trata de conjunto de
datos contaminados por ruidos.

Se pueden apreciar diferencias con respecto a la Silueta dura. La ecuacion de FS se diferencia de CS,
ya que FS es un promedio pesado de los valores de CS. El peso de cada término esta determinado por la
diferencia entre los dos mas grandes grados pertenencia del correspondiente objeto (el més grande
restandole el segundo méas grande). De esta manera, un objeto cerca de la vecindad de un centroide tiene
mas importancia que uno localizado en un &rea de solapamiento de grupos (donde los grados de
pertenencia de los objetos para dos 0 mas grupos son similares).

Una pregunta que puede surgir es, por qué no definir la silueta difusa como %Z?’:l(um - qu)a,

debido a que una buena particion difusa se espera que sea de tal manera que cada objeto tiene un alto
grado de pertenencia a un grupo difuso en especifico y bajos grados de pertenencia al resto de los
grupos. El problema es que este requisito puede ser facilmente alcanzado por un algoritmo de
agrupamiento difuso, incluso cuando el nimero de grupos difusos c, no es consecuente con la
distribucion espacial de los datos. Por ejemplo, cuando el nimero de grupos difusos es
inadecuadamente pequefio, el algoritmo puede asignar a un elemento dado, un alto grado de
pertenencia, incluso si este objeto no se encuentra cerca del centroide del grupo correspondiente. Este
problema se lleva a cabo principalmente porque, a diferencia de FS, el criterio que acabamos de
describir se basa Unicamente en la matriz de la particion difusa, ademés carece de una conexidn directa
con la informacién geométrica contenida en los propios elementos y en los centroides de los grupos.
Esta es la principal critica contra los criterios de validacion conocidos, basados Unicamente en la matriz
de la particion difusa, tales como el Coeficiente de la Particion (PC), la Entropia de la Particion (PE),
etc.

4.1.10 Medidas de similitud para conjuntos difusos [64]

El concepto de similitud es interpretado de diferentes formas, en dependencia del contexto donde se
utilice. La interpretacién de similitud en el lenguaje cotidiano es tener caracteristicas en comun.
Definamos la similitud para conjuntos difusos como el grado en que los conjuntos difusos son iguales.
Esta definicion esta relacionada a los conceptos representados por los conjuntos difusos.

Una medida de similitud pudiera ser definida como una funcion [64, 65] S: F(X) * F(X) — [0,1] ¥y
cumple las siguientes propiedades:

F(X) es el conjunto de todos los conjuntos difusos definidos sobre X y A, B, C € F(X).
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l.  S(A B) = S(B,A).
. S(4,4S) = 0.
H.  S(4,4) = 1.
IV.  monotonia:A € B < C,entonces S(A,B) = S(A,C)y S(B,C) = S(4,C).

Diferentes medidas de similitud han sido propuestas para conjuntos difusos, un estudio de algunas de
estas medidas puede ser encontrado en [66, 67]. En general, se pueden dividir en dos grandes grupos
[68]:

I.  Medidas de Similitud Geométricas.
Il.  Medidas de Similitud basadas en la Teoria de Conjuntos.

Medidas de similitud geométricas

El modo mas sencillo de calcular la similitud entre conjuntos difusos es basado en su distancia. Este
célculo se realiza en dos etapas: en la primera parte se obtiene la distancia entre los conjuntos difusos y
en la segunda se transformaria esta distancia calculada en una similitud.
Varias medidas de distancias han sido presentadas en la literatura. Entre las mas empleadas se
encuentran:
I.  Distancia de Hamming

dy(A,B) = D 1AGx) = B(x)l.
i=1

Il.  Distancia de Hamming Normalizada

1 n
dnn(4,B) = = ) |AGx) = B(x).
i=1

II. Distancia Euclidiana

dg = | Y (AG) - BG))’.
i=1

V. Distancia de Minkowski

S|

T

ar(A.B) = | Y 4G - BGl |, r=1.
i=1

La relacién entre la nocién de similitud y distancia ha sido expresada de distintas formas. Si d es una
medida de distancia entre los conjuntos difusos A y B sobre un universo X, en [69-71] se han
presentado las siguientes medidas de similitud, respectivamente:
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.  Koczy

1

S(A,B) :Hd—(A,B).

Il.  Williams y Steele
S(4,B) = e~ @d(4B)
donde a es un pardmetro.
I1l.  Sanitini

S(4B)=1-d,(A4,B), r=1,2,..,0.

Medidas de similitud basadas en la teoria de conjuntos

Las medidas de similitud basadas en la Teoria de Conjuntos, hacen hincapié en la intuicion de que el
grado de similitud debe tener en cuenta tanto el solapamiento de los conjuntos dados como la cantidad
de diferencias simétricas. Este tipo de medidas se basan en las operaciones de la Teoria de Conjuntos
como son la unién y la interseccion.

Si launion y la interseccion son modeladas por max y min y se define [-] como:

A[B= max[min(A(x), 1- B(x)), min(B(x),1 — A(x))]. (4.19)
Las siguientes son medidas de similitud basadas en la Teoria de Conjunto [72]:

. S(A,B)=1-|AB|.

|ANB|
|AUB|

Il. S(4,B) =
dadas:

reescribiendo esta funcidén en términos de las funciones de pertenencia

Z}l=1 min(uy;, ug;)

S(A,B) = .
}‘=1max(uAj,qu)

. S(A,B) = supyex A N B(x) = maxyex(min(uyj, ug;)) -

A partir de estas medidas de similitud se pueden conformar distintos indices de validacion que
midan, al igual que los indices definidos en esta seccion, ciertos criterios sobre las particiones difusas
como son compacidad, separacion, etc., pero en este caso basados en medidas de similitud. Un ejemplo
de este tipo de medidas de evaluacion se puede encontrar en [68].

4.2 Indices externos

4.2.1 Extension difusa del indice de Rand y otros indices relacionados
El indice de Rand [73] es muy sencillo e intuitivo, maneja dos matrices de particiones duras (R y Q)
sobre el mismo conjunto de datos. La particion de referencia R, codifica las etiquetas de las clases, es
decir, la particion de los datos en k clases conocidas. La particion Q, por su parte, particiona los datos
en v categorias o grupos, y es la que va a ser evaluada.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores, el indice de Rand se define como:
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a+d

IR=——M (4.20)
a+b+c+d
donde:

e a: Es el nimero de pares de objetos que pertenecen a la misma clase en R y al mismo grupo en
Q.

e b: Es el nimero de pares de objetos que pertenecen a la misma clase en R y a diferentes grupos
en Q.

e c: Es el nimero de pares de objetos que pertenecen a diferentes clases en R y al mismo grupo
enqQ.

e d: Es el nimero de pares de objetos que pertenecen a diferentes clases en R y a diferentes
grupos en Q.

Formulacién del indice de Rand basado en la teoria de conjuntos
Para la posterior extension difusa del indice de Rand, primero se va a definir el mismo basado en la
Teoria de Conjuntos, lo que permitird un mejor entendimiento de los analisis posteriores.
SeanV, X, Y y Z los siguientes conjuntos duros:
e V: Conjunto de pares de objetos que pertenecen a la misma clase en R.
e X: Conjunto de pares de objetos que pertenecen a diferentes clases en R.
e Y: Conjunto de pares de objetos que pertenecen al mismo grupo en Q.
e Z: Conjunto de pares de objetos que pertenecen a diferentes grupos en Q.
De las definiciones anteriores, se puede deducir que los términos individuales del indice de Rand se
pueden escribir de la siguiente forma:

a=|VnY]|.
b=|VnZ|.
c=|XnY].
d=|XnZ|.

Donde |.| y n son la cardinalidad y la interseccion de conjuntos, respectivamente. Luego, se puede
escribir en funcion de las clases y grupos, cada uno de los conjuntos V, X, Y y Z de la siguiente manera:

=

k
=1

U
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v

Z= U Zu1, .
I, =1
(L# Iy

Donde U representa la union para conjuntos:
e V;: Conjunto de pares de objetos que pertenecen a la i — ésima clase en R.
e X i,- Conjunto de pares de objetos que pertenecen a diferentes clases i, e i, en R, es decir,
un objeto pertenece a la clase i; y el otro a la clase i,. (i; # i)
e Y;: Conjunto de pares de objetos que pertenecen al [ — ésimo grupo en Q.
e Z;,1,: Conjunto de pares de objetos que pertenecen a diferentes grupos 1, y 1, en Q, es decir,
un objeto pertenece al grupo [; y el otro al grupo I,. (,; # [,)
Entonces, la alternativa equivalente al indice de Rand se logra simplemente sustituyendo las
variables a, b, cy d.

indice de rand difuso [74]

Sea Q una matriz de particion difusa (matriz de pertenencia U) resultado de algun algoritmo difuso de
agrupamiento. Entonces, una extension difusa del indice de Rand para la evaluacion de la exactitud de
Q con respecto a la particion R puede ser obtenida simplemente redefiniendo los conjuntos duros V, V;,
X, Xii,» Y, Y1, Z'y Z,,;,, de tal modo que |.|, Uy n se convierten en la cardinalidad, union e
interseccion de conjuntos difusos respectivamente. Notese que, puesto que las clases se conocen,
entonces R puede ser tratada como una matriz de particion dura. En aras de la comodidad, esta matriz
también serd tratada como una matriz de particion difusa.

A continuacién se redefiniran los conjuntos duros anteriores, como conjuntos difusos:

e V;: Conjunto difuso de los pares de objetos que pertenecen a la i — ésima clase en R. El
grado de pertenencia de cada par de objetos (o4, 0,) esta dado por el valor verdadero de la
siguiente proposicion: el objeto o, pertenece a la i-ésima clase y el objeto o, pertenece a la
i-ésima clase, que es, 1j,, t 7j,,, donde ¢ es una norma triangular (t — norma [64], por
ejemplo: minimo o producto) utilizada como conjuncion para describir el “y” de la
proposicion.

e X; i,- Conjunto difuso de los pares de objetos que pertenecen a diferentes clases i; y i, en
R. El grado de pertenencia de cada par de objetos (o4, 0,) estd dado por el valor verdadero
de la siguiente proposicion: el objeto o, pertenece a la clase i, y el objeto o, pertenece a la
clase iy, que es, 1, o, t 7,0,

e Y;: Conjunto difuso de los pares de objetos que pertenecen al [ — ésimo grupo de Q. El
grado de pertenencia de cada par de objetos (o4, 0,) estd dado por el valor verdadero de la
siguiente proposicion: el objeto o, pertenece al I-ésimo grupo y el objeto o, pertenece al I-
€simo grupo, que es, q;o, t qio,-

e 7, 1,> Conjunto difuso de los pares de objetos que pertenecen a diferentes grupos l; y I, en
Q. El grado de pertenencia de cada par de objetos (04, 0,) estd dado por el valor verdadero
de la siguiente proposicion: el objeto o, pertenece al grupo [, y el objeto o, pertenece al
grupo
lz, que s, ‘hlol t quOZ'

e V: Conjunto difuso de pares de objetos que pertenecen a la misma clase en R. El grado de
pertenencia de cada par de objetos (o4, 0,) esta dado por el valor verdadero de la siguiente
proposicion: (el objeto o, pertenece a la clase 1 y el objeto o, pertenece a la clase 1) o (el
objeto o, pertenece a la clase 2 y el objeto o, pertenece a la clase 2), etc, que es:
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(ri01 t rioz) ’
1

I v =

V(04,0,) = (7‘101 t 7’102)5 ...s(rko1 t rkOZ) 2
[

donde s es una co — norma triangular (s — norma [64], ejemplo: méaximo).

e X: Conjunto difuso de pares de objetos que pertenecen a diferentes clases en R. El grado de
pertenencia de cada par de objetos (o4, 0,) esta dado por el valor verdadero de la disyuncion
de las siguientes proposiciones: el objeto o, pertenece a la clase i, y el objeto o, pertenece
alaclasei,, paraiy, i, =1,...,k coni, # i,, que es:

k

S
X(oll 02) = 1:1’ i2 = 1(ri101 trlz 02) -
(iy # iy
e Y: Conjunto difuso de pares de objetos que pertenecen al mismo grupo en Q. El grado de
pertenencia de cada par de objetos (o4, 0,) esta dado por el valor verdadero de la siguiente

proposicion: (el objeto o, pertenece al grupo 1y el objeto o, pertenece al grupo 1) o (el objeto
0, pertenece al grupo 2 y el objeto o, pertenece al grupo 2), etc, que es:

v
Y(ol'oz) = l S (QZ01 t qloz)-
=1

e Z: Conjunto difuso de pares de objetos que pertenecen a diferentes grupos en Q. El grado de
pertenencia de cada par de objetos (o4, 0,) esta dado por el valor verdadero de la disyuncién de
las siguientes proposiciones: el objeto o, pertenece al grupo [; y el objeto o, pertenece al
grupo l,, paraly,l, =1,..,vconly #1,, quees:

v

S
Z(04,07) = L, I, = 1(QI101 tqu, 02)-
(= b)

Ahora, dado que la interseccion de dos conjuntos difusos es generalmente computada utilizando una
t —norma como conjuncién y la cardinalidad de un conjunto difuso estd dada por la suma de sus
valores de pertenencia, se infiere directamente de las definiciones anteriores que:

02-1 N

vyl = z z V(01,0,) t Y(0y,0,).

01=10,=2

02-1 N

vzl = Z Z V(0y,0,) t Z(0y,04).

01:1 02:2
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02-1 N

IXny|= z z X(0,0,) £ Y(01,0,).

01=10,=2

02-1 N

XNzl = Z Z X(0y,0,) t Z(04,0,) .

01:1 02:2

Se puede apreciar que V(o4,0,) Y V(0,,04) se refiere al mismo elemento del conjunto difuso V, ya
que (01,02) Y (04,07) €s el mismo par de objetos. Ocurre lo mismo con los conjuntos difusos X, Yy Z.
Por esta razon, en las sumatorias se cumple que: 0; < o0,.

Debido a la construccién de esta extension del indice, el indice de Rand original es un caso particular
de este indice.

Dado que la cardinalidad de un conjunto difuso es siempre un nimero no negativo, entonces se
deduce que el indice de Rand difuso mantiene la propiedad fundamental de la normalidad, es decir,
IR € [0,1]. Sin embargo, Q = R (la particion a evaluar coincide exactamente con la particion de
referencia) no es una condicion necesaria y suficiente para que IR = 1. Sigue siendo necesaria, pero la
suficiencia se garantiza solamente si la particion de referencia R es una particion dura. Esto tiene poco
impacto en la utilidad practica del indice de Rand Difuso puesto que la particidn de referencia debe ser
siempre dura.

El indice de Rand difuso no estd asociado a ningln caso particular o algoritmo de agrupamiento
difuso. En efecto, el dnico requerimiento es que el algoritmo produzca como salida una particion difusa
Q de los datos, cuyos elementos: g;; € [0, 1].

indices relacionados

Existe una gran variedad de indices que utilizan los mismos términos que el indice de Rand (a, b, ¢, d).
Para estos indices también es valida la extension descrita anteriormente. Entre estos indices externos se
encuentran; indice de Rand Ajustado [75], Coeficiente de Jaccard [76, 77], indice de Fowlkes-Mallows
[78], entre otros.

4.2.2 Un nuevo indice de Rand [79]
A continuacién nos centraremos en el indice de Rand, visto como una funcién de distancia. Gracias a la
transformacion afin D = 1 — R, todos los resultados pueden ser transformados directamente, segin la
concepciodn inicial del indice de Rand como una medida de similitud.

Dado una particién difusa U de X, cada elemento x € X puede ser caracterizado mediante su vector
de pertenencia:

M(x) = (Uyy, Uy, -, Uey) € [0,1]6,

donde u;;, es el grado de pertenencia del elemento k al i — ésimo grupo. A continuacion se define una
relacion de equivalencia difusa sobre X en términos de una medida de similitud sobre los vectores de
pertenencia asociados a cada elemento.

Ep(x,x") =1—|IM(x) —ME)I,

donde ||. ]| es una distancia sobre [0, 1]¢. El Unico requisito que debe cumplir esta distancia es que sus
valores se encuentren en el intervalo [0, 1].
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Dado dos particiones difusas P y Q, la idea es generalizar el concepto de concordancia como sigue.
Se considera que x y x' son concordantes en la medida en que P y Q coinciden en su grado de
concordancia. El grado de concordancia se define como:

1-— |Ep(x,x’) — EQ(x,x’)| € [0,1].
Anélogamente, el grado de discordancia es:
|Ep(x,x’) —Eq(x,x"). |

La medida de distancia sobre particiones difusas es definida entonces por la suma normalizada de los
grados de discordancia:

z:(x,x’),|Ep(x'x’)_l:“Q(x'x,)l
d(P, Q) — _xx'ex

n(n-1)/2

De igual modo,

1—d(P,Q).

corresponde al grado de concordancia normalizado y ademas es una generalizacién directa del indice de
Rand original [73].

5 Conclusiones

Los algoritmos de agrupamiento difuso son una alternativa a la clasificacion no supervisada o
agrupamiento. La gran cantidad de aplicaciones de los métodos de clasificacion no supervisada en
diferentes campos de investigacion, hace que el estudio de los métodos de agrupamiento difuso sea de
gran interés, como una nueva variante para enfrentar con mayor exactitud los problemas de
clasificacion.

El tema del agrupamiento difuso como se pudo observar, tiene un gran impacto en la actualidad,
debido principalmente a su capacidad de revelar estructuraciones de los datos mas préximas a la
realidad en muchos casos. Ademas, se puede decir que por la filosofia que aplican estos métodos, de
descubrir conjuntos difusos, permite la existencia de un margen de error en cuanto a la cantidad de
conjuntos difusos descubiertos con relacion a la cantidad exacta de grupos que subyacen de los datos. A
lo largo del trabajo se aprecia que la gran mayoria de los algoritmos de agrupamiento difuso poseen
parametros en su propia definicion asi como en algunos casos una fase de inicializacion, lo que
complica el proceso de agrupamiento y puede conllevar a posibles errores que de cierta forma influirian
en el agrupamiento final. En algunos casos es necesario introducir el grado difuso de la particién (m), la
medida de distancia a utilizar, etc., por lo que se recomienda al igual que en el agrupamiento clasico, un
estudio mas profundo del problema a resolver que posibilite mejores resultados. Otro aspecto a destacar
es que una gran cantidad de métodos difusos estan basados en funciones objetivo, por lo que en estos
casos la optimizacién puede ser un proceso que influya grandemente en el resultado final.

En nuestra opinién no se ha estudiado con gran profundidad la difusificacion de particiones duras,
aprovechando las propiedades de la matriz producida por un algoritmo de agrupamiento particional,
conjuntamente con las propiedades de los datos, las similitudes entre ellos, etc.

En el caso de los indices de validacion para particiones difusas, se puede concluir que se han
desarrollado una gran cantidad de indices internos, pero no pasa lo mismo con los indices externos que
han sido poco abordados y como muestra de esto es su reciente aparicion. Desde nuestro punto de vista
se hace necesario el desarrollo de nuevos indices externos, que permitan la comparacion entre
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particiones difusas, ayudando a fundamentar las experimentaciones y como punto de partida para un
posible proceso de combinacion de particiones difusas. Ademas intentaremos proponer nuevos indices
para la validacion de particiones difusas. Otro punto importante a destacar sobre la novedad de los
indices de validacion externos es que se puede proponer el desarrollo de nuevos indices basados en
medidas de similitud para conjuntos difusos 0 mediante la extension de indices ya existentes para
particiones duras.

Por los problemas anteriormente mencionados, se hace necesario el estudio de métodos de
combinacion de agrupamientos difusos que a su vez permitan suprimir posibles errores como
consecuencia de utilizar un método de agrupamiento difuso en particular. En este sentido centraremos
nuestros trabajos futuros como forma de complementar todo lo relacionado con el amplio tema de las
particiones difusas.
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