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SINTESIS

En esta tesis se investiga el problema de la calibracion estadistica, motivado por la
solucién de problemas de calibracién con datos provenientes del anéalisis quimico ins-
trumental como es el caso de los datos espectroscopicos, cromatogréficos, entre otros.
Se desarrollan nuevos métodos de calibracion para diferentes espacios muestrales: uni-
variados, multivariados y funcionales. En particular, para la calibraciéon univariada
lineal, se propone un enfoque predictivo no Bayesiano que mitiga algunas de las limi-
taciones de los enfoques frecuentistas existentes, como son: la obtenciéon tnicamente
de estimaciones puntuales y estimadores con propiedades estadisticas indeseables o
virtudes s6lo fundamentadas asintéticamente. También se estudian algunas propie-
dades del estimador derivado. Para datos multivariados, se introduce el uso de las
Maquinas de Vectores Relevantes para Regresion en la solucion de problemas de cali-
bracion. Por ultimo, para la calibraciéon con datos funcionales, se propone un método
de regresion no paramétrico ralo que consiste en la extension de las Maquinas de
Vectores Soportes a datos funcionales, junto a una nueva clase de funciones ntcleos,
apropiada para este tipo de dato. Ademas, se desarrolla un nuevo método no para-
métrico de regresion inversa basado en la densidad, que ofrece ventajas con respecto
a los métodos de regresion inversa funcional y otros no paramétricos reportados en la
literatura. El comportamiento de todos los enfoques propuestos se ilustra a través de

estudios de simulacion o la aplicacién a datos reales.
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INTRODUCCION

La calibracion estadistica ha sido estudiada durante décadas [69] y encuentra mil-
tiples aplicaciones en areas como la instrumentacion, la farmacologia y la quimiome-
tria [11, 61, 63, 103]. El problema de la calibracion estadistica puede describirse de la
siguiente forma: una variable aleatoria observable Y esta relacionada con una variable
de interés X de acuerdo con un modelo estadistico especificado por una funcién de
densidad de probabilidad condicional f(+; X, @), la cual depende ademés de un paréa-
metro desconocido 8. Se dispone de una muestra D de observaciones independientes
(X1, 41)s ey (T, yn) de (X,Y), conocida como muestra de calibracion. Dada una ob-
servacion nueva (o futura) yo de Y que corresponde a un valor desconocido zy de X,
el problema de calibracién consiste en hacer inferencia estadistica sobre xy sobre la
base del modelo estadistico dado, de los datos previos D y de la nueva observacion
Yo-

La motivacion de esta tesis lo constituye la soluciéon de problemas de calibra-
cion con datos provenientes del analisis quimico instrumental (e.g., espectroscopicos,
cromatograficos, entre otros) [63]. Los quimicos usualmente desean estudiar la com-
posicion quimica X de una mezcla (i.e., una combinacion de concentraciones de com-
puestos) a partir de mediciones espectrales Y realizadas a la misma (e.g., espectro de
absorbancia de la luz a diferentes longitudes de onda). En este contexto, la densidad
condicional f(-; X, 0) representa el proceso fisico de generacion de los datos en el
cual el espectro Y medido por el instrumento esta determinado por las concentracio-
nes X de los compuestos presentes en la mezcla. El problema de calibracion consiste
entonces en: dada una observacion de un espectro gy, correspondiente a una mezcla
nueva, estimar su composicion quimica x, sobre la base de observaciones (pasadas) de

composiciones quimicas y espectros (z;,y;),7 = 1,...n, en la muestra de calibracion.

En lo adelante, se restringe la atencion al caso en que la variable de interés X en la
calibracion es una variable con valores en los reales (e.g., la concentracion de un solo

compuesto a determinar). Pero atn con esta simplificacion, desde el punto de vista
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4 INTRODUCCION

estadistico, la problematica de la calibracién es notablemente variada y multifacética.

Esto se debe principalmente a los siguientes aspectos:

1. En general, la observacion Y puede tomar valores en distintos tipos de espacios
muestrales ). Especificamente, puede ser un dato univariado Y € R (e.g., valor
de absorbancia a una frecuencia especifica del espectro), un dato multivariado
Y € R? (e.g., vector de valores de absorbancia en miuiltiples frecuencias) o un
dato funcional Y € Ls ([a,b]) (e.g., funcion de absorbancia en un intervalo de

frecuencias de interés).

2. Los valores x; de la variable X en la muestra de calibraciéon se pueden fijar en
el diseno por el investigador (situacion conocida como calibracion controlada)
o pueden constituir una muestra aleatoria obtenida bajo determinadas condi-
ciones (situacion llamada calibracion aleatoria o natural) |69]. En el caso de la
calibracion natural se sobrentiende que los valores futuros X, de la variable X
tienen la misma distribucion f (x) que los valores x; en la muestra de calibra-
cion, por lo cual resulta apropiado considerar un criterio de riesgo Bayesiano
R()?O) = El( X, )A(o) para evaluar la calidad de una propuesta de estimador Xo,
segin una funciéon de pérdida [ especificada por el investigador; e.g., el riesgo
Bayesiano cuadratico R(Xo) = E(X, — Xo)2. Nétese que aqui el valor esperado
se toma no sélo con respecto a la distribucién condicional de la observacion Y
segin el modelo f(+; Xy, 0), sino también con respecto a la distribucion f (x)
de Xy. Por el contrario, en el caso de la calibraciéon controlada, los valores fu-
turos Xy de la variable X no necesariamente siguen la misma distribucién que
en la muestra de calibracion, por tanto, un criterio de riesgo no Bayesiano es
mas adecuado. En dependencia de la situaciéon practica, se utilizan diversos
criterios Bayesianos y no Bayesianos para evaluar los métodos estadisticos de

calibracion.

3. La dependencia entre las variables X y Y puede ser lineal o no lineal.

Ante esta variada problemaética se han elaborado diversos enfoques. A continuacion
se hard una revision de los principales de ellos, y se destacardn los problemas de
investigacion abiertos que constituyen motivaciones de los objetivos de este trabajo
de tesis.

Para el problema de la calibracion univariada lineal los enfoques propuestos pue-

den agruparse en tres clases fundamentales:
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a)

Estimador mdximo verosimil o estimador cldsico

El método de méxima verosimilitud para estimar los parametros 6 y x, conduce al
llamado estimador clasico Z¢ de g introducido por Eisenhart [24]. Este estimador
presenta algunas propiedades favorables como son: ser consistente y que su error
cuadratico medio asintotico es constante en todo el rango de posibles valores de
[4]. Sin embargo, se ha criticado grandemente debido a que no tiene momentos fi-
nitos y por tanto, su error cuadratico medio (M SE, del inglés Mean Square Error)
es infinito [104].

Estimadores Bayesianos

Como alternativas al estimador clasico, se han propuesto varios estimadores que
pueden justificarse desde una perspectiva Bayesiana. Uno de ellos es el estimador
inverso Z; introducido por Krutchkoff [52, 53| que se obtiene como un estimador
Bayesiano bajo distribuciones a priori no informativas [1] y, alternativamente, mi-
nimizando (sobre cierta clase de estimadores lineales) versiones empiricas del riesgo

Bayesiano, como son el criterio de validacion cruzada [71] o el error compuesto [60].

Varios estimadores se reducen o son muy similares al estimador inverso bajo ciertas
condiciones. Este es el caso de los estimadores propuestos por Halperin [36] y
Hagwood [35]. Algunos estudios tedricos y de simulaciones publicados comparan
el estimador clasico y el inverso teniendo en cuenta varios criterios [4, 16, 17, 51,
52, 53, 60, 84, 93, 99, 104]. De estas comparaciones se concluye que el estimador
clasico, en comparacion con el inverso, muestra mejor comportamiento para la
extrapolaciéon y peor comportamiento para la interpolacion; el estimador T es
consistente, mientras que Z; no lo es; a diferencia de Z¢, los momentos de Z; y
por tanto su M SE son finitos; ademas, en situaciones en que la razoén senal-ruido
es pequenia, el comportamiento de T se deteriora de manera mas dréstica que el

de /IE\[.

Estimadores basados en correcciones asintoticas del estimador cldsico

En la literatura se recogen correcciones o modificaciones al estimador clasico. Al-
gunas de ellas consisten en sumas ponderadas de estimadores, como es el caso de
los estimadores de Ali y Singh [2] y de Srivastava y Singh [87]. Otro caso es el
estimador de Naszodi [68], el cual garantiza insesgadez asintotica hasta el orden
1/n.
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De lo anterior se deriva que, hasta el momento, los enfoques no Bayesianos existen-

tes para el problema de la calibracién univariada lineal presentan varias limitaciones:

) Poseen propiedades estadisticas marcadamente indeseables (como el estimador
clasico) o tienen virtudes sélo fundamentadas por consideraciones asintéticas,

no validas para muestras finitas.

IT) Solo brindan estimaciones puntuales y en ocasiones por intervalos, pero no otras
formas de inferencia estadistica como las basadas en la exploracion de la forma

de la funcion de verosimilitud.

Por tanto, la elaboracion de un enfoque no Bayesiano (frecuentista) para la cali-

bracion univariada lineal que supere estas deficiencias constituye un problema abierto.

Y

Para el problema de la calibracion multivariada (i.e., cuando se tiene dato vectorial

€ RY) se ha propuesto una gran variedad de métodos. Estos, en su mayorfa, estan

orientados a minimizar el riesgo Bayesiano y pueden agruparse en tres grandes clases:

a)

Meétodos de calibracion multivariada lineales.

El estimador clasico de Eisenhart [24]| se generaliza al caso multivariado [10],
el cual puede obtenerse ademas, siguiendo el enfoque de verosimilitud bajo el
supuesto de normalidad. Se ha propuesto otra variedad de estimadores lineales
de zy que intenta aproximar el valor esperado condicional E(X ), como es
el caso de la generalizacion multivariada del estimador inverso [10]. Una dificul-
tad que enfrentan los predictores lineales es la alta dimension y la colinealidad
de las variables debido a la alta dimension en Y, especialmente en las aplica-
ciones en espectrometria. Varios métodos se han desarrollado para mitigar esta
dificultad. Entre lo mas usados se encuentran: la Regresion Ridge (RR, del in-

glés Ridge Regression) [49, 50|, la Regresion por Componentes Principales (PCR,

del inglés Principal Component Regression) [64], los Minimos Cuadrados Parcia-
les (PLS, del inglés Partial Least Squares) [39, 40, 108, 106, 107|, y la Regresion
Continua (CR, del inglés Continuum Regression) [32, 38, 88, 89|.

M¢étodos de calibracion multivariada no paramétricos.

Una desventaja de los predictores lineales es que no siempre pueden mode-
lar las no linealidades existentes entre las variables X y Y. Motivado por
esto, se han propuesto varios métodos no paramétricos para el problema de

calibracion. Entre ellos se encuentran las Redes Neuronales (NN, del inglés
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Neural Networks) [6], los estimadores de Nucleos de Nadaraya-Watson (NWK,
del inglés Nadaraya-Watson Kernel) [67], las Funciones de Bases Radiales (del in-

glés, Radial Basis Functions) [102], los Minimos Cuadrados Parciales con Nucleo
(KPLS, del inglés Kernel Partial Least Squares) [78|, las Maquinas de Vectores
Soportes (SVR, del inglés Support Vector Regression) [3, 19, 82, 85, 94, 100] y
las Méaquinas de Vectores Soportes de Minimos Cuadrados (LSSVM, del inglés

Least Square Support Vector Machines) [95, 90|, entre otros.

c) Métodos de regresion inversa

Una metodologia semi-paramétrica para la calibraciéon multivariada denominada

Regresion Inversa Partida (SIR, del inglés Sliced Inverse Regression) fue introdu-

cida por Li [57]. SIR es un método de reduccién de dimension que supone que
toda la informacién en Y acerca de X puede obtenerse a través de su proyeccion
en un subespacio de menor dimensién. La estimacion del modelo se lleva a cabo
mediante la estimacion de la funcion de regresion inversa E(Y /X)) la cual, bajo
ciertos supuestos, subyace en dicho subespacio. Una aplicacion del método SIR
en la soluciéon de un problema de calibracién en la industria del petroleo puede

encontrarse en el trabajo publicado por Hernandez y col. [48].

A pesar de contar con todos estos enfoques no paramétricos multivariados, atn
no se ha explorado la utilidad del método Maquinas de Vectores Relevantes para Re-

gresion (RVMR, del inglés Relevance Vector Machines Regression) [97] en la solucion

de problemas de calibracion. El método RVMR resulta promisorio en este contexto
porque ofrece una soluciéon Bayesiana, permite el uso de funciones bases arbitrarias,
no necesita ajustar muchos hiperparametros (i.e., parametros de control especificados
por el investigador) y conduce a soluciones ralas (6 sparse en inglés; i.e., estimaciones
dependientes de un gran niimero de parametros pero muchos de ellos resultan tener
valor cero). Por tanto, un problema abierto de interés es evaluar las posibles bondades
del enfoque RVMR en la soluciéon de problemas de calibraciéon multivariada con datos
reales.

Otro aspecto interesante a considerar es que como consecuencia del desarrollo
vertiginoso de los instrumentos de medicion, los cuales proveen una gran cantidad de
datos como funciones digitalizadas de alta resoluciéon, la observacion Y suele repre-
sentar una discretizacion de una funcion, lo cual no es considerado por los enfoques
multivariados. Esto ha provocado que el Analisis de Datos Funcionales (FDA, del

inglés Functional Data Analysis) |27, 76] se haya convertido en un campo de cre-
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ciente investigacion para la solucion de problemas de calibracion. En el contexto del

FDA, cada dato individual se trata como una tunica entidad, descrita por una fun-

cion continua que toma valores en los ntimeros reales, en lugar de por un vector de

dimension finita. Por tanto, los datos funcionales se consideran elementos en espacios

de dimension infinita, tipicamente espacios de Hilbert Y (e.g., Y = Ls[a, b]).

Hasta este momento, los métodos empleados para el problema de calibracion con

datos funcionales han estado orientados a aproximar la funcion de regresion (y) =

E(X Y =y), i.e. a minimizar el riesgo Bayesiano cuadratico. Estos enfoques pueden

ser clasificados en tres familias fundamentales:

a)

Métodos de calibracion funcionales lineales

Los primeros trabajos sobre calibracion con datos funcionales estuvieron enfocados
a modelos de regresion donde la funcion de regresion v tiene forma lineal. Una
revision de los enfoques para estimar este modelo puede encontrarse en [76]; ver
también [12, 13, 15, 18, 38, 62, 74].

M¢étodos de calibracion funcionales no paramétricos

Una desventaja de los métodos lineales es que no pueden tratar las dependencias
no lineales entre el predictor y la variable respuesta. Para superar esto, se han

propuesto varios métodos no paramétricos.

Un primer enfoque, introducido por Ferraty y Vieu [27], es el uso de estimadores
de nucleo para la regresion funcional. Este tipo de estimadores ofrece una gran
flexibilidad para ajustar modelos no lineales. Sin embargo, sus propiedades de
consistencia se han demostrado sélo para clases restringidas de nicleos, como son
los de Tipos I y II, definidos en [27]. Ademaés, la seleccion del valor del pardmetro
de ancho o escala del nucleo, constituye un problema dificil en el contexto del

FDA, que ain es tema de investigacion.

Otra clase de estimadores de regresion no paramétricos son las redes neuronales
funcionales propuestas por Rossi y col. [79]. Este enfoque tiene la propiedad de
aproximacion universal, pero tiene el inconveniente de que depende de un gran
nimero de parametros cuya estimacion conduce a problemas de multiples mini-
mos locales. Ademés, debe ajustarse el nimero de neuronas (arquitectura de la
red), lo cual es una tarea computacionalmente dificil. En esta misma direccién, se

introdujeron versiones funcionales de las redes neuronales con bases radiales [80].

El marco general de aproximacion de funciones en Espacios de Hilbert con Nicleos

Reproductores (RKHS, del inglés Reproducing Kernel Hilbert Spaces) también se
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ha usado |73] para introducir estimadores de regresion para datos funcionales, en

particular, extensiones a datos funcionales de las funciones de bases radiales.

Una ventaja importante del enfoque de aproximacion de funciones en RKHS es
que el estimador resultante es lineal en los pardmetros a estimar; por tanto, su
calculo se reduce a resolver un problema algebraico lineal. Sin embargo, a diferen-
cia de los métodos estandares para aproximar funciones multivariadas en RKHS
(e.g., splines multivariados y funciones de bases radiales multivariadas como los

thin-plate splines), en el contexto del FDA, atn no se han definido las propiedades

de suavidad del estimador de la funcién de regresion como un funcional en RKHS.
Por tanto, la seleccion de ntucleos y funciones de bases radiales adecuados segtin

los criterios de suavidad es todavia un problema abierto.

Otro método de regresion funcional no paramétrico introducido recientemente es
la regresion usando k-vecinos més cercanos. Tanto su consistencia, como su razén

de convergencia se han estudiado [5, 56.

M¢étodos de Regresion Inversa Funcional

Recientemente, se introdujo una metodologia alternativa que puede interpretarse
como un compromiso entre los métodos paramétricos restrictivos (e.g., regresion
lineal) y los no paramétricos (e.g., basados en nicleos). Este enfoque se conoce

como Regresion Inversa Funcional (FIR, del inglés Functional Inverse Regression)

[21, 29, 30|, y constituye la version funcional del método SIR, propuesto para
modelos de regresion multivariados [57]. FIR supone que toda la informacion en
Y acerca de X puede obtenerse a través de su proyecciéon en un subespacio de
dimension finita denominado espacio de reduccion efectiva de la dimension. La
estimacion de este modelo se lleva a cabo mediante la estimacion de la funciéon de
regresion inversa E(Y /X). Para ello, este método requiere de algunas restricciones

en la distribucion de Y (e.g., que Y tenga una distribucion eliptica).

A pesar del creciente trabajo en el campo funcional, subsisten varios problemas

abiertos. Uno de ellos es que ninguno de los métodos no paramétricos existentes

conduce a la reducciéon de la dimension. En este sentido resulta interesante explo-

rar las posibilidades de extender el enfoque de Méaquinas de vectores soportes, una

bien conocida técnica de reducciéon de la dimension para datos multivariados, a datos

funcionales. Otro problema abierto es que ninguno de los métodos no paramétricos

funcionales existentes hacen completo uso de la densidad condicional f(-; X, @), es
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decir, no incorporan una exhaustiva informacién del modelo, que en el caso de es-
pectrometria, es el mecanismo fisico generador de los datos. El método FIR solo usa
informacioén parcial (momentos de segundo orden) del modelo y, ademés, impone
restricciones fuertes en la distribuciéon de Y.

El objetivo general del presente trabajo de tesis es desarrollar nuevos métodos
de calibraciéon para datos con valores en diversos espacios muestrales, univariados,
multivariados y funcionales que mitiguen algunas de las deficiencias de los enfoques

existentes. Para ello se proponen los siguientes objetivos especificos:

1. Elaborar un enfoque predictivo no Bayesiano (frecuentista) para la calibracion
univariada lineal que brinde estimadores con buenas propiedades, tanto asin-
toticas como para muestras finitas, y que ademas de estimaciones puntuales,
permita explorar las verosimilitudes de los posibles valores del pardmetro de

interés mediante una verosimilitud predictiva.

2. Evaluar la utilidad del enfoque de Maquinas de vectores relevantes para proble-
mas de calibracion multivariada, y explorar su comportamiento en datos reales

de espectrometria.

3. Extender el método Méaquinas de vectores soportes a datos funcionales para su

aplicacion a problemas de calibracién con datos funcionales.

4. Elaborar un método de regresion inversa para datos funcionales que haga com-
pleto uso de la densidad condicional asociada al modelo de calibraciéon, que no
requiera de supuestos tan restrictivos en comparaciéon con el método FIR y sea

computacionalmente simple.

La tesis esta estructurada en introduccién, cuatro capitulos, conclusiones, reco-
mendaciones y anexos.

En el Capitulo 1 se desarrolla un nuevo enfoque predictivo no Bayesiano (fre-
cuentista) para la calibracién univariada lineal. El mismo comienza con una revision
detallada de los principales métodos que se han desarrollado hasta el momento en esta
tematica. La nueva propuesta que se presenta en este capitulo supera las deficiencias
del enfoque clasico (de verosimilitud). De forma similar a los métodos Bayesianos (y
contrariamente al estimador clésico) tiene en consideracion (a través de la construc-
cion de una densidad predictiva) la incertidumbre estadistica sobre los parametros
del modelo. Brinda no sélo un estimador puntual Zp de xg, sino que ademas permite

explorar la verosimilitud (predictiva) para cualquier valor posible de zy. A diferencia
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de los métodos Bayesianos (y al igual que el clasico), no requiere de especificaciones
de distribuciones a priori para los parametros del modelo, ni tampoco que los pun-
tos de diseno x1,xs,...,x, y el nuevo punto xy sean generados por una densidad de
probabilidad comun, lo cual lo hace un enfoque potencialmente 1til para los casos de
calibracion controlada, donde el problema de calibracién pueda involucrar extrapola-
cién. Ademas, se estudian algunas propiedades del estimador como son la finitud de
sus momentos, su consistencia y otras propiedades asintoticas. Finalmente, se mues-
tran los resultados de un estudio de simulaciéon donde se explora el comportamiento de
la nueva propuesta, asi como su comparacioén con algunos de los métodos reportados
en la literatura. Los resultados expuestos en este capitulo se encuentran aceptados

para publicar en [42].

En el Capitulo 2 se aplican por primera vez las Maquinas de vectores relevantes
para el problema de la calibraciéon multivariada. Este comienza con una breve des-
cripcion de los métodos disponibles para la calibracion multivariada, sus ventajas y
limitaciones. Luego se expone el marco tedrico de las RVMR, y finalmente se hace un
estudio de su comportamiento en tres conjuntos de datos reales de espectrometria.

Los resultados expuestos se encuentran publicados en [47, 72].

El Capitulo 3 se dedica a la extension del método Méaquinas de vectores soportes a
datos funcionales, que da lugar a un nuevo método denominado Maquinas de Vecto-

res Soportes Funcionales (FSVR, del inglés Functional Support Vector Regression).

Esta nueva propuesta, a diferencia de los métodos no paramétricos existentes, con-
duce a la reduccion de la dimensiéon y no requiere supuestos tan restrictivos como
los del método FIR, enfoque semi-paramétrico que conduce también a la reduccion
de la dimension. El capitulo se inicia con una revision detallada de los principales
métodos desarrollados en la tematica, y se precisan sus ventajas y desventajas. Se
presenta la fundamentacion teérica del método en el marco de la aproximacion de
funciones en RKHS, asi como una nueva clase de funciones ntcleos aplicable a datos
funcionales. Finalmente se evaltia su comportamiento en un conjunto de datos reales

de espectrometria. Los resultados presentados se publicaron en [41, 46].

En el Capitulo 4 se elabora un método de regresion inversa para datos funcionales
aplicable a la calibracion funcional. La nueva propuesta incorpora informacién sobre el
modelo fisico generador de los datos y no requiere supuestos tan restrictivos como los
de FIR. Esta propuesta se denomina Regresion Inversa Basada en la Densidad (DBIR,

del inglés Density-Based Inverse Regression). DBIR, al igual que otros enfoques no

paramétricos, permite estimar funciones de regresiéon no lineales. Este método requie-
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re estimar el modelo inverso (como sucede en FIR), lo cual se lleva a cabo usando un
método de regresion no paramétrico. Pero contrariamente a los métodos de regresion
no paramétricos usuales en el FDA, esta funcion esta definida en los reales (y no
sobre un espacio de Hilbert de dimension infinita), por lo que la tarea de estimacion
es mas facil, al igual que la seleccion de los posibles hiperpardmetros involucrados
en este proceso. Ademés, no requiere estimar un nimero grande de pardmetros como
es el caso de las redes neuronales funcionales. Por tanto, la nueva propuesta es com-
putacionalmente facil de implementar. A diferencia del enfoque FIR, son necesarios
pocos supuestos: en particular, la funciéon de regresiéon no necesita ser funcion de un
numero finito de proyecciones, tampoco Y tiene que seguir una distribucion eliptica
(o cualquier otra distribuciéon) y no requiere el ultimo paso de estimacién no para-
métrica multivariada que se requiere en FIR. Su comportamiento se explora a través
de un estudio de simulaciones y su aplicacion se ilustra a través de un conjunto de
datos reales de espectrometria. Parte de los resultados de este capitulo se encuentran

aceptados para su publicacion en [43] y otros estan enviados a publicar [44].



Capitulo 1

UN ENFOQUE PREDICTIVO NO
BAYESIANO PARA LA
CALIBRACION UNIVARIADA

1.1. Revision de los enfoques previos

En este capitulo se trata el caso en que la variable Y involucrada en el problema
de calibracion descrito en la Introduccién toma valores en los reales, es decir, la

calibraciéon univariada.

Sea D una muestra de observaciones independientes (1, 41), ..., (Tp, yn) de (X,Y)
(muestra de calibraciéon) y y, una nueva observacion de Y que corresponde a un
valor desconocido xy de X. Si z( estd dentro del rango de los datos de calibracion
(21, ..., T,), se dice que el problema de calibracion es un problema de interpolacion; de
lo contrario, se dice que es un problema de extrapolacion. En algunos experimentos,
se tienen varias observaciones o1, ..., Yom (m > 1) de Y que corresponden al mismo
valor desconocido xg de X. En este capitulo se hace énfasis en el caso en que sblo se
obtiene una nueva observacion yo = yo; (i-e., m = 1). Ademas, se restringe la atencion
a situaciones en que los valores z; de la variable X en la muestra de calibracion se
fijan por el investigador (i.e., experimentos controlados). De manera mas especifica, se
supone que el modelo estadistico f (-; X, @) es un modelo de regresion lineal univariado

Gaussiano:
Y =a+ (X +e, (1.1)

donde la perturbacion € tiene una distribucién normal N (0,02), y el vector (fila) de

13
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parametros desconocidos es 8 = («, 3, 0?).

Para este problema de calibracién se han propuesto varios enfoques, los cuales

pueden ser agrupados en tres clases fundamentales:

a)

Estimador mdzximo verosimil o estimador cldsico

Al aplicar el método de méaxima verosimilitud para estimar los parametros des-
conocidos 0 y xy se obtiene lo que se conoce como estimador clasico T¢ de o,

introducido por Eisenhart [24]:

>
Ned
S
[N
| —

fo="— =T+ =(y —7), (1.2)

X
=

donde &, 3 son las estimaciones maximo verosimiles (i.e., de minimos cuadrados)
de los coeficientes de regresion «, 3 a partir de los datos D, y Z,% son los valores
de las medias de z; y y; (i = 1,...,n), respectivamente. El estimador Z¢ puede
obtenerse también invirtiendo la recta de regresion ajustada yo = & + on con
respecto a xg. Si se tuvieran varias observaciones futuras yo1, ..., Yom (m > 1) de
Y, entonces Z¢ se define reemplazando yo en la expresion (1.2) por el valor de la

media yO de Yoiy -+ Yom -

Es conocido que el estimador clésico es consistente; i.e., T¢ converge a xy cuando n
y m tienden a infinito. También, su error cuadratico medio asintético es la funciéon
constante 0//3? en todo el rango de posibles valores de zg [4]. Sin embargo, este
estimador ha sido muy criticado porque no tiene momentos finitos, y por tanto su

error cuadréatico medio es infinito [105].

Estimadores Bayesianos

Como alternativas al estimador clésico, se ha propuesto un nimero de estimadores
que pueden justificarse desde una perspectiva Bayesiana. En particular, este es
el caso del estimador inverso Z; propuesto por Krutchkoff [52, 53]. Krutchkoff
construyo este estimador considerando el modelo de regresion lineal de X como
funcion de Y (i.e., la regresion “inversa” en comparacion con hacer la regresion de
Y versus X), es decir

X =v+0Y 41,

calculd las estimaciones por minimos cuadrados 7 y 5 de los coeficientes vy de

este modelo, y evalu6 la recta de regresion en Y = y, para obtener

B =4+ dyo.
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Esto puede expresarse también como

o 3 _
B retn
donde
6 = — S (g — g (1.4)
’]’L—Q 1 1) M
con

i = & + B,

1
2 1 2
O'x—ng (x; — @)

El estimador inverso puede obtenerse también como un estimador Bayesiano ba-
jo distribuciones a priori no informativas [1|. Alternativamente, puede derivarse
minimizando (sobre cierta clase de estimadores lineales) versiones empiricas del
riesgo Bayesiano, como son: el criterio de validacion cruzada, definido por Perng

[71] o el criterio del error compuesto, definido por Lwin y Maritz [60].

Varios estimadores se reducen o son muy similares al estimador inverso cuando
el nimero m de observaciones de Y correspondiente al valor desconocido X = x
es m = 1. Este es el caso de los estimadores propuestos por Halperin [36] y por
Hagwood [35].

En efecto, el estimador de Halperin [36] esta dado por

Ty = (1 — Ry)T + Rytc, (1.5)
donde .
2
Ry = %
W o2

y M es una funciéon especifica de m. La seleccion usual M = m conduce a Ty =
Zr cuando m = 1, como puede apreciarse de manera directa comparando las

expresiones (1.5) y (1.3).

Hagwood [35] consider6 el problema de calibraciéon como un problema inverso mal

condicionado, cuya soluciéon sobre la base de la regularizaciéon cuadratica conduce
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a la familia de estimadores

~

Ty=7T+ (Yo — ),

B2+ A
que depende del pardmetro de regularizacion A > 0. Demostré6 ademés que la
esperanza de la funciéon de validacion cruzada asintética se minimiza tomando

A=A = 62/02, lo cual da como resultado el estimador

~

A

Ty, =T+ &_2(3/0—?)-

P+

Notese que este estimador es practicamente indistinguible de Z; (comparar con la
ecuacion (1.3)), especialmente cuando n es moderada o grande.
Estimadores basados en correcciones asintoticas al estimador cldsico

En la literatura se reporta un nimero de correcciones o modificaciones al estimador

clésico.

Algunas de ellas consisten en sumas ponderadas de estimadores. Por ejemplo, sobre
la base de analisis asintotico con respecto al tamano de muestra, Ali y Singh [2]

propusieron la siguiente suma ponderada del estimador clésico ¢ y 7:
jAS = )\{i‘c + (1 — )\)f,
donde
(XS
5252 + 62

y é’ =Ic—7TO0 Q: = 27 — 7. La idea subyacente es mejorar el comportamiento del

X:

estimador Z¢ en la interpolacion, contrayéndolo hacia 7 cuando z( esta cercano a
7. Tal contraccion resulta ser menor cuando z( esta alejado de T, y por tanto se

espera que T4 retenga el buen comportamiento de Z¢ para la extrapolacion.

Otro estimador de suma ponderada fue propuesto por Srivastava y Singh [87] sobre

la base de la teoria asintotica con respecto a perturbaciones pequenas:
Tss = (1 — N + Ay, (1.6)

donde A = 1/(n — 2). Este estimador puede considerarse como una correccion

leve al estimador inverso Z; cuando el tamano de muestra n es pequeno, y una
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correccion leve al estimador clasico ¢ cuando n es grande.

En aras de garantizar insesgadez asintotica, Naszodi [68] propuso otra correccion
al estimador clasico que conduce al estimador:
=T+ —" (4o —7) (1.7)
N Bz L 15 Yo —Y)- .

quol <

Un ntimero de estudios tedricos y de simulaciones publicados comparan los esti-
madores clasico e inverso con respecto a varios criterios ([4, 16, 17, 51, 52, 53, 60, 84,
99, 93, 105]). Los resultados principales de esta comparacion pueden resumirse como

sigue:

(1) El estimador clasico muestra mejor comportamiento que el estimador inverso
para la extrapolacién y peor comportamiento para la interpolaciéon, tanto para
tamanos de muestra moderados como grandes. En particular, z; tiene error
cuadratico medio asintotico no acotado como funciéon de xg (especificamente,
es una funcion creciente de (xg — 5)2) mientras que Z¢ tiene error cuadratico
medio asintético constante. Ademas, el minimo de la funcién de error cuadratico

medio asintotica de zy, el cual se alcanza en xy = Z, es menor que el de z¢.
(I1) Z¢ es un estimador consistente, mientras Z; no lo es.
(111) Al contrario de Z¢, Z; tiene momentos finitos, y por tanto M SE finito.

(1v) El comportamiento de & con muestras finitas se deteriora de forma mas dras-

tica que el de 7, a medida que 3 se vuelve pequefio y o? grande.

Puede concluirse que los enfoques no Bayesianos existentes para el problema de
la calibracién univariada poseen propiedades estadisticas marcadamente indeseables,
como es el caso del estimador clasico, o sus virtudes estan solamente fundamentadas
por consideraciones asintoticas, no validas para muestras finitas. Ademas, sélo brindan
estimaciones de tipo puntual o por intervalos.

A diferencia de los métodos descritos anteriormente, el enfoque que se presenta en
este capitulo para la calibraciéon no se basa en maxima verosimilitud, teoria Bayesiana
o correcciones asintdticas sino en un marco predictivo no Bayesiano. Un enfoque
predictivo es muy apropiado para la calibraciéon porque esta constituye precisamente
un problema de estadistica predictiva: dado una muestra previa de entrenamiento,

interesa hacer cierto tipo de inferencia para una muestra futura. De esta forma se le
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da solucion al problema de elaborar un enfoque no Bayesiano (frecuentista) para el
problema de la calibracién univariada lineal que mitigue las deficiencias anteriormente
mencionadas, como se vera en este capitulo.

Para esto, en la secciéon siguiente se presenta la densidad predictiva no Bayesiana
introducida por Harris [37] generalizada al contexto de calibracion, de esta forma se
brinda una densidad predictiva fp (; 2o, D) para una observacion y correspondiente
a X = xy. Sobre la base de este resultado, se define un estimador no Bayesiano Zp
de zy. Este enfoque alternativo tiene un ntimero de caracteristicas promisorias que

motivan su investigacion:

(1) Al igual que el estimador clésico y a diferencia de los estimadores Bayesianos,
no requiere especificacion de alguna distribuciéon a priori para los pardmetros
del modelo, ni el supuesto de que los puntos de diseno x1,...,z, y el nuevo punto
xo sean generados por una densidad de probabilidad comtun. Esto ultimo hace
este nuevo enfoque potencialmente ttil para situaciones en las cuales los datos
x; provienen de experimentos controlados y el problema de calibracién sera del

tipo extrapolacion.

(11) Similar a los métodos Bayesianos y contrario al estimador clasico, tiene en
consideracion (a través de la construccion de la densidad predictiva fp) la in-
certidumbre estadistica sobre los parametros del modelo «, 3, 0. Es de esperar
que esto tenga un efecto de regularizacion, y por tanto la precision de Zp no se
deteriore tanto como la de Z¢ cuando el tamano de muestra no es grande y (3

es pequeiio y o2 grande.

(111) Permite no s6lo obtener estimaciones puntuales Zp de xg sino explorar la vero-

similitud (predictiva) de cualquier valor posible de xy.

1.2. Estimador predictivo no Bayesiano

Sea ) una muestra de observaciones independientes e idénticamente distribuidas
Y1, -, Yn cuya densidad f(-;0y) pertenece a una familia de densidades f(-;0), que
dependen de un vector de parametros desconocidos @ € ©. Sobre la base de los
datos Y, Harris [37] definio la siguiente densidad predictiva no Bayesiana para una

observacion futura Y de la misma distribucion f(-;8y):

Foly: V) = / £(4:6)f5(6)d6.
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donde 6 es la estimaciéon maximo verosimil de 8, sobre la base de (Y1s ooy Yn)s ¥ fé es
una estimacion de la densidad fy(-; 6y) para 6. Usualmente, fé es una estimacioéon por
sustitucion (plug-in) resultante de reemplazar 6y por 0 en las expresiones analiticas
de la densidad de ; i.c., f4(0) = f4(-; ). Notese que la idea esencial de tal densidad
predictiva es ponderar los valores posibles de @ de acuerdo con la informacién brindada
por la densidad de su estimador méximo verosimil sobre la base de la muestra de

observaciones pasadas.

A continuacion, se propone una generalizacion de esta definicion a modelos de
regresion. Especificamente, para ¢ = 1,...,n, sea y; una observaciéon de una densi-
dad f(-;x;,00) que depende del pardametro desconocido 6y y también del valor z;
de alguna variable X, y se denota por D, los datos (pasados) de entrenamiento
(x1,%1), -y (T, Yn). Una densidad predictiva no Bayesiana para una observacion fu-
tura Y de la densidad f(-;xg,80) correspondiente al valor de la covariable X = z,

puede definirse como
ol 20.D) = [ Flyian,6)75(6)a6. (18)

donde 6 es la estimacion maximo verosimil de 8, basada en los datos D, y fé es una
estimacion de la densidad f4(+; 6y) de 0.

Este concepto sera aplicado aqui para construir una densidad predictiva no Baye-
siana para el problema de calibracién. Para esto, es conveniente reescribir el modelo
(1.1) en forma vectorial

Y = u"yT + €,

donde u = (1, X) y v = (e, 3) son vectores filas, y T denota el operador de transpo-
sicion de matrices. El vector de parametros de este modelo es 8 = (v, 0?). El valor
verdadero del vector de pardmetros se denota por 8y = (o, 02), donde vy = (v, o).
Se usan las estimaciones 8 = (¥,62), donde 4 = (&, 3) es la estimacién maximo
verosimil (7.e., por minimos cuadrados) de los coeficientes del modelo a y 3, y 62 es

la estimacion insesgada dada por (1.4).

Se conoce que la densidad de 0 es

f6(6:60) = fi5.62) (7, 0% Y0, 05)
= f"AY(’% Yo, 0-(2))fc}2 (0-2; 0-(2))7
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donde las densidades de 4 y 62 son, respectivamente:
2 N 2 = —
f7(7)707 O-O) fN(")’D,(UTU) 10.3) (7)7
BN [
fo2(v;05) = b \52v )

Aqui, f, (0. (UT0) o) es la densidad Gaussiana (bivariada) con media 7y, y matriz

de covarianza (UTU)_1 02; U es la matriz de dimensién nx 2 con filas u; = (1, z;) ,i =
1,...,n;y fX%l) es la densidad chi-cuadrado con | = n — 2 grados de libertad. Por

consiguiente, una estimacién por sustitucion de f4(8;6,) esta dada por

~ ~

fé(e) = f(:y,é'Q)(’77 02; ’77 6-2) = f:)’<77 ’3/7 62)f&2 (02; 6-2)

Tomando en consideracion que f(y; g, 0) = fN(uO,YT 02)(y), donde uy = (1, zg), y

/fN(uo’yT,U2) (y)f’?('w '3’7 62>d7 = fN(uO:YTMO(UTU)_1UJ&2+J2> (y)> (1'9>

la densidad predictiva (1.8) se reduce a
fP(y;xOJD) = /0' fN(uoﬁT,uo(UTU)_lu(—)ré'Q—&-v) (y)f&Q(,U;a-z)dv’ (110)

La verosimilitud de diferentes valores posibles de zy puede obtenerse a través de
lo que se denomina funciéon de verosimilitud predictiva para xy. Esta se define como
la funcion Lp(zg) = fp(yo; zo, D) sobre el rango de posibles valores de g, para los

datos yo y D.

Ademas, se define el estimador predictivo no Bayesiano Zp de xo maximizando la

funcién de verosimilitud predictiva, esto es,

Tp = argmax Lp(z). (1.11)
zeR
Notese que estas definiciones pueden extenderse al caso en que se tienen varias

observaciones o1, ..., Yom (m > 1) de Y. En tal caso la densidad predictiva para la

media 7, de las observaciones (futuras) yo1, ..., Yom estéa dada por

Lp(z0) = fp(Up; 20, D) = /0 fN<uO,AYT7uO(UTU)*lugézﬂ/m) (o) fo>(v;6%)dv,  (1.12)
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y el estimador predictivo se obtiene maximizando esta funciéon con respecto a xy.

1.3. Propiedades del estimador predictivo no Baye-

siano

En esta seccion se estudian algunas propiedades del estimador predictivo no Baye-
siano. En primer lugar se obtiene una forma explicita (aproximada) para el estimador
a través del desarrollo asintético del mismo. Partiendo de esta expresion, se obtienen
los momentos de primero y segundo 6rdenes asintoticos, con lo cual se calcula su error
cuadratico medio asintético. Luego se demuestra la finitud de sus momentos y por
altimo, se estudia su consistencia.

En las secciones que siguen, el simbolo “~A” expresa que el miembro derecho de las
ecuaciones se aproxima a su miembro izquierdo, excepto para términos residuales r,
de orden 1/n?; y esto significa que r,, = Op(1/n?) o r, = O(1/n?) en dependencia de
si el desarrollo de Taylor es en probabilidad o no. Detalles técnicos adicionales sobre

desarrollos de Taylor en probabilidad pueden encontrarse en [83].

1.3.1. Desarrollo asintotico del estimador

Teorema 1.1. El estimador predictivo no Bayesiano Zp, definido en (1.11), retenien-
do términos de hasta aproximacion asintética de primer orden con respecto a € = 1/n

puede ser aprorimado por

N & _
xpz:p—kw(yo—y), (1.13)
g
donde Y
A — (1.14)
" o202
Demostracion:

Sea jig = upy' = & + Bxo, wo = Ug (UTU)f1 u; v G = —In fp(yo; z0, D). Al
hacer el desarrollo de Taylor de fa(z0,wo52+v/m)(Yo) (definida por la expresion (1.10))
con respecto a v alrededor de 62 y tomar en consideracién que (n — 2) 6% /02 es una
variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con n — 2 grados de libertad se tiene
que

(:)2 ~4

o
fP(yo; o, D) = fN([LO,wO&?Jr&?)(yO) + @fN(ﬂo,wo&%v) (y(J) |v:[72 n—29

+ R,
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donde el término remanente R es de orden 1/n% Esto y

(%0 — 5)2 1
wy = ———— _.I_ —
0 o2(n—1) n
implican que, hasta el desarrollo de primer orden con respecto a € = 1/n, se cumple

que

1 (%o — fio)’ 1 (z0 — 7)*
G~ —In(27) + +sln| | —5Fe+te+1 (1.15)
2 262( (zo=z)® x) +€+1> 2 o2

_ 3 (yo — fun)” - (Yo — fi0)" . 3 .
T 3¢

2 (steept +5+1> o a5t (et o) a(elB g o)

Por definicion, Zp minimiza a G. De este modo,

0

52.C

=0 (1.16)

Zo=¢p

para cualquier € > 0. En € = 0 se tiene

G |5=0 =—1In fN(ﬂo,&Q)(yO)a

la cual es una funcién minimizada por Z¢; por tanto Tp |.—¢ = Z¢. Por consiguiente,

el desarrollo de Taylor de primer orden de Zp con respecto a € queda

. . J .
Ip~ 3o+ 9:°P |le=0 €. (1.17)

Por otra parte, derivando la ecuacion (1.16) con respecto a ¢ se tiene que

8 86 EEy =&
Scip leeo = — ° r (1.18)
€ 22
ox? To=tp

De (1.15), (1.17) y (1.18) sigue que, hasta la aproximacion de primer orden con

respecto a ¢, el estimador predictivo no Bayesiano se aproxima por

donde 7)? esta definido por (1.14), lo cual completa la demostracion. O
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1.3.2. Desarrollo asint6tico del error cuadratico medio del es-

timador

Teorema 1.2. Reteniendo términos hasta orden € = 1/n, el estimador predictivo no

Bayesiano Zp definido en (1.11), tiene error cuadrdtico medio asintdtico

A A o2 B o2
MSE (ip) =E (ip —z0)° & 7 +n? (05 + (2o —T)" + 3§> : (1.19)
donde )
R (1.20)
" 2
Demostracion:

La aproximacion del estimador predictivo no Bayesiano dada en (1.13) puede

reexpresarse como

i) W8 | o (1.21)

fcpz(l— . 5 + 0T

donde 7)? estéa definido por (1.14).
Es necesario recordar que bajo el supuesto de errores Gaussianos en el modelo
(1.1), (n — 2) 6% /0? es una variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado con n — 2

grados de libertad, independiente del vector aleatorio <&,B>, y este ultimo tiene

distribuciéon Gaussiana con media («, ) y matriz de covarianza o> (UTU)_l.
Al calcular todas las derivadas hasta segundo orden de (1.21) con respecto a
&, 3,62 v evaluar el desarrollo de Taylor de la expresion (1.21) con respecto a (07, 3, 6)

alrededor de («, 3,0) se obtiene

ip~ A +C(a—a)+ DB —B)+ E(6*— 0%+ F(3 - 5)* (1.22)
+ Gla—a)(B—p)+1(3—pB)(6"—0”) + H(G—a)(6” — o),

donde
A= a-pst g
(1-n3)
C - _ n
5}

_ 2 (yo—a) (yo—Oé) o? o
D= ) 2 o~
E (Yo — ) T
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1 (yo —a)a® _(yo—a)(1 —1n3) To”
F = —-1-10 2 n 6
2 B5a2n + 33 * B*o2n
(1—3n3)
G — T
- 3(110—04) 9 T
Biain B3ain
1
H = —— .
B3ain

Apoyado en las formulas de Bartlett [54] para los momentos de variables aleatorias

con distribucién normal multivariada descritas en el siguiente Lema,

Lema 1.1. Si X = (X4, ..., X;) ~ N(u, X) con pp = (1, .oy pi) y

011 012 ... O1k
Y= : S entonces
Okl Ok2 Okk
E(x; —p;) =0

y reteniendo so6lo los términos hasta orden (1/n) en (1.22), se obtiene que

E(ip) ~ o, (1.23)
2 2
V(ip) ~ % +n? ((xo . % + ai) , (1.24)
2 2
MSE (Zﬁp) = ([)Afp — [EO)2 =~ % —+ 77121 (O’f7 —+ ({L‘O —f)2 + 3%) , (125)

donde n? esté definido por (1.20), con lo cual queda demostrado el teorema. O
De estas aproximaciones se deduce un ntimero de propiedades asintéticas del es-

timador predictivo Zp que vale la pena mencionar:

1. Al retener so6lo los términos hasta el orden cero en los desarrollos de Taylor con
respecto a 1/n, el estimador predictivo Zp coincide con el estimador clasico Z¢
(i.e., quitando el factor 72 = O (1/n) en (1.13) se obtiene (1.2)). Por tanto,
tienen las mismas propiedades asintoticas hasta el desarrollo de orden cero.

Debido a esto, hasta el desarrollo de orden cero se cumple que: el MSE de zp
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es 02/[3% para todos los valores de y; y bajo el criterio de MSE, Zp (como el
estimador clésico) es peor que el estimador inverso Z; para la interpolacion (i.e.,
cuando zg estd lo suficientemente cercano a T), pero Zp se comporta mejor que

21 para la extrapolacion (i.e., cuando xq se desvia lo suficiente de 7).

Es conocido (ver, e.g., [84]) que, hasta el desarrollo de primer orden, el MSE

del estimador clésico esta dado por

2 02

52

MSE(z¢) ~ %—f—?’]i (zo —%)* + 3= + 02| . (1.26)
Al comparar las ecuaciones (1.25) y (1.26) se tiene que, hasta el desarrollo de

primer orden,
4

o
4
Biain

para cualquier valor de xy. Por tanto, desde el punto de vista del M SE hasta

MSE(i¢) — MSE(ip) ~ >0

el desarrollo de primer orden, el estimador propuesto Zp es mejor que el esti-
mador clasico Z¢ en todo el rango de posibles valores de xy. Ademas, notese
que MSE(ic) — MSE(2p) aumenta cuando o se hace grande y %, o2 son
pequenas; es decir, la mejoria del nuevo estimador Zp con respecto al clasico ¢

es mayor en situaciones en que la relacion sefial-ruido |3]/0? es pequeiia.

Es conocido (ver, e.g., [84]) que, hasta el desarrollo de Taylor de primer orden,
el MSE de z; esta dado por

(1.27)

U (v — 7)° 0" (V* +5)
MSE(xI)N52(1+\1/)2 [n_}_l—i_ (n_1)0323+ﬁ2(1+111)2(n—1)0§

0'2(1'0 — 5)2

6
[ O_nu+@f}’

donde

Cuando se comparan las expresiones (1.25) y (1.27) puede mostrarse que, hasta
el desarrollo de primer orden, MSE(z;) < MSE(Zp) cuando zy = 7. Esto sig-
nifica que el estimador inverso se comporta mejor que Zp para la interpolacion.
Puede mostrarse también que la diferencia M SE(Zp) — MSE(Z;) evaluada en

Ty = T es una funcién creciente de ¥ (cuando n > 2). Esto significa que para xg
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en una vecindad de T el comportamiento de Zp comparado con z; se deteriora

de manera més notable cuando o2 es grande y 3%, o2 son pequenias.

Por otra parte, puede verse que para (xo—7)? suficientemente grande se cumple
que MSE(z;) > MSE(&p). Es decir, para problemas de extrapolacion, Zp se

comporta mejor que ;.

4. En el caso en que se tienen varias observaciones yoq, ..., Yom (m > 1) de Yy se
cumple por (1.12) que, hasta el desarrollo de orden cero, &p ~ T + (7, — 3)/ 5.
Esto implica que Zp es un estimador de zy consistente, i.e., Tp tiende a xg

cuando ambos, n y m, tienden a infinito.

A modo de conclusion se puede plantear que, hasta los desarrollos de Taylor de primer
orden, el estimador Zp propuesto se comporta mejor para la extrapolacion que el
estimador inverso y el estimador clasico. Para la interpolacion, su comportamiento
conduce a mejoras con respecto al estimador clasico aunque no mejora el del estimador
inverso. Es importante senalar que la superioridad del estimador propuesto sobre el

2 es grande y (3* pequeia,

estimador clasico se hace mayor en situaciones en que o
es decir, cuando resulta més ventajoso regularizar a la hora de invertir el modelo de
regresion para obtener x.

El comportamiento no asintético del estimador predictivo no Bayesiano Zp se

estudia a través de simulaciones en secciones posteriores.

1.3.3. Finitud de los momentos del estimador

Notese que maximizar la densidad predictiva fp(yo; x, D) con respecto a x, involu-
cra integrales con respecto a las densidades de I y 62 (ver ecuaciones 1.9 y 1.10). En
la practica, realizar la integracién con respecto a la densidad de 62 no tiene efectos nu-
méricos apreciables en comparacion con evaluar o = 4, i.e., considerando fz2(0?;6?)
como una funciéon delta de Dirac centrada en ¢ = . De esta forma la densidad

predictiva queda

Lp(xo) = fr(yo; 20, D) = fN(uOﬁT,uo(UTU)_lugc}2+&2) (v) (1.28)
y el estimador predictivo no Bayesiano resulta ser

Ip = argmé]écf/p(x). (1.29)
S
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Esta simplificacion del estimador se tendré en cuenta para los resultados que se
presentan de aqui en adelante; es decir, para la demostraciéon de momentos finitos, la

demostracion de consistencia y el estudio de simulacion.

Teorema 1.3. Sea Tp el estimador predictivo no Bayesiano definido como (1.29).
Entonces se cumple que

]E|Q~fp|2 < Q.

Demostracion:

Por simplicidad, sin pérdida de generalidad, supongase que el intercepto « en la
ecuacion (1.1) es cero. Por definiciéon, Zp maximiza con respecto a x el logaritmo de
la densidad predictiva, ¢.e., maximiza la funcion:

1 (yo — 537)

~ 1 . R
In LP(ZL') = 2m — §1n<q02$2 —+ 0‘2)’

donde ¢ = .
i=1T;

Al tomar las derivadas de esta funcion con respecto a x e igualar a cero se tiene

que Tp es una raiz del polinomio ctibico:

aox® + a12* + asx + as, (1.30)
donde:

Qg = q2&27

ap = yOBCL

a; = +q° - g,

as = —yoﬁ-

Se conoce que las raices de esta ecuacion tienen la forma

zZ+aq
T =
3(10
donde
B + N2 AP o N[N
°T 27 2 4 ot
vy M = 3 (3apay — a?), N = 2a3 — 9agajay + 27akas.

Usando las de51gua1dades algebraicas /|u|l < (1 + |u|) v /|u|?> + |v|* < |u| + |v|
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para cualesquiera nimeros complejos u y v, donde |.| denota el moédulo de ntimeros

complejos, puede mostrarse que

|M|3/2)
zl <2114+ |N|+ .
’ | ( | ’ \ 27

Se debe recodar que yg y B son variables aleatorias con distribuciéon normal y que
la densidad de 62 es proporcional a una distribucién chi-cuadrado. Como M y N son
polinomios en variables aleatorias con distribuciones normales y chi-cuadrado, |z| tiene
momentos finitos de todos los érdenes positivos. Por otra parte, al usar la desigualdad

de Cauchy-Schwartz y la desigualdad algebraica (Ju| + |v|)? < 2(|u]* + |v]?), puede

N 1 1
Blzpl* <y [5F (—) VA(El2] +Ed}).
0

Si ¢ es una variable aleatoria con distribucion x% 4 entonces

mostrarse que

T(d/2+ 1)

E(") = ¥ —fo

para todo r € R.

Por tanto, como ag tiene una densidad proporcional a una distribucién chi-
cuadrado, E (%) < oo. Esto, y el hecho de que E|z|* < oo, Eaf < oo implica
ag 1

que,

]E|'%P|2 < 00,

lo cual concluye la demostraciéon. O

1.3.4. Consistencia del estimador

En esta secciéon se demuestra la consistencia del estimador Zp.

Teorema 1.4. Para todo xo € R, se cumple que el estimador predictivo no Bayesiano
Tp de xqy definido por (1.29) es consistente, es decir,
lim fp =P Zo.
n,Mm—00
Demostracion:
Por simplicidad, sin pérdida de generalidad, se supone que el intercepto « en la

ecuacion (1.1) es cero. De manera andloga a como se hizo en (1.12), la densidad

predictiva definida en (1.28), evaluada en z(, para cuando existen réplicas yy =
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Bxg + epi,t = 1,...,m, puede expresarse como

. T AR )2
Lp(x0) = fp(yo; w0, D) = ;exp (—1M> .

A 5 2,2 4 O°
@62t + = 2 q0%z5 +

En la expresion anterior se tiene que:

1
———= — 00 cuando m,n — o0
\/qo%xd + %2
y que
= 0" o, ),
qo%xg + U_

es decir, este tltimo factor es acotado en probabilidad; por tanto
Lp(wg) 20, o0, (1.31)
La siguiente desigualdad algebraica puede demostrarse facilmente: para todo u,c > 0
1 1c? 11
7o (2%) <

Con esta desigualdad, se tiene que, para todo x = x¢o + A con A # 0, f}p(x) puede

se cumple que

acotarse por
~ 1 1

Lp(.l’) < —
y—B(z0+9) 510+5 ‘ |BA|

e

Como y— B (xo+A) =7— Bzo — BA tiende en probabilidad a SA, entonces el cociente
dentro del modulo tiende en probabilidad a uno, lo que implica que esta acotado en

probabilidad; de ahi que

E()<1 1 1
€T _— — =

F _\/E‘*—(A
BA

Op(1) (1.32)

esté acotada en probabilidad (se supone, claro esta, que 3 # 0).

Puede verse que para todo Ay > 0 se cumple que

P(|zp — x| > Ag) < P <| mz?xA Lp(x) > f)p(xo)) . (1.33)
T—20|>A0
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Ademés, (1.31) y (1.32) implican que el miembro derecho en (1.33) tiende a cero

cuando m,n van a infinito. Por tanto, se tiene que

lim &p =F z,

7,1M—00

lo cual completa la demostracion. O

1.4. Estudio de simulacion

En la presente seccion se explora la factibilidad y el comportamiento del enfoque
predictivo no Bayesiano presentado para la calibracion a través de un estudio de
simulaciones con tamano de muestra moderado.

El estimador predictivo Zp se compara con otros estimadores reportados en la
literatura teniendo en cuenta diferentes medidas de precision. Ademés, se ilustra la
utilidad del enfoque propuesto de poder explorar la verosimilitud predictiva de dife-
rentes valores posibles del pardmetro de interés xg.

Al igual que el estimador clasico, el nuevo enfoque esta principalmente orienta-
do a usarse para problemas de calibracion de extrapolacion (ver comentarios en las
Secciones 1.1 y 1.2). Para que un estimador sea considerado apropiado para la extra-
polacion, es natural imponer la condicién que, hasta la aproximacion de orden cero,
su error cuadratico medio sea una funciéon de zy acotada en toda la recta real. De
todos los estimadores descritos en la seccion 1.1, sélo Z¢, gs v x5 cumplen esta pro-
piedad, y ademaés son consistentes, por lo que el presente estudio se centra en dichos
estimadores. El estimador inverso z; también se incluye, debido a su frecuente uso.

Para comparar estos estimadores, se generaron diversos conjuntos de datos para
varios escenarios con diferentes valores de tamano de muestra n y de parametros «,
3, 0% en el modelo (1.1), asi como diferentes disefios de experimentos para seleccionar
los puntos 1, ...,z, en el conjunto de entrenamiento D. Los resultados para algunos
de estos escenarios son mostrados en esta seccion.

Especificamente, se pondra o = 0y o = 0.1 en el modelo (1.1). Notese que, entre
los tamanos de muestra finito que no cubren el analisis asintotico (digase, n < 50), un
tamano de muestra moderado (n alrededor de 25) es notablemente interesante para
muchas aplicaciones en las cuales los tamanos de muestra pequenos (digase, n < 10)
son raras veces analizados por el investigador. El tamano de muestra se fija en este
estudio en n = 24. Los puntos de diseno X = {z1, ..., x,} se obtuvieron muestreando

de una distribucién normal con media 15 y desviacion estandar 1.5. El rango verdadero
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de estos puntos resulta ser [12.9,17.5], el cual sera considerado el rango de calibracion.
Se consideraron cuatro escenarios o modelos, M1,M2, M3 y M4, correspondientes
a cuatro valores diferentes de [ en el modelo (1.1) (ver Tabla 1.1). Estos escenarios

estan asociados con los valores crecientes del coeficiente de variacion:

~

war(d) o
B~ Vaouldl

Notese que C'V puede interpretarse en términos de Relacion Ruido-Senal (NSR, del

CV =

inglés Noise to Signal Ratio) NSR = o/ (0, ]8]), y es equivalente a 0/3% para valo-

res fijos de n y o,. Esta cantidad juega un papel fundamental en la precisiéon de los
estimadores, tanto en sentido asintotico (ver seccion 1.2), como en el comportamiento
con tamano de muestra finito. Sin importar el tipo de estimador usado para la cali-
bracion, escenarios con valores grandes de C'V y NSR conducen a estimadores de xg
menos precisos, y se denominarén escenarios “malos” en comparacion con escenarios
“buenos” caracterizados por valores pequenos de C'V y NSR. Puede observarse en la
Tabla 1.1 que los valores de C'V y NSR de esta simulacion varian desde escenarios
muy buenos (CV ~ 1%, NSR ~ 4% en M1) hasta muy malos (CV =~ 50 %, NSR
~ 200 % en M4).

M1 M2 M3 M4
I} 1.63 054 0.09 0.03
cv  0.009 0.029 0.177 0.531
NSR 0.044 0.142 0.867 2.601
o/ 0.061 0.185 1.111 3.333

Tabla 1.1: Valores de los coeficientes del modelo 3, el coeficiente de variacion C'V, la
razén ruido-senial NSR y o/ para los cuatro escenarios simulados M1, M2, M3y
M4 en el estudio de simulacion.

Se usaron varios criterios para evaluar el comportamiento de un estimador
% de xg. El primero es la Raiz del Error Cuadratico Medio (RMSE, del inglés

Root Mean Squared Error): RMSE = \/E (& — mo)z. Este criterio no puede apli-
carse a estimadores que no tengan momento de segundo orden finito, tales como Z¢

y Zss [104]; por tanto, se emplea solo en las comparaciones con los estimadores Zy y
Zr (ver seccion 1.3.3 para la demostracion de segundo momento finito de Zp). Otro
criterio, adoptado como una medida de precision, para incluir todos los estimadores
ITp, T, Tss y Ty en la evaluacion es el 50 % — percentil de la distribucion de |z — x|,

denotado por D50. Para comparar estimadores que muestren un comportamiento si-
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milar teniendo en cuenta RM SE y D50, se empleo la divergencia de Kullback-Leibler
(KL) [55]. La divergencia KL de una estimacion f de una densidad f esté definida

por
KL(f. f) = / £(y)n £(y)dy — / £(y)In F(y)dy.

Para calcular y graficar las curvas RM SE y D50 como funciones de xg se considero

un conjunto discreto de posibles valores de xg, especificamente:
Xo ={0;2;4;6;8;10; 11;12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 22; 24; 26; 28; 30} .

Obsérvese que X} sobrepasa el rango de calibracion [12.9,17.5], lo que permite evaluar
los métodos de calibracion no solo para la interpolacion (i.e., dentro del rango de
calibracion), sino también para la extrapolacion (i.e., fuera del rango de calibracion).

Para cada método de estimacion y cada escenario M1, M2, M3 and M4, se

ejecutaron los siguientes pasos computacionales:
1. Para cada repeticion b = 1,..., B (donde B = 2000):

la) (Generacion de los datos de entrenamiento) Se simulé un conjunto de datos
independientes )’ = (yll’, e yfl), donde 3° se genera de acuerdo al modelo
de regresion (1.1) con los valores de parametros del escenario especificado y

X =ux;,i=1,...,n. De esta forma se obtiene el conjunto de entrenamiento
Db = {($17 yllj)a X3 ('Ina ?/2)}

1b) (Generacion de la observacion futura) Para cada xy € Xj, una nueva ob-
servacion independiente y} se genera de acuerdo al modelo (1.1) con los
valores de parametros correspondientes al escenario especificado pero asig-

nando X = zg.

lc) (Estimacion) Para cada xy € Xj, los datos de entrenamiento D° y la nueva
observacion y§ se usan para obtener una estimacion 2§ de xq, asf como la

desviacion asociada &) — .

2. (Calculo de las curvas RMSE y D50) Las desviaciones para cada muestra
it — 20, ..., 28 — 70 calculadas en el paso (1c) se usan para estimar los valores
de las medidas de precision RMSFE (zq) y D50 (z¢) en cada zy € Aj.

Las curvas resultantes de RMSE y D50 para los diferentes métodos de calibracion

se grafican en la Figura 1.1 (para los escenarios M1y M2) y la Figura 1.2 (para los
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escenarios M3 y M4). Ellas muestran propiedades que vale la pena destacar y que

pueden resumirse como sigue:

(I) Segtn ambos criterios, RMSE y D50, todos los estimadores tienen peor com-

portamiento a medida que x( se aleja del centro del rango de calibracion.

(IT) Como se observa en la fila superior de la Figura 1.1, en escenarios muy buenos

como M1 es dificil notar diferencias entre los comportamientos de los estimado-

res de calibracion zj, ¢, Tss ,In Y Tp, y todos ellos muestran gran precision.

(III) A medida que el escenario empeora, las diferencias entre los estimadores co-

mienzan a ser notables (ver fila inferior de la Figura 1.1 y de la Figura 1.2). De

manera mas especifica, se observa que:

)

Las diferencias entre el comportamiento de los estimadores Zp, T¢, Tss ¥
Iy son pequenas en comparacion con las diferencias entre cualquiera de
ellos y el estimador inverso Z; (ver Figura 1.1 y fila superior de la Figura
1.2) excepto para escenarios muy malos como M4 (ver fila inferior de la
Figura 1.2).

En los escenarios en que alguna diferencia de comportamiento entre z; y
el grupo de estimadores Zp, ¢, Tss, Tn es notable, £; se comporta lige-
ramente mejor que Tp, Tc, Tss y Tn para valores de xg cercanos al centro
del rango de calibracién (i.e., para la interpolacion) mientras todos los es-
timadores de este tltimo grupo se comportan en gran medida, mejor que
21 para valores de xy fuera o cercanos a los limites del rango de calibracion

(i.e., para la extrapolacion).

A medida que el escenario empeora, como M4, (ver fila inferior de la Figura
1.2) algunas diferencias entre el comportamiento de los estimadores & p, Z¢,
Tgs, Ty se hacen notables. La curva D50 (ver esquina derecha inferior de
la Figura 1.2) muestra que Zp y &y tienen comportamientos similares y
mejores que T¢ v Tgs, que a su vez tienen un comportamiento semejante.
Por tanto, para la extrapolacion, se cumple el siguiente orden: Zp y 2y son
mejores que oV Tgs, y €stos a su vez son mejores que Z7; mientras para la
interpolacion: z; es mejor que Tp y Ty, y estos, a su vez, son mejores que
Tc v Tss. A modo de resumen: Tp y Ty son los mejores estimadores para
la extrapolacion, mientras para la interpolacion, proveen mejoras sobre ¢
y ZTgg, no asi con respecto a z;. En escenarios marcadamente malos como

M4, &y se comporta mejor que Zp desde el punto de vista de RMSFE.
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Figura 1.1: Curvas de RM SFE y D50 como funciéon de x( para los diferentes estimado-
res Ty, Tc, Tss, Ty ¥ Tp en los escenarios M1 ((a) y (b)) y M2 ((¢) y (d)). Las curvas
que no son visibles estan superpuestas a otras curvas como las curvas correspondientes

alyy apen (c),y las correspondientes a Z¢, Tgs, Iy y Zp en (d).
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Figura 1.2: Curvas de RM SFE y D50 como funcién de xy para los diferentes estimado-

res Iy, Tc, Tss, Ty y Tp en los escenarios M3 ((a) y (b)) y M4 ((¢) y (d)). Las curvas

que no son visibles estan superpuestas a otras curvas como las curvas correspondientes

alc, Tss, Ty y Tpen (b), y las correspondientes a Z¢ y Zgs en (d).
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Sin embargo, esto tltimo no significa que Z se comporte tan bien como Zp respec-
to a otros criterios estadisticos. En particular, desde el punto de vista de la divergencia
de Kullback-Liebler a la densidad verdadera f(y; g, Y0, 03) de una observacion futura
de Y, la estimacion por sustitucion de la densidad f(y; 2,7, 62) provista por Iy es
peor que la aproximacion predictiva fp(y; Zp, D) basada en Zp, sobre todo el rango
de los posibles valores de xy. En este sentido, Zp conduce a una mejor estimacion
de la distribucion de una observacion futura que 2. Esto se ilustra en la Figura 1.3
donde, para el escenario M4, las esperanzas de las divergencias de Kullback-Liebler
con respecto a f(y;zo,Y0,04) correspondientes a las estimaciones de densidades por
Tn y Zp son graficadas como funciéon de zy. Note que el escenario M4 es precisamen-

te aquel en que x5 muestra el mejor comportamiento relativo a £p en términos de

RMSE.
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Figura 1.3: Curvas de divergencia K L como funcién de z( para los estimadores Zy y

Zp en el escenario M4.
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Una caracteristica atractiva del enfoque predictivo no Bayesiano para la calibra-
cion es que provee no sélo estimaciones puntuales de zy sino también verosimilitudes
predictivas para todos los posibles valores de este pardametro. Esto nos permite com-
plementar la estimacion puntual £p con una apreciacion basada en la verosimilitud
de la localizacion de x( a través de una exploracion visual de la curva de verosimilitud
predictiva relativa (para la importancia del analisis de la verosimilitud en la inferencia
estadistica, ver e.g. [70, 86]). A modo de ilustracion, la Figura 1.4 presenta las curvas
de verosimilitud predictiva relativa para muestras generadas con el escenario M1 con
xo = 15 (esquina izquierda superior), y 2o = 6 (esquina derecha superior); y muestras
del escenario M3 con zp = 15 (esquina izquierda inferior) y o = 6 (esquina derecha
inferior). Puede observarse que las curvas de verosimilitud predictiva muestran mayor
precision en la localizacion de xq (i.e., son mas puntiagudas) para escenarios buenos
que para escenarios malos (comparar fila superior contra fila inferior en la Figura 1.4),
asi como para valores de xg cerca del centro del rango de calibracién que para valores

lejanos (comparar columna izquierda contra columna derecha en esta figura).

(@) (b)
0.8 1 08
0.6 1 06
0.4 1 04
0.2 102
0 0

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 1.4: Funciones de verosimilitud predictiva relativa para diferentes escenarios y
valores de zg: a) M1 con zy = 15, b) M1 con zg = 6, ¢) M3 con o = 15y d) M3

con xy = 6.
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Para una mayor ilustraciéon de este punto, la Figura 1.5 muestra la funcién de
verosimilitud predictiva para un nuevo escenario M5 en el caso extremo en que 5 = 0.
Esta claro que en esta situacion el valor especifico de zg estd indeterminado en el
modelo, por tanto no tiene sentido tratar de dar alguna estimaciéon puntual de (. Esto
se refleja correctamente por la funcion de verosimilitud predictiva relativa mostrada
en la Figura 1.5, la cual le asigna verosimilitudes muy altas a todos los posibles valores

de xg.

09

08 [

0.2 [ §

O"I | | | | |

Figura 1.5: Verosimilitud predictiva relativa como funcién de posibles valores de xg
en un caso en que 3 = 0. El corte en 0.15 indicado por la linea horizontal discontinua
corresponde al 95% de intervalo de confianza de acuerdo con la aproximacion de la
chi-cuadrado al logaritmo del cociente de verosimilitudes.



Capitulo 2

MAQUINAS DE VECTORES
RELEVANTES PARA LA
CALIBRACION MULTIVARIADA

2.1. Introduccién

Los métodos de calibracién multivariada han sido los méas explorados en la solucién
de problemas de calibracion. El hecho de trabajar con varias variables en lugar de
hacerlo con una sola constituy6 un avance crucial, debido a la cantidad de informacién
que se dispone en el primer caso. En el problema de la calibraciéon multivariada se
tiene que la variable Y es un vector aleatorio (tipicamente mediciones obtenidas por
un cierto dispositivo como un espectrometro). En quimiometria, especificamente en
espectrometria, la propiedad de interés usualmente se determina por un método de
referencia que en la mayoria de los casos es costoso, laborioso y lento. Un buen modelo
de calibracion debe ser capaz de reemplazar el método de referencia.

Para resolver el problema de la calibraciéon multivariada se ha propuesto una gran
variedad de métodos. A continuacioén se presenta un resumen de los mas usados, que

pueden agruparse en dos grandes clases:

a) Métodos de calibracion multivariada lineales

El estimador clasico de Eisenhart [24], que puede obtenerse siguiendo el enfoque
de maxima verosimilitud bajo supuestos de normalidad, se generaliz6 al caso mul-
tivariado [10]. La mayoria de los estimadores propuestos son estimadores de X

lineales (en Y') que intentan aproximar el valor esperado condicional E(X Y),

39
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como es el caso de la generalizacién multivariada del estimador inverso [10]. Entre
los métodos mas usados en este grupo, se encuentran los lineales regularizados co-
mo son la Regresion Ridge [49, 50|, la Regresion por componentes principales [64],
los Minimos cuadrados parciales [39, 40, 108, 106, 107| y la Regresion continua
[32, 38, 88, 89|. Su popularidad se debe a que pueden tratar la alta dimension de Y,
la alta colinealidad de sus variables, y el hecho de que usualmente la dimension de
Y excede el tamano n de la muestra de calibracion, propiedades muy comunes en
estos datos, sobre todo en la espectrometria, y que constituyen una dificultad para
los otros métodos. La aplicacion de estos métodos (sobre todo PLS) a la soluciéon de
problemas de calibracién puede encontrarse en una inmensidad de articulos en el
campo de la quimiometria. En particular, soluciones dadas a problemas concretos

detectados en la industria del petroleo de nuestro pais se publicaron en [20, 22].

Meétodos de calibracion multivariada no paramétricos

Una desventaja de los predictores lineales es que no siempre pueden modelar la no
linealidad existente entre las variables X y Y. Motivado por esto, varios métodos
no paramétricos han sido propuestos para el problema de calibracion. Las Redes
neuronales son un método popular de estimacion de la regresion con alta dimension
y no linealidad; sin embargo, presentan algunas desventajas [6]. En particular, su
arquitectura tiene que ser determinada a priori, y ademaés requieren estimar un
numero grande de pardmetros no lineales, cuya determinacién conduce a problemas
de optimizacion con multiples minimos locales en los que resulta dificil hallar el

minimo global.

La introduccién en el campo de la quimiometria de los métodos de regresion ba-
sados en vectores soportes [3, 94, 95|, como son las Maquinas de vectores soportes
[19, 82, 85, 100] y las Maquinas de vectores soportes de minimos cuadrados [90]
ofrecieron alternativas ventajosas sobre los enfoques existentes, pues en ellos la
cantidad de parametros a estimar no aumenta con la dimensiéon de Y, por tanto,
no se afectan con la alta dimension de los datos; presentan gran flexibilidad para
modelar relaciones no lineales; tienen alta capacidad de generalizaciéon con pocos
datos en el conjunto de calibraciéon; a diferencia de las redes neuronales, la soluciéon
es tnica y global y, por tltimo, sus soluciones son ralas, lo cual constituye una dife-
rencia crucial con los demas enfoques. El comportamiento de estos métodos como
técnica de calibracion multivariada en la quimiometria ha sido estudiado por va-
rios autores [45, 94, 95|. Como consecuencia del auge de estos métodos basados en

funciones ntcleos, algunos de los enfoques lineales existentes se extendieron a no
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lineales usando dichas funciones ntucleos, como es el caso de los Minimos cuadrados

parciales con ntcleos |78].

A pesar de las ventajas mencionadas, SVR y LSSVM presentan algunos incon-
venientes. Por ejemplo, no permiten el uso arbitrario de funciones ntucleos (i.e., los
nicleos deben ser definidos positivos); ademas, es necesario ajustar varios hiperpa-
rametros (dos en el caso de SVR), lo cual puede ser computacionalmente costoso.
Un enfoque existente en la literatura que mitiga varias de estas desventajas es el de
las Maquinas de vectores relevantes para regresion, originalmente introducidas por
Tipping [96, 97]. RVMR se basa en un modelo probabilistico ralo, que tiene forma
funcional idéntica a SVR y LSSVM, pero adopta un enfoque de aprendizaje Bayesiano
para obtener las estimaciones.

El enfoque RVMR nunca antes se habia aplicado a problemas de calibracion. Este
es precisamente el proposito y contenido de este capitulo, en el cual se evalua su

comportamiento, en tres conjuntos de datos quimiométricos reales.

2.2. MaAquinas de vectores relevantes para regresiéon

Tipping [96] propuso las Maquinas de vectores relevantes para retomar las ideas
principales de SVR en un contexto Bayesiano. Dado un conjunto de datos de entre-
namiento D = {x;,y;}, el siguiente modelo de regresion lineal generalizado se usa
para describir la relacion de mapeo entre el vector de patrones de entrada y, y el

escalar x:

z; = g(yi; W) + €,

donde los errores € = (€, ..., €,) se suponen independientes, Gaussianos con media

2

cero y varianza o*; w = (wy, ...w,,) es el vector de parametros del modelo y g(y;; w)

se expresa como una suma lineal ponderada de funciones bases ¢;(y) especificadas
9(y,w) = ij¢j(}’) + wo, x = dw. (2.1)
j=1

Aqui ® = [¢y, ..., ¢] es la matriz de diseno nxm cuyas columnas contienen el conjunto
completo de los m vectores bases. La forma de la funcion (2.1) es igual a la forma que
tiene la funcion del método SVR si las funciones bases se toman como las funciones

ntcleos en SVR parametrizadas con los datos de calibracion: ¢;(y) = K(y,y;) v
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El modelo de error supuesto implica que p(z;/y;) = N(g(y;),c?), donde la nota-
cion especifica que x; se distribuye como una Gaussiana con media ¢(y;) y varianza
02. Debido a los supuestos de independencia de los z;, la verosimilitud de la muestra

de entrenamiento puede escribirse:

1
p(x/w,0?) = (2r0?) % exp {_ﬁ | x — dw H2} .
o

2 a partir de la ecuacién anterior

Las estimaciones maximo verosimiles de w y o
generalmente conducen a problemas de sobreajuste. RVMR, en cambio, adopta una
perspectiva Bayesiana, y restringe los valores de los pardmetros definiendo una distri-
bucién de probabilidad a priori para w, que expresa preferencia por valores pequenos
de w a través de la eleccion usual de distribuciones a priori Gaussianas con media

cero y varianza a; ':

p(w,/a) = (2m) ™2 H Ozjl./2 exp (—%)

j=1

con a = (v, ..., ;) un vector de m hiperparametros. Debe destacarse que hay un
hiperparametro individual asociado de manera independiente a cada ponderacion.

Esta forma de la distribucion a priori es la responsable de la raleza del método [97].

Conocido a (de madera anéloga puede hacerse para o), la distribucion a posteriori
de los parametros puede obtenerse combinando la verosimilitud y la distribucién a

priori segun la regla de Bayes:

px/w,0%)p(w,/ )

%) = 2.2
p(W/X, &, 0 ) p(x/a,aQ) ) ( )

la cual resulta ser una distribucion Gaussiana N (u,X) con
p=o02%d'x, L =(A+o20T0)"! (2.3)

y A = diag(ay, ..., ap). En vez de continuar el desarrollo y hacer inferencia Bayesia-
na sobre estos hiperparametros (lo cual conduce a integrales que no tienen expresion

analitica exacta), el aprendizaje Bayesiano ralo (Sparse Bayesian learning) [97] puede

formularse como un procedimiento de mdxima verosimilitud tipo II; esto es: se encuen-

tra la estimacion puntual mas probable ayp maximizando la verosimilitud marginal,
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o equivalentemente, su logaritmo £(a), con respecto al hiperparametro a:

o0

L) = logp(x/a,az):log/ p(x,/w,o?)p(w,/ a)dw

— 00

1
= —§[Nlog27r +log |C| +x"C'x],

donde
C =0T+ dA 'O,

Una vez que se determinan los valores mas probables ayp y oump, se obtiene una esti-
macion puntual pyp para los pardmetros evaluando (2.3) con @ = ayp y 0 = opp.
La observacion importante es que tipicamente los valores 6ptimos para muchos de
los hiperparametros «; son infinitos [97]. De (2.3), esto conduce a una distribucién
a posteriori de los pardametros w,, infinitamente puntiaguda en cero, con la conse-
cuencia de que pyp contendré pocos elementos distintos de cero. Aquellos vectores
soportes asociados a las ponderaciones w,, diferentes de cero se denominan relevan-

tes, en referencia al principio de determinacion automdtica de relevancia (del inglés,

automatic relevance determination)[97].
Las predicciones se hacen sobre la base de la distribucién de las ponderaciones
condicionadas por los valores maximos anp y o5p. Especificamente, la distribucion

predictiva para un nuevo dato xXg, usando (2.2) queda definida como

p(xo/x,aMP,Ul%/[p) = /p<x0/wu0-12\4P)p<w/x7aMP70-1%/[P)dw7

la cual puede calcularse facilmente debido al hecho de que ambos términos en el inte-

grando son Gaussianos, por tanto el resultado es también una Gaussiana N '(ug, 03):

o= o(yo),  og = 0ap+ O(yo) o(yo).

Puede verse que, de manera intuitiva, el predictor de la media pq es la funcion (2.1)
evaluada en la media a posteriori de los pesos, es decir g(yo; p); obteniéndose como

estimador final x = ®uyp.

2.3. Aplicacién a datos reales

El método RVMR se aplica a tres conjuntos de datos reales. Los resultados son

comparados con los obtenidos usando otros métodos de calibraciéon como PLS, SVR y
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LSSVM, cuyos comportamientos fueron estudiados previamente en la literatura [95].

2.3.1. Conjunto de datos “Wiilfert”

Este conjunto de datos esté constituido por espectros de Infrarrojo Cercano (NIR,
del inglés Near Infrared) de mezclas de etanol, agua y 2-propanol, originalmente me-
didas y descritas por Wiilfert y col. [109]. Wiilfert propuso un disefio de experimentos
de mezclas formadas por 19 combinaciones diferentes de fraccion molar de los tres
constituyentes, las cuales fueron analizadas en el rango de longitudes de onda de
850 — 1049 nm con resolucion de 1 nm (200 longitudes de onda). Cada una de las 19
mezclas se midié a cinco temperaturas diferentes: 30,40, 50, 60, 70°C'. El objetivo con
estos datos es predecir, a partir de la informacion espectral, la fraccion molar de eta-
nol, agua y 2-propanol en una mezcla. El reto esté en que los cambios de temperatura
causan variaciones espectrales no lineales, por tanto, las relaciones entre los espectros
medidos a diferentes temperaturas no pueden determinarse de manera lineal.

En estudios previos [95] se separaron las 19 combinaciones de fraccion molar en 6
mezclas especificas para conformar el conjunto de prueba y las 13 restantes para cali-
brar. Para poder comparar los resultados de esta experimentacion con los existentes
en la literatura, se realizo esta division de la misma forma.

Estos datos se trataron desde dos puntos de vista teniendo en cuenta los cambios de
temperatura: local y global. Desde el punto de vista local, se tienen cinco conjuntos de
calibracion con sus respectivos conjuntos de prueba (uno por cada temperatura) con
tamanos muestrales de 13 y 6, respectivamente. De esta forma, tanto la construccion
de los modelos de calibracién, como las predicciones, se hacen para cada temperatura
por separado. En cambio, desde el punto de vista global, todas las mezclas se unen
y se tiene un tnico conjunto de calibraciéon de tamano muestral 65 y un conjunto de
prueba de tamano muestral 30. En los experimentos que se presentan a continuacion
todos los modelos de calibracion construidos usando RVMR son globales, de esta
forma se enfrenta el reto de la no linealidad debido al factor temperatura.

Los datos se preprocesaron de la misma forma que indica el trabajo de Wiilfert

[109], i.e., correccion de la linea base y centrado por la media.

Resultados y comparacién con otros enfoques

A modo de verificacion, se reprodujeron los resultados reportados en la literatura
alcanzados por los métodos SVR (modelo global) [94] y LSSVM (modelo global)

[95]. Los resultados de PLS seleccionados fueron los correspondientes a los modelos
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locales [94] porque los modelos globales presentan un comportamiento pobre (RMSE
reportado de 0.0195 para el etanol, 0.085 para el agua y 0.023 para el 2-propanol).
Para la construcciéon del modelo RVMR se empled un niicleo Gaussiano y su para-
metro ancho de banda h se ajusté haciendo una validacién cruzada con 5 particiones
en el conjunto de entrenamiento. Para esto, se exploraron diferentes rangos de posi-
bles valores de h por cada compuesto: 0.01 — 0.65, 0.01 — 1 y 0.01 — 0.6 (con paso

0.05) para el etanol, el agua y el 2-propanol, respectivamente.
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Figura 2.1: Valores de RMSE durante la validacion cruzada (RMSECV) para (a)etanol
(b)agua (c)2-propanol. El valor 6ptimo de ¢ aparece indicado con un asterisco.

Los valores de h que se obtuvieron, como muestra la Figura 2.1, son h = 0.45,
h =0.25 y h = 0.55 para el etanol, el agua y el 2-propanol, respectivamente.

La Figura 2.2 compara los errores de prediccion, usando la Raiz del Error Cuadra-
tico Medio de Prediccion (RMSEP, del inglés Root Mean Square Error of Prediction),

para los diferentes métodos.
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Figura 2.2: Valor de RMSEP alcanzado por cada método en el conjunto de prueba
para cada uno de los compuestos
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El método RVMR, al igual que los otros métodos no lineales, se comporta mejor
que el método PLS. LSSVM es ligeramente mas preciso que RVMR (en un factor de
1.16), pero este altimo tiene mejor comportamiento que SVR (en un factor de 1.08),
excepto para el caso del agua.

La Figura 2.3 muestra una representacion grafica de los valores reales contra los
valores predichos por el método RVMR para cada uno de los compuestos en el conjunto
de prueba. Esto confirma que la exactitud de las predicciones son bastante buenas

para todos los compuestos.
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Figura 2.3: Valores reales contra valores predichos para (a)Etanol (b)Agua y (c)2-
propanol por el método RVMR

La Tabla 2.1 presenta el nimero de vectores soportes para SVR y LSSVM [94, 95]
y el nimero de vectores relevantes para RVMR, necesarios para la prediccion de los

tres compuestos quimicos en mezclas futuras.

Etanol Agua 2-propanol

#sv % #sv % H#Hsv %

SVR 39 60 27 415 36 55
LSSVM 37 57 57 88 35 54
#rv % #rv % #Hrv %

RVMR 13 20 16 24 14 21

Tabla 2.1: Numero de vectores soportes (sv) y vectores relevantes (rv), y porciento
que representan del total de la muestra de calibracion, para los distintos métodos.

Es evidente que RVMR es el método con mayor raleza. En la mayoria de los casos
se obtiene una raleza de més de la mitad con respecto a los otros métodos.

LSSVM en su versiéon original usa todos los datos del conjunto de calibracion en
el modelo estimado. Para alcanzar estimaciones del modelo ralas es necesario aplicar

técnicas de poda a los multiplicadores de Lagrange [90] (i.e., se ponen como cero
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aquellos cuyos valores no sobrepasan un umbral especificado), lo cual implica un
incremento tanto del error de prediccién como del costo computacional.

Para el caso del agua, RVMR no logra superar los otros métodos no lineales.
Cuando Thissen y col. [95] podaron el modelo LSSVM estimado correspondiente al
agua, no pudieron bajar el niimero de vectores soportes hasta el alcanzado por SVR
(41.5%) porque el error de prediccion aumenté a 0.0071. Para alcanzar resultados
comparables con SVR, ellos tuvieron que mantener el niimero de vectores de soporte
igual a 57 (88 %). Sin embargo, RVMR alcanza en este caso casi la mitad del ntimero
de vectores usados en SVR. Es posible que estos niveles de raleza tan altos alcanzados
por RVMR atenten contra la precision en este caso.

Otro aspecto de interés es mostrar la influencia de cada dato de calibraciéon en
la solucion final. Para tales propoésitos se utilizaron los valores estimados de varianza
inversa (o; '). En RVMR, la estimacion del parametro de varianza inversa a; ' puede
ser considerado como expresion de la “importancia’ o la “relevancia” de cada dato: los
valores més altos de a; (i.e., los menores de a; ') son asignados a los vectores menos
relevantes para el modelo.

La Figura 2.4 muestra los datos de calibracion mas importantes para los modelos
estimados asociados a cada compuesto (vectores relevantes), asi como aquellos que

no contribuyen a la solucion (a; ' 22 0).
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Figura 2.4: Valor de varianza inversa correspondiente a cada datos de calibracion para
los modelos de (a)Etanol (b)Agua y (c)2-propanol
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Debido a que los valores de varianza inversa difieren en magnitud para cada modelo
(notese que las escalas son diferentes) se decidi6 estudiar la contribucion de los datos
en cada modelo estimado por separado. Para mostrar la localizacion de los datos mas
importantes en el diseno de las mezclas propuesto por Wiilfert y col., se siguid el
procedimiento explicado por Thissen [95|. La importancia de cada punto de mezcla
en el diseno se obtuvo tomando el promedio de los 5 disenos de mezclas individuales

correspondientes a los cinco valores de temperatura (ver Figura 2.5).

100% 100% 100%
Ethanol Ethanol Ethanol

100% : I 100% 100% : I 100% 100% : I 100%
Water G @ @ iso-propanol Water Q e e iso-propanol Water a @ @ iso-propanol

(@) (b) (c)

Figura 2.5: Importancia relativa de los datos de calibraciéon para los modelos de
(a)Etanol (b)Agua (c)2-propanol. La importancia relativa fue representada en una
escala de grises: mientras mas oscuro es el color, mas importante es el dato para el
modelo.

Los disenos de mezclas correspondientes a los modelos estimados para predecir
cada uno de los compuestos muestran diferentes distribuciones de los datos mas im-
portantes. También es diferente la importancia relativa de cada dato en cada diseno de
mezclas. Sin embargo, hay una tendencia comun en todos los disefios. Puede verse que
todos ellos usan datos de calibracién con fraccion molar alta de etanol y 2-propanol y
fraccion molar baja de agua. Thissen y col.[95] obtuvieron comportamientos similares
al usar el método SVR, los cuales fueron argumentados por el hecho que los espectros
NIR de etanol y 2-propanol son similares mientras el espectro del agua es mucho mas

diferente, por tanto es mas dificil distinguir etanol de 2-propanol que etanol de agua.

2.3.2. Conjunto de datos “Tecator”

El conjunto de datos denominado Tecator proviene de la industria alimenticia
[92] y contiene 215 espectros NIR de muestras de carne, medidas en un equipo

Tecator Infratec Food and Feed Analyzer. Cada observacion consta de 100 valores de

absorbancia en el rango de longitudes de onda 850 — 1050 nm y est& asociada a una
descripcion de la muestra de carne, obtenida por un quimico analitico que contiene

el porciento de grasa, agua y proteina de cada muestra. El problema de calibraciéon
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abordado con este conjunto de datos consiste en la prediccion del porcentaje de grasa
de la muestra de carne a partir de su espectro. De los 215 espectros, 43 se mantienen
aparte como conjunto de prueba y las 172 muestras restantes se usan para la estima-
cion del modelo (conjunto de calibracion). Los espectros originales se procesan para
tener media cero y varianza unitaria. Este es un conjunto de datos donde se conoce
también que la relacion entre la propiedad de interés y las mediciones espectrales es

no lineal [7].

Resultados y comparaciéon con otros enfoques

En este conjunto de datos, se usaron los métodos SVR y LSSVM para comparar
su comportamiento con el del nuevo método de calibracion propuesto, RVMR. Los
resultados obtenidos por PLS se tomaron de la literatura.

Tanto SVR como LSSVM se aplicaron usando un niicleo Gaussiano. Para selec-
cionar los hiperparametros del modelo se exploré una rejilla de biisqueda basada
en una validacién cruzada con 4 particiones, lo que dio como resultados los valores
C = 1000, 0 = 0.97, ¢ = 0.5 para SVR y v = 2989.21, ¢ = 2.13 para LSSVM. En el
caso de RVMR, se us6 un nicleo spline lineal y su parametro de escala seleccionado
fue n = 3.52.

La Figura 2.6 muestra la comparacion de los errores de prediccion del contenido

de grasa para los diferentes métodos.
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Figura 2.6: Valor de RMSEP alcanzado por cada método en el conjunto de prueba
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En la Figura 2.6 se aprecia que todos los métodos no lineales se comportan mejor
que el tradicionalmente usado PLS y que RVMR es ligeramente mas preciso que
LSSVM. El gréfico de los valores reales contra los valores predichos en el conjunto de

prueba por el modelo RVMR se muestra en la Figura 2.7.

valores predichos

valores reales

Figura 2.7: Valores reales contra valores predichos para el método RVMR.

La Tabla 2.2 confirma que RVMR es drasticamente mas ralo que SVR y LSSVM.
El método RVMR requiere solo el 20% del conjunto de calibracién para futuras
predicciones, menos de un cuarto de las muestras de calibracion requeridas por los

otros métodos.

SVR LSSVM RVMR
# sv/rv 147 148 35
% 85 86 20

Tabla 2.2: Numero de vectores soportes (vectores relevantes) y porciento que repre-
sentan de la muestra de calibracion, para los distintos métodos

Al igual que en la experimentacion con el conjunto de datos anterior, resulta
importante explorar la influencia de cada dato del conjunto de calibracién en los
modelos estimados correspondientes a SVR, LSSVM y RVMR. Los valores de varianza
inversa estimados se tuvieron en cuenta para el modelo correspondiente a RVMR y
los multiplicadores de Lagrange para los modelos correspondientes a SVR y LSSVM.
Notese que existen datos que son usados por los tres métodos, asi como otros que no

son usados por ninguno de los tres. Estos resultados se muestran en la Figura 2.8.
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Figura 2.8: Importancia de los datos de calibraciéon para los modelos estimados corres-
pondientes a (a)SVR (b)LSSVM and (¢)RVMR.

2.3.3. Conjunto de datos “Tablet”

Este conjunto de datos estd formado por tabletas farmacéuticas de un tipo de
medicamento con variabilidad en la concentracion de su componente activo. Se cuenta
con 120 espectros infrarrojos de tramitancia medidos en el intervalo de longitudes de
onda de 7400cm ™! a 10507cm™!, para un total de 404 variables, correspondientes a
la produccion de escala piloto del producto [23, 91].

El problema de interés es predecir el contenido de compuesto activo (w/w) de una
tableta farmacéutica a partir de su caracterizacion espectral. El conjunto de datos
completo fue dividido en 65 muestras para la calibraciéon y 55 muestras para el con-
junto de prueba. Los espectros fueron preprocesados usando la técnica de Correcciéon
Multiplicativa de la Sefial (MSC, del inglés Multiplicative Scatter Correction) [33]. Se

conoce de la literatura [23] que la estructura inherente de estos datos es aproximada-

mente lineal y que PLS ofrece predicciones satisfactorias, de modo que este conjunto
de datos nos permite investigar si el método de calibraciéon propuesto se comporta

bien en problemas lineales.

Resultados y comparaciéon con otros enfoques

En este conjunto de datos, los métodos SVR y LSSVM se usaron para comparar
su comportamiento con el del nuevo método de calibracion propuesto, RVMR. Los
resultados que se muestran correspondientes a PLS se reprodujeron de la literatura
[23].
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Tanto para SVR, LSSVM como para RVMR se utiliz6 un ntcleo Gaussiano. Para
la seleccion de los hiperparametros se exploré una rejilla de biisqueda basada en una
validacion cruzada con 10 particiones. Los valores de los hiperpardmetros resultantes
fueron: C' = 10, e = 0.2, 0 = 0.61 para SVR; v = 46.261, ¢ = 0.65 para LSSVM; y
ancho de niicleo n = 0.7 para RVMR.

La Figura 2.9 muestra los errores de prediccion de contenido activo en tabletas

para los diferentes métodos.
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Figura 2.9: Valor de RMSEP alcanzado por cada método en el conjunto de prueba

Como es conocido, el método PLS se comporta razonablemente bien en este con-
junto de datos, lo que corrobora la relacion lineal entre los espectros y la propiedad
de interés. No obstante, los métodos no lineales resultan mas precisos, aunque en este
caso las diferencias con respecto al método PLS no son tan significativas como en los
casos anteriores presentados. RVMR es ligeramente mas preciso que SVR y LSSVM.
Tanto RVMR, como los otros métodos no lineales, han demostrado comportarse bien
en la solucion de problemas lineales. A pesar de la alta flexibilidad del método, es po-
sible estimar una funcién de regresion simple sin sobreajustar los datos de calibracion.
La Figura 2.10 corrobora la exactitud del método RVMR.

El mismo ntmero de vectores soportes fue seleccionado por los métodos SVR y
LSSVM. Nuevamente, RVMR es mucho maés ralo, reteniendo solo un 6 % de los datos
de calibracion. Estos resultados se muestran en la Tabla 2.3

La influencia de los datos del conjunto de calibraciéon en cada uno de los modelos

estimados se presenta en la Figura 2.11. Aquellos datos que no influyen en ninguno de
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Figura 2.10: Valores reales contra valores predichos de w/w para el modelo RVMR

SVR LSSVM RVMR
#sv/rv 34 34 4
% 52 o2 6

Tabla 2.3: Numero de vectores soportes (vectores relevantes) y porciento que repre-
sentan de la muestra de calibracion, para los distintos métodos.

los modelos fueron marcados en negro. Obsérvese que todos los individuos usados por
RVMR fueron usados también por los otros métodos, SVR y LSSVM. Esto sugiere que
RVMR, en su estrategia de selecciéon de los datos més importantes, no incluye datos
nuevos que pudieran pensarse “importantes” bajo otros criterios distintos a los que
sigue SVR y SLSVM; sino que se queda con un subconjunto de los datos considerados

importantes por los otros métodos.

Importancia

T T T T T T

500 - /\ B
Posees f\]\ o . N N

0 10 20 30 40 50 60

Numero de objeto

Figura 2.11: Importancia de los datos de calibraciéon para los modelos estimados
correspondientes a (a)SVR (b)LSSVM y (¢)RVMR
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Debe resaltarse que la prediccion de la propiedad de interés en datos futuros
usando RVMR es mucho menos costoso computacionalmente que cuando se usan los
otros métodos debido a la raleza de RVMR. Esto constituye una ventaja importante
si las predicciones de las propiedades de interés se necesitan hacer en tiempo real

(on line).



Capitulo 3

MAQUINAS DE VECTORES
SOPORTES PARA DATOS
FUNCIONALES

3.1. Revision de los enfoques previos de regresion

funcional

El rapido desarrollo de los equipos de analisis instrumental y otros dispositivos de
medicion modernos proveen gran cantidad de datos como funciones digitalizadas de
alta resolucién. Como consecuencia, el Analisis de Datos Funcionales se ha convertido
en un campo de reciente investigacion [27, 76]. En el contexto del FDA, cada individuo
es tratado como una funcién continua que toma valores en los ntmeros reales, en
vez de por un vector de dimensién finita. En el problema de calibraciéon para datos
funcionales, entonces, se observa una variable aleatoria funcional Y (tipicamente con
valores en un espacio de Hilbert ) con producto escalar (-, -)).

Hasta la actualidad, los métodos empleados para el problema de calibraciéon
con datos funcionales han estado orientados a aproximar la funciéon de regresion
v(y) = E(X /Y =y), i.e., a construir estimadores que minimicen el riesgo Bayesiano

cuadratico. Equivalentemente, el objetivo es ajustar el modelo de regresién funcional
X=9)+e¢

donde € es una variable aleatoria independiente de Y.

Para dar soluciéon a este problema se han propuesto varios enfoques, los cuales

95
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pueden ser clasificados en tres familias fundamentales:

a)

Meétodos de regresion funcional lineal. Los primeros trabajos estuvieron enfocados

a modelos de regresion lineal donde la funcién de regresion v tiene la forma lineal

Y(y) =c+ (B,9),

donde ¢ € Ry 8 € Y son parametros desconocidos. Una revision de los enfoques
para estimar este modelo puede encontrarse en [76]; ver también, [12, 13, 15, 18,
38, 62, 74].

Métodos de regresion funcional no paramétricos. Por su naturaleza, los métodos de
regresion lineales no pueden tratar con dependencias no lineales entre las variables
predictora y respuesta. Para vencer esta dificultad, se ha propuesto un ntimero de
enfoques no paramétricos. Seguidamente, se describen los enfoques mas importan-

tes desarrollados en los tltimos anos en esta area.

El primer enfoque, introducido por Ferraty y Vieu [27], es el uso de los estimadores

de regresion por nicleos funcionales:

_ 2 K(d(yi,y) /My
> K(d(yi,y)/h)

donde h > 0 es el ancho de banda del nicleo, d es una semi-métrica en ) y K :

A(y)

R, — R, es una funcién niicleo apropiada. Este tipo de estimadores permite una
gran flexibilidad para ajustar modelos no lineales. Sin embargo, sus propiedades de
consistencia se han demostrado solo para clases restrictivas de funciones nicleos,
como son las tipos I y II definidas en [27|; ademaés, la seleccion del paramtro
ancho de nucleo h sobre la base de los datos de calibraciéon es un problema dificil,
especialmente para casos como estos de alta dimension, por lo que continda siendo

tema de investigacion.

Otra clase de estimadores de regresion no paramétricos son las redes neuronales
funcionales propuestas por Rossi y col. [79]. En particular, el perceptréon de una

sola capa se define por
q
Ay) =@ TG + 1)),
j=1

donde 7' : R — R es una funcién de activacion dada, las (I;); son funcionales

lineales a ser estimadas (e.g., [;(y) = (w;,y) con w; € V) y (a;);, (u;); € R? son
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parametros desconocidos que también deben estimarse. El perceptréon funcional
tiene la propiedad de aproximacién universal que hace posible representar una gran
variedad de funcionales no lineales. Pero notese que dependen de un ntmero de
parametros bastante grande (w;);, (a;);, (u;);, los cuales aumentan con el nimero
de neuronas ¢, y su estimacién por minimos cuadrados conduce a problemas de
minimos locales. Ademas, tiene que seleccionarse el nimero de neuronas, lo cual
es una tarea computacionalmente dificil. En el mismo espiritu, se introdujeron

versiones funcionales de las redes neuronales de funciones de bases radiales [80].

El marco general de aproximacion de funciones en espacios de Hilbert con ni-
cleos reproductores se ha usado también para introducir estimadores de regresion

funcionales 73], los cuales tienen la forma general:

n

) =Y @k (v, y),
i=1
donde K : Y x Y — R es un nicleo reproductor en Y, y (a;); € R son para-
metros desconocidos. En este marco se han propuesto versiones funcionales de

aproximacion por funciones de bases radiales [73], que tienen la forma:

m

) = ab(d(y, ),
i=1
donde ¢ : R, — R es la funcién de base radial adoptada, cy, ..., ¢, € ) son centros

dados, d es una distancia definida en ), y (a;); son parametros desconocidos.

Una ventaja importante del enfoque de aproximacion de funciones en RKHS es
que el estimador resultante es lineal con respecto a los parametros desconocidos
(a;);. Por tanto, su estimacion por optimizacion de minimos cuadrados se reduce
a resolver un problema lineal algebraico. Sin embargo, de manera contraria a los
métodos estandares en RKHS para aproximar funciones multivariadas (e.g., splines

multivariados estandar y funciones de base radial como thin-plate splines), en el

contexto del FDA las propiedades de suavidad de 7 como un funcional en ) no
han sido definidas todavia. Por tanto, la seleccién de ntcleos reproductores y
funciones de base radiales apropiados, permanece atin como un problema abierto

de investigacion.

Para finalizar, la regresion usando k-vecinos més cercanos ha sido generalizada a
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datos funcionales [5, 56]. Este enfoque conduce a la siguiente funcion de regresion:

k
) 1
Y(y) = z > 2y
=1

donde x;,) es el valor de X para el i-ésimo vecino mas cercano de y dentro de
la muestra (v;)i=1,. . La consistencia y la razéon de convergencia de este enfo-
que se han estudiado suponiendo ciertas condiciones de regularidad en ~y. Este
estimador es similar al estimador de nucleos, pero tiene la limitaciéon que brinda
soluciones menos suaves, especialmente cuando el ntamero de datos en la muestra

de calibracion es pequeno.

c) Métodos de Regresion Inversa Funcional. Recientemente, se propuso un enfoque
alternativo que puede verse como un compromiso entre los métodos paramétricos
muy restrictivos (e.g., la regresion lineal) y los no paramétricos (e.g., métodos
basados en nucleos). Este se denomina Regresion Inversa Funcional |21, 29, 30|,
y constituye una version funcional de la Regresion Inversa Partida previamente
propuesta para modelos de regresion multivariados [57]. El enfoque FIR supone

que el siguiente modelo se cumple:

X = g(<ﬁ17Y>, cry <5d7y>) + €,

donde d es la llamada dimensién efectiva y g : R — R es una funcién desconocida.
Bajo algunos supuestos adicionales (los cuales estan garantizados si Y tiene dis-
tribucion eliptica, e.g.: una distribucion Gaussiana en el espacio de Hilbert ))) las
direcciones (3;); pueden ser estimadas de la descomposicion espectral del operador
de covarianza V (V) y V(E (Y /X)). Esto altimo involucra ajustar la media del
modelo inverso

Y = u(X) +e, (3.1)

donde e es un elemento aleatorio en ) con media cero, no correlacionado con X.
De manera maés especifica, para estimar (3;); v g, se llevan a cabo los siguientes

pasos:

1. Obtencion de un estimador de p(X) = E(Y,/X) haciendo la regresion de cada
componente de Y en X a través de cualquier método de regresion no paramé-

trico univariado.

2. Obtencion de las estimaciones de los operadores de covarianza I’ = V(Y) y I', =
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V(E(Y /X)) sobre la base de los resultados del paso (1), y de la descomposicion
espectral del operador I'Y/2I'.,I'"1/2. Los (8;); se estiman como las funciones

propias correspondientes a los d primeros (mayores) valores propios.

3. Estimacion de g a través de un método de regresion no paramétrico d-variado.

En este enfoque semi-paramétrico, la dimensién d es un hiperparametro del mo-
delo. Se han propuesto varios métodos para encontrar un buen valor para d, como
el referido en [28].

En el presente capitulo se desarrolla un nuevo enfoque para la estimacion fun-
cional no paramétrica que, a diferencia de los enfoques no paramétricos previamente
descritos, conduce a la reduccion de la dimension; es decir, es ralo. Ademaés, no tiene
las limitaciones distribucionales de FIR, que es el tnico enfoque existente que con-
templa reduccion de la dimension. Especificamente, se propone una extension a datos
funcionales del método Maquinas de vectores soportes que se denominard Maquinas
de Vectores Soportes Funcionales (FSVR). El método SVR se ha explorado mucho
en el contexto de la calibracion multivariada, y muestra buenos resultados (como pu-
do apreciarse en el Capitulo 2), por lo que su extension a datos funcionales resulta

promisoria.

3.2. Conceptos preliminares sobre la regresion no
paramétrica por regularizacién en espacios de

Hilbert con nticleos reproductores

Varios autores han elaborado diferentes métodos de estimacion para modelos de
regresion sobre la base de la regularizacion en espacios de Hilbert con niicleos repro-
ductores (ver por ejemplo [9, 25, 82| y sus referencias, para definiciones y detalles).
Aqui se describe brevemente este marco abstracto antes de considerar su especificacion
para la regresion con datos funcionales en la proxima seccion.

Sea ) un espacio vectorial con norma [|-||;,, y sea RY el conjunto de funciones de Y
en R. Supéngase dada alguna funcion definida positiva (o nicleo) k: Y x Y —R. Es
conocido que existe un RKHS H,.CRY con niicleo reproductor x [82]. Se denota por

||l 1la norma en H,. Considérese el modelo abstracto de regresion no paramétrica:

X=U(Y)+e
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donde (X,Y’) son variables aleatorias definidas sobre un espacio de probabilidad
(Q,F,P) y con valores en Xx), X CR; € es una variable aleatoria con valores en
los reales y media cero, la cual se supone independiente de Y; y ¥ : )Y —R es un
funcional desconocido. El problema de interés es estimar el funcional de regresion W
sobre la base de datos (X;,Y;), 1 < i < n, formados por observaciones de (X,Y)
independientes e idénticamente distribuidas.

Para esto, sea Hy un subespacio lineal de dimensién finita de RY con base
Gh,....Gm, tal que la matriz (G;(Y;)), 1 < i < n, 1 < j < m, tenga rango m. Se
denota por H = H, @& Hy el espacio de funciones F' = F,, + Fy con F,, € H, y
Fy € Hy. De ahora en adelante se supondra que ¥ € H. Para evaluar cuan cercano
estd F' € H del funcional desconocido V¥, supongase que se ha especificado una fun-
cion (llamada funcion de pérdida) ¢ : XxY x H —R,. El riesgo de aproximar ¥ por

un elemento F' = F,, + Fy € 'H se cuantifica por
R(F)=E(c(X,Y, F(X))),

donde E es el valor esperado con respecto a la distribucion de (X,Y). El riesgo

empirico y el riesgo empirico regularizado se definen, respectivamente como

Ry (F) = Y B e (X, Y5 F (X))

Ry (F) = Repp (F) + M| Fill5y,

donde A > 0 es una constante dada (hiperparametro de regularizacion). La estimacion

regularizada U A de U se define a través del siguiente problema de optimizacion
U, = R, (F).
A = argmin Ry (F)

Como senalan varios autores, este marco general provee un tratamiento unificado
de varios enfoques de regresion no paramétrica, en dependencia de la funcion de

pérdida c especificada (ver,e.g., |25, 34| y referencias citadas en ellos). En particular:

cl) Los métodos de regresion por minimos cuadrados regularizados corresponden al

trabajo con la funcién de pérdida cuadratica

¢(XY,F (X)) = (X = F (V).
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Especificamente, los métodos de regresion con funciones de bases radiales es-
tdndares se obtienen cuando la funcién de pérdida adoptada es la cuadréatica,
Y es un subespacio de R? (para algtin d € N), y el ntcleo tiene forma radial
k(y,y) = g(|lyll) para alguna funcion g : Ry — R. Aqui, ||y|| es la norma

euclidiana en R<.

c2) Los métodos de regresion de vectores soportes se corresponden con el trabajo

con la funcién de pérdida llamada e-insensible

donde € > 0 es alguna constante dada. En este caso, Hy se toma como el espacio

unidimensional generado por la funcién constante G (z) =1 o por Hy = {0}.

3.3. MaAquinas de vectores soportes funcionales

3.3.1. Definicidén del método FSVR

Como se describi6 anteriormente, el marco general para la estimacion de funciones
de regresion a través de la regularizacion en RKHS puede aplicarse a cualquier espe-
cificacion del espacio Y, del niicleo definido positivo k en ), de la funcién de pérdida
¢ y del subespacio de dimension finita H, de RY.

Las aplicaciones clasicas de los RKHS para métodos de regresion tratan situaciones
en las que ) C R?y, por tanto, H CRY esta constituida por funciones multivariadas
F:Y c R? — R. Este es el planteamiento para métodos de regresion multivariados,
en los cuales el funcional de regresion ¥ a ser estimado es una funcion multivariada,
i.e., una funciéon definida sobre R,

Por el contrario, los modelos de regresiéon no paramétricos funcionales tratan casos
en que YV C R7 es un conjunto de funciones y : 7 — R, donde 7 es un conjunto de
dimension infinita. Por ejemplo, en algunas situaciones practicas de interés, 7 = [a, b]
es un intervalo cerrado en R, y ) es el espacio L? ([a,b] , R) de funciones de cuadrado
integrables definidas en [a, b]. Por tanto, en modelos de regresion con datos funcionales
el funcional desconocido ¥ esta definido en un espacio normado ) de funciones con
valores en los reales.

Preda [74] inici6 la estimacion de modelos de regresion funcional en el marco de
los RKHS haciendo uso de la funcién de pérdida cuadratica, y dio por tanto, esti-

madores de minimos cuadrados regularizados. Estos son ejemplos de la clase general
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(c1) descrita en la seccion previa. En este capitulo se desarrolla un método para es-
timar modelos de regresion para datos funcionales adoptando la funcién de pérdida
e-insensible, i.e. se adapta a datos funcionales el enfoque general (¢2) anteriormente
mencionado.

Es conocido que bajo condiciones bastante generales de la funcién de pérdida c
(las cuales son satisfechas tanto por la funcién de pérdida cuadratica como por la e-
insensible), el estimador regularizado T A en cualquier modelo de regresion abstracto

tiene la siguiente forma explicita [34]: para todo y € Y,
Uy (y) = Zam (vi,y) + ijGj (v)
=1 j=1

para algunos a;, b; € R que dependen solo del hiperpardmetro A y de las matrices
K = (s (yi,95), vy G = (G (2:)).

Por tanto, una vez que se tiene el ntcleo k, los calculos numéricos de los estima-
dores de regresion en RKHS, T A, para datos funcionales (i.e., cuando ) es un espacio
de funciones) son exactamente los mismos que cuando las variables de entrada son
multivariadas (i.e., cuando ) es un subespacio de algin espacio lineal de dimension
finita R?).

Ademés, tanto para la funcion de pérdida cuadréitica como para la e-insensible
(i.e., para los enfoques de minimos cuadrados regularizados y de vectores soportes),
muchas propiedades de los estimadores \/I\f)\ en el contexto de datos funcionales pue-
den ser directamente derivadas de resultados conocidos en el marco de modelos de
regresion abstractos. Por ejemplo, si X esta acotada por una constante My y k esta

acotada por una constante M, entonces, para cualquier A > 0,
By (02 () = R (¥1(9)) = 0

exponencialmente en probabilidad cuando n — oo ([73], véase también, |9, 82]). De

la misma forma, algunos resultados de convergencia uniforme en probabilidad
Repp (F) —R(F)—0

sobre conjuntos de la forma {F : ||F|l,, < A}, A€ R, se discuten en [25].
Sin embargo, la regularizacion en RKHS tiene especificaciones importantes para el
caso de modelos de regresion con datos funcionales. Algunas de ellas, principalmente

las relacionadas con la interpretacion y construccion de niicleos definidos positivos en
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espacios funcionales se discuten en el siguiente epigrafe.

3.3.2. Nicleos definidos no negativos para espacios funcionales

Los ntcleos definidos no negativos en espacios lineales de dimensién finita R?
usualmente se construyen sobre la base de operadores diferenciales clasicos o funcio-
nes completamente monétonas de orden g € N, de donde se derivan las aproximaciones
a funciones multivariadas con splines y funciones de bases radiales [101]. Sin embar-
go, estos enfoques no son directamente aplicables para obtener nucleos definidos no
negativos en espacios de dimension infinita. Esta dificultad es un reto a los enfoques

de regresion para datos funcionales en RKHS.

En esta secciéon se muestran algunos resultados que permiten la construccion de
algunas clases de niicleos definidos no negativos en espacios de funciones. Se supone
que ) es algin espacio de Hilbert separable (de dimension infinita). Asi, todos los
resultados son aplicables a problemas tipicos con datos funcionales, en los cuales

Y C R7 y T es un intervalo en los reales.

El siguiente lema puede demostrarse facilmente.

Lema 3.1. Sea
o (y) =E (W)

la funcion caracteristica de un proceso estocastico (W (y) : y € ) de valores reales. Si
y — W (y) es un funcional lineal, y si para todo y € Y, la distribucion de la variable

aleatoria W (y) es simétrica alrededor del cero, entonces
R y) = ly—1y)
es una funcion nicleo, i.e., es definida no negativa sobre ) x Y.

Demostracion:

Sean ¢; € R, y; € YV, debe demostrarse que

ZCTCin(yT,yj) >0 V.

r?j

Pero se tiene que
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Z Crcj’i(yﬁ yj) - Z Crcj]EeiW(yr_yj)

T,J r.J
= Y e BN W)
T?j
2
= E Zcreiw(yr) > 0.

r

Por otra parte se tiene que
K’(yla y2) — Eeiw(yl_y2) — Eei(_l)w(yQ_yl) — K(y2’ yl)

por la simetria de la distribucion, lo cual finaliza la demostracion. O
Una consecuencia directa de este lema es el siguiente hecho bastante conocido: si

Y es un espacio de Hilbert separable y A > 0, entonces la funciéon Gaussiana

o (y) = eyl

define un nucleo definido no negativo en ) (llamado niicleo Gaussiano [82]) a través

de

K (y.y) = @ (y —y) = e Hlvl%,

De hecho, es conocido que existe un espacio de probabilidad §2 y un proceso
estocastico lineal y Gaussiano (W (y) : y € V) en € con media cero (llamado proceso

isonormal )) tal que

EW (y) W (v) = (¥, 9),

donde (y, ) es el producto escalar en ). Por tanto, las condiciones del Lema 3.1 se
satisfacen tomando
o(y)=E (eiw(y)) — e w vl

El Lema 3.1 da otra clase interesante de ntucleos definidos no negativos, como la

que se plantea en el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Sea T un intervalo de R, o« € (0,2], h > 0, y Y un conjunto de

funciones medibles Y C R tal que

.= ([ |y<t>|°‘d7f)i
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es finito para cada y € Y. Entonces,
K (y,y) = e~ lv=4lg,,

es un nicleo definido no negativo en'Y (el cual se llamard nicleo “a-estable”).

De hecho, definase
1
W) =y [ vz, 32
T

donde (Z (t) : t € T) es un movimiento a-estable Levy simétrico estandar [81]. En-
tonces, puede mostrarse que W satisface las condiciones del Lema 3.1.

Notese que, de manera mas general, también como consecuencia del Lema 3.1, si
el proceso estocastico (Z (t) : t € T) es cualquier semimartingala cuyos incrementos
tengan distribuciones simétricas, y si la integral estocastica (3.2) esta bien definida

para todo y € Y, entonces
k(y, 1) =E (ei(W(y)—W(yﬁ))

es un nicleo definido no negativo.

La variedad de nucleos para datos funcionales brindada por estos resultados es un
aspecto importante para futuras investigaciones. Como primer paso en esta direccion,
en la siguiente seccion se explora tnicamente el comportamiento de la regresién con
vectores soportes para datos funcionales con el ntucleo Gaussiano en un conjunto de

datos reales.

3.4. Resultados en el conjunto de datos ‘“Tecator”

En esta seccion se evaltia el comportamiento del método propuesto, FSVR, en el
conjunto de datos reales Tecator, descrito en el Capitulo 2. Sobre la base de este con-
junto de datos se haran comparaciones con otros métodos de regresion funcionales co-
mo son las funciones de bases radiales y el estimador por niicleo de Nadaraya-Watson.
Se incluiran ademas comparaciones con otros métodos de calibraciéon multivariados
con que se han trabajado estos datos, como son PLS, SVR y LSSVM.

Los espectros en este conjunto de datos se muestrearon de manera fina, por lo que
las curvas obtenidas son curvas muy suaves. Cada funcion se representa usando una
base B-spline de orden 4 y 32 funciones bases. El niicleo adoptado es el Gaussiano.

Estudios previos realizados en este conjunto de datos [80] destacan la relevancia que



66 3. MAQUINAS DE VECTORES SOPORTES FUNCIONALES

tiene la forma del espectro en la prediccion de la propiedad de interés; por esa razon,
se us6 la norma Lo de la segunda derivada del espectro dentro del nicleo Gaussiano
en FSVR.

La seleccion de los valores de los hiperparametros (A, €, h) para entrenar el FSVR
se realizo explorando una rejilla de biisqueda basada en una validacién cruzada con
10 particiones. Para el caso de los estimadores RBF y NWK| se aplic6 un criterio
de Validacion Cruzada Generalizada (GCV, del inglés Generalized Cross-Validation)
[101].

La Figura 3.1 muestra las graficas de los valores predichos de porcentajes de grasa

contra los valores reales en el conjunto de prueba para cada uno de los métodos
de regresion: FSVR, RBF y NWK. La exactitud de los resultados (capacidad de

generalizacion) es muy buena para todos los métodos, pero FSVR exhibe los mejores.
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Valores predichos

Figura 3.1: Valores reales contra valores predichos para las estimaciones por a) FSVR,
b) RBF, y ¢) NWK.

La Tabla 3.1 resume los valores de varias medidas de precision de la predicciéon
en el conjunto de prueba para cada uno de los métodos: RMSE, Error Maximo Ab-
soluto (EMA), Error Relativo Maximo (ERM) y Promedio de Error Relativo (PER).
FSVR muestra el mejor comportamiento de prediccion entre todas las medidas usa-
das, mientras que el método NWK es el peor, particularmente con respecto al criterio
EMA.

Una representacion grafica del funcional de regresion ajustado se hace conveniente

para una mejor comprension de los diferentes estimadores de regresion en términos de
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RMSE EMA ERM PER
FSVR 0.5451 1.2933 0.1653 0.0276
RBF  0.9279 2.8486 0.3061 0.0512
NWK 1.4563 5.6000 0.2196 0.0642

Tabla 3.1: Exactitud de las predicciones para los diferentes estimadores.

capacidad de prediccion y forma de la regresion estimada. Sin embargo, su completa
visualizacién no es posible debido al hecho de que ellos pertenecen a un espacio de
dimension infinita. Una solucién a este problema se logra aplicando a la matriz de
inter-distancias entre los espectros (distancias calculadas de acuerdo a la norma Ly de
la segunda derivada mencionada anteriormente) una transformacion de escalamiento
multidimensional al espacio Euclideo bidimensional. De este modo, cada espectro y; se
representa (aproximadamente) por un punto (u;,v;) en el plano. Para cada método,
la Figura 3.2 muestra la superficie (interpolada) formada por los valores predichos
Z; (eje vertical) como funcion de la representacion (u;,v;), ¢ = 1,...,n (en el plano
horizontal). Los puntos (u;,v;, ;) que representan los valores de porcentaje de grasa

originales x; correspondientes al espectro y; también se grafican como asteriscos.

Function values

Figura 3.2: Estimaciones del funcional de regresion para los estimadores (a) FSVR,
(b) RBF, (¢) NWK.

En la Figura 3.2 se corrobora también el buen ajuste alcanzado por los tres méto-

dos de estimacion considerados, asi como la similitud en la forma de sus estimaciones
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del funcional de regresion.

Sin embargo, deben resaltarse dos ventajas del método FSVR. Primero, como se
menciond anteriormente, muestra mejores resultados de predicciéon como reporta la
Tabla 3.1. Segundo, a diferencia de los métodos funcionales no paramétricos existen-
tes, FSVR alcanza, por su propiedad de raleza, alrededor de un 20 % de reduccion de
la dimension, y retiene s6lo un subconjunto apropiado de vectores soportes (80 %) de
los datos originales. Los otros dos métodos (RBF y NWK), por el contrario, requieren
almacenar todo el conjunto de entrenamiento para predecir muestras futuras.

Se realiz6 también una comparaciéon del método FSVR con otros métodos de
calibracion multivariada, no funcionales, usados en este conjunto de datos.

La Figura 3.3 muestra que las FSVR, al igual que los otros métodos no lineales,
resuelven el problema de calibracion mejor que PLS. Este comportamiento era de
esperar producto de la relacién no lineal que se conoce que existe entre el contenido de
grasa y la informacion espectral en estos datos. FSVR es mas preciso (por un factor de
1.51) que el SVR original no funcional, lo que evidencia que el nuevo método FSVR
aprovecha la informacién funcional proporcionada. La diferencia a favor del FSVR
con respecto al LSSVM es solo de un factor de 1.03 y esto puede atribuirse a que
LSSVM es un método simple y requiere la optimizaciéon de pocos hiperpardmetros
en comparacion con los otros métodos basados en vectores soportes; por tanto, los

modelos pueden ser optimizados de manera mas exacta.
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Figura 3.3: Valor de RMSEP alcanzado por cada método en el conjunto de prueba.



Capitulo 4

REGRESION INVERSA BASADA
EN LA DENSIDAD PARA DATOS
FUNCIONALES

4.1. Introducciéon

En este capitulo se utilizan los conceptos y las notaciones introducidos en el Ca-
pitulo 3 para el problema de la calibraciéon funcional. El propoésito es desarrollar
un nuevo método de regresion funcional para estimar v(Y') que también requiere la
estimacion del modelo de regresion inverso (3.1). Su principal motivacién practica
proviene de los problemas de calibracién en la quimiometria, especificamente en la
espectrometria, donde una variable quimica X (e.g., concentracion) debe predecirse
a partir de una funcion Y (e.g., un espectro). En este contexto, tal modelo inverso
representa el proceso fisico de generacion de los datos en el cual el espectro de salida
Y se determina por la concentraciéon quimica de entrada X, y e es una perturbacion
funcional debida principalmente al proceso de medicion. Aunque X y Y puedan tener
distribuciones de probabilidad complejas desconocidas, es un supuesto comun que la
perturbacion e siga una distribucién Gaussiana Fy y, por tanto, la distribucién con-
dicional P (-/z) de Y dado X = z es una distribucion Gaussiana en ) con media

w(x). Esto sugiere la siguiente estimacion para y(y):

_ XL )
Iy (y)

69

7 (v)

9



70 4. REGRESION INVERSA BASADA EN LA DENSIDAD

donde f(y /) es una estimacion de la densidad f (y,/z) de P (-/x) con respecto a la
medida Py y fAy es una estimacion de la densidad de Y. Este estimador de regresion se
denomina Regresion Inversa Basada en la Densidad (DBIR). Si Y fuera una variable
con valores en R, esto se reduce al enfoque univariado para la calibracién propuesto
por Lwin [59]. DBIR requiere supuestos mas especificos sobre la distribucion de la
perturbacion e en el modelo inverso (3.1) (e.g., distribucion Gaussiana) pero tiene un

numero de caracteristicas atractivas en contraste con otros enfoques:

(I) Al igual que otros enfoques no paramétricos, permite aproximar funciones de

regresion no lineales.

(IT) Al igual que el enfoque FIR, requiere estimar la funcion media p del modelo
inverso y algin operador de covarianza (especificamente, V(e)). p debe ser esti-
mada a través de un método de regresion no paramétrico pero, contrariamente
a la regresion funcional no paramétrica, esta funcion esta definida sobre R (y
no sobre un espacio de Hilbert de dimension infinita), por lo cual la tarea de
estimacion es mucho mas facil, asi como el problema de ajustar los hiperpara-
metros (si hay) en el método de regresion no paramétrica adoptado. Ademas,
ningun otro parametro tiene que ser estimado. En particular, a diferencia de la
regresion por nucleo funcional, este enfoque no requiere la selecciéon del parame-
tro ancho de banda para el ntcleo en un espacio de dimension infinita. Tampoco
involucra un ntamero grande de parametros relacionados con el funcional a op-
timizar, contrariamente a como sucede, por ejemplo, en el caso del perceptron

funcional. DBIR es por tanto computacionalmente muy fdacil de aplicar.

(ITI) Finalmente, a diferencia del enfoque FIR, se requieren pocos supuestos. En par-
ticular, v no necesita ser una funciéon de un nimero finito d de proyecciones
ni Y tiene que seguir una distribucion eliptica (o cualquier otra distribucion
dada). También notese que DBIR no requiere el paso adicional del ajuste no

paramétrico multivariado (c, paso 3) mencionado en el Capitulo 3.

4.2. Regresion inversa basada en la densidad

4.2.1. Definicién de DBIR en un marco abstracto

Sea (X, Y') un par de variables aleatorias que toma valores en Rx ) donde (Y, (., .))

es el espacio de funciones de cuadrados integrables de R en R () = L?([a, b])). Sup6n-
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gase ademas que se tienen n realizaciones i.i.d. de (X,Y"), denotadas por (z;, y;)i=1,...n-
El objetivo es construir, a partir de (z;,¥;);, un predictor del valor de X correspon-
diente a un valor futuro observado de Y. Este problema usualmente se trata a través
de la estimacion de la funcion de regresion v(y) = E(X Y = y).

Para esto, el enfoque funcional de Regresion inversa basado en la densidad ajusta

el modelo de regresiéon inverso
Y=F(X)+e, (4.1)

donde e es un proceso aleatorio (perturbacion o ruido) con media cero, independiente
de X,y © — F(z) es una funcion de R en ). Como se especifico en la Seccion 3.1,
este es el modelo de generaciéon de los datos comtinmente supuesto en problemas de
calibracion [69.

De manera adicional, se adoptan los siguientes supuestos:

1. Existe una medida de probabilidad Py en ) (no dependiente de X) tal que la
medida de probabilidad condicional de Y dado X = =z, digamos P (-/x), tiene

una densidad f (-/x) con respecto a Py; i.e.,

P(A/2) = / £ (u,/) Po (dy)

para cualquier conjunto medible A en ),

2. X es una variable aleatoria continua, i.e., su distribucion tiene una densidad fx ()

(con respecto a la medida de Lebesgue en R).

Bajo estos supuestos, la funciéon de regresion puede ser escrita como

o f 9/) fx (@) ada

1) fr (y) ’

donde
fy () = / (y/2) fx (@) da.

~

Por tanto, dada una estimacion f(y,/z) de f(yx), la siguiente estimacion por

sustitucion de v (y) puede construirse a partir de las ecuaciones previas:

_ XL s

. fr (y)

, (4.2)
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donde: .
) => Fly/z).
=1

4.2.2. Especificaciéon para el caso Gaussiano

El estimador general dado en la ecuacion (4.2) se particulariza en esta seccion para
el caso en que, para cada x € R, P (-/z) es una medida Gaussiana en ) = £5[0, 1].
P (- /x) esta entonces determinada por su correspondiente funcion de media p (z) € Y
(la cual es igual a F'(x) de acuerdo a la ecuacion (4.1)) y un operador de covarianza I’
(no dependiente de x), el cual se supondra un operador de Hilbert-Schmidt simétrico
y positivo en el espacio ). Por tanto, existe una descomposicion de valores y vectores
propios de I, (¢, A;);j>1 tal que (\;); es una sucesion decreciente de ntimeros positivos
reales, (g;); toma valores en YV y I' = 3. Aj0; ® ¢; donde p; @ @;(h) = (p;, h)p;
para cualquier h € ).

Denotese por Fy la medida Gaussiana en ) con media cero y operador de cova-
rianza I'. Supéngase que la siguiente condicion de regularidad usual se cumple: para
cada x € R,

> u?
Z M])\(x) < 0,

j=t Y
donde
pj(x) = (@), @) -
Entonces, P (-/z) y Py son medidas Gaussianas equivalentes, y la densidad f (-/z)

tiene la forma explicita:

f(y/w)zexp{iujA—tr) (yj_lujT(x))}7

donde y; = (y, p;) para todo j > 1. Esto conduce al siguiente algoritmo para estimar

fy/x):

1. Obtencién de una estimacion i (-) (¢) de la funcion x — p (z)(t) para cada t € R.
Esto puede llevarse a cabo a través de cualquier método de regresion no paramétrico

; e.g., un método de nicleo:

.,n?

estandar basandose en los datos (i, y; (t)),_, .

. Y K (wlfjx) Yi
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como se propuso en [31] (ndtese que, en este caso, el ancho de banda h tiene un

valor comin para todo t).

-~

2. Obtencion de estimaciones (@;, A;); de las funciones propias y valores propios (¢,

Aj); de la covarianza I' sobre la base de la covarianza empirica de los residuos

3

f: (éi—é>®<éi_é)

i=1

S|

con & = 3" ¢, Solo se retienen los primeros p valores propios y funciones
= n Lui=1%0 p p propios y

propias, donde p = p(n) es un entero dado, menor que 7.

3. Estimacion de f (y,/z) por

Flu/z) = exp{ A (@) (@ - M) } , (4.4)

Finalmente, con la sustitucion de (4.4) en (4.2) se obtiene una estimacion 7 (y) de

v (y), que es el estimador DBIR.

4.3. Consistencia del estimador

En esta seccion se demuestran algunas propiedades asintoticas de los estimadores
propuestos en los pasos (1)-(3), asi como los resultados de consistencia para el esti-
mador DBIR, 4(y). La demostracion de la consistencia del estimador que se muestra
sigue esencialmente los mismos pasos requeridos para el calculo del estimador DBIR.

Antes de mostrar los resultados, se hace necesario recordar y definir algunas no-

taciones utiles.

4.3.1. Notaciones

Denotese por:

= H un espacio de Hilbert;

= m la funcion tal que p(z)(:) =
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reMix—p(@)(), m,(2) = 5705 fro (@) = max(fx (@), mm);
= 7, > 0 sucesién numeérica que converge a Cero;

» /i(z)(-) estimacion de p(z)(-) usando el estimador por ntcleo de Nadaraya-

Watson:
Zz— K h ) (
ZZ:l K (x hm)

() =

iy €M () Fla) = M i (o) = mix(fa(e)n)
m Th({L‘) = Zz 1yzK ($Z x)7
= fx(w) =30, K (55);

» ' =E(e® (e —E(e))) el operador de covarianza de los errores e = y — r(x),

que se supone un operador de Hilbert-Schmidt. Por tanto, I' admite la descom-
posicion espectral (\;,;); donde (A;); es una sucesién decreciente de valores

positivos que tienden a cero y (¢;); es una base ortonormal de Y;

1y . . .
= Iy =)0 e ®e; con e =y; — r(x;), el operador de covarianza empirica de

€.

- T = %Z?:l é; ® é;, con €; = y; — r(x;), el operador de covarianza empirica de
los residuos estimados. Como operador de rango finito, T tiene una descompo-
sicion en valores y vectores propios (Xj, @;); (con a lo sumo n autovalores no
nulos) donde la sucesion (/):j)j es decreciente y los @, se suponen (sin pérdida

de generalidad) tal que (p;, $;)y > 0.

4.3.2. Parte 1: Convergencia de 7, (z) y razén de convergencia

El primer paso en el método DBIR es la estimacion de la media condicional p(z) a
través del estimador de Nadaraya-Watson fi(z), definido como en (4.3). Los resultados
de convergencia, asi como la razén de convergencia se obtienen bajo los siguientes

supuestos:

(A1) fx y rsonCF
(A2) K es un nucleo de orden k con soporte compacto, k > 2;

(A3) existen d; y ds tales que sup,

f)((k)(x)‘ < dy y sup, ||T’(k)(l’>H < do;



4.3. CONSISTENCIA DEL ESTIMADOR 75

(Ad) h=0(n"),ny=0(n"2),c1,¢0>0,% + - <1 < §— 03

(A5) existe b € RT tal que sup, ||r(z)|| < b.

n—-+o0,P

(A6) nEsup, [|r(2)|* Iisy@)<ny — 0.

Proposicion 4.1. Bajo los supuestos (A1)-(A5), se tiene que:

logn 12
A - ca—cik _
sup [|r(z) — 7, (2)[| = Op (n T+ (n12(01+02)) '

Demostracion:
Para la demostracion de esta proposicion se hace necesario el uso de los siguientes

Lemas. Sus demostraciones aparecen en los articulos citados.

Lema 4.1 ([77]). Bajo los supuestos (A1)-(A3), se tiene que:

Lema 4.2 ([110]). Bajo los supuestos (A1)-(A3), se tiene que:

(- 22)

La demostraciéon de la Proposicion 4.1 se muestra a continuacion:

sup | fx(z) — fX(m)’ =0p (hk +

sup [[m(x) —m(z)|| = Op

T

Para todo v, se tiene que

lr(@) =t ()| = lr(2) =1y, (2) + 7, (2) = 7, ()]

< r(@) = rg (@) + NI, (2) = 7y, ()]
por lo tanto
sup [|r () = 7y, () < sup [[r(z) =y, (2)[| + sup Iy, (@) = 7y, (2] (4.5)
Ademés se cumple que

Iy, @) < (@)l (4.6)
¥

Ir(2) = 7o, @)" = llr(@) = 9, @1 Ipe<any < 4@ Lpe<any (47)
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con lo cual, usando la desigualdad de Markov, se obtiene

4
P (s lr(e) = (0] > ) < 0B sup I itorenn
que, por el supuesto (A6), da como resultado
sup [|r(z) —ry, (2)]| = Op (1/n) . (4.8)

Por otra parte, se tiene que

M : )= Jxm\T

()]l

n

fxn ()
P 1
Frna () = Frna ()| + - Im(z)

n

7, (2) = Py ()| = |

IA

|
3
—~
8
=
—~
=~
o
~—

donde

P (@) = Lxan(@)] < | F(@) = fx(a)| < sup [fx(@) = fx(a) (4.10)

entonces, tomando el supremo en (4.9) y, usando el supuesto (A5) queda

b .
s1p 1) = 7, @)l < —sup | () = fx(@)] + = sup m(a) = ()]

n T

Por el Lema 4.1, el Lema 4.2 y el supuesto (A4), se obtiene que

. ere logn '
sup [|ry, (z) — 7y, (2)|| = Op (n et 4 (W) (4.11)

De la ecuacion (4.5) y los resultados previos dados en las ecuaciones (4.8) y (4.11),

puede concluirse que
. o1k logn 1/2
sup r(2) = 7, ()] = O o+ (=280 ) ) o

4.3.3. Parte 2: Convergencia de I

El segundo paso del método DBIR consiste en la estimacion del operador de cova-

rianza del error I" sobre la base de las estimaciones de los residuos. La y/n-consistencia
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de este estimador garantiza la consistencia de su correspondiente descomposicion es-
pectral (i.e., autovalores y autofunciones) usando los resultados que se muestran en
[8]. Para obtener la consistencia del estimador del operador de covarianza el siguiente

supuesto, ademas de los supuestos (A1)-(A6), es necesario:
(A7) E([lell*) < +oo;

Proposicion 4.2. Bajo los supuestos (A1)-(A4), (A6)-(A7) se tiene:
|0=1 =0 (/v

Demostracion:

Para la demostracion de esta proposicion se requiere el uso adicional del siguiente

Lema cuya demostracion puede encontrarse en el articulo citado.

Lema 4.3 ([14]). Sea Z una variable aleatoria en un espacio de Hilbert con operador

de covarianza Tz y E (]| Z]|*) < +oo entonces,

E(Ir, - 3% < BUZI0

donde Ty = 23" (Z; = Z) @ (Z; — Z), y los Z; son independientes e idénticamente

distribuidas (i.i.d) segun la distribucion de Z.
Por la definicién del estimador I' se tiene que:

B o= Y e@aim D i, (00) ® (5 — i, (01)
= 1) (00) ) + 7, (00) = o (22))
(i = (@) + (i) — g () + 79, (23) = 7y, (24))

el cual puede expresarse como

A

=T+ T+ T+ T+ T + T3+ Ty + Ty + T
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donde
o= - (3 = r(2)) © (1) = 7y, ),
T () ® ) = )
Ty = 2D =) @ ) = o)
= 230 = ) (1) 0,
Ty = LS 00— o (00) @ (1 02) — (50,

y 17,15, Ty son los operadores auto-adjuntos de 77,75, T, respectivamente.

Ademés se sabe que
|0 =1 <0 =l + 20Tl + 20Tl + Tl + 20Tl + T, (412)

por lo que en lo adelante se procedera a acotar cada uno de los términos del miembro

derecho de la desigualdad.

Puede deducirse facilmente del Lema 4.3 que
IT =Tl = Op (1/v). (4.13)

De las ecuaciones (4.6), (4.9) y (4.10) se obtiene

Vi | T

IN

1 — .
\/ﬁﬁ Z 173, () — T ()]
=1

< Vasup ||r(z) — 7y, (@)

T

lo cual, por la Proposicién 4.1, da como resultado

2
Vn||Ts|| = Op <n202+1/2 {nclk_i_@} )

n(_01+1/2)

y consecuentemente,

1731 = op (1/3/n) . (4.14)
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Usando la definicion de Ty, la ecuacion (4.9) y a continuacion el supuesto (Ab), se
obtiene que

1 — A
Vil < ngHeiH |7, (25) — P, () ]
=1

(@) = fx() <% > e ||r<wz»>||>

+%sup||m< ( Znezu)
(@) = fx(@)] % (Zuem)
+n£sup||m< ( Znezu)

De aqui se tiene que, para cualquier ¢ > 0 (usando la desigualdad de Markov, el

supuesto (A7) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz), se cumple

P(AIT] =) < p<sup|fx( ( ZH ”) 22%>

+P<sup|\m( (ZH ) QCZ%)
< 2 g (Jellsup o) — st
+ & (s lm(e) ~ o) )|

2viyE(el |, \/E (Sup :
nC x

. \/IE (sup (o) - m<x>||>2

pero por el supuesto (A4), los Lemas 4.1 y 4.2, *7{—? sup,

L2 sup, l[m(@) — ()| = op (1)s por tanto

S @ sup
T

n

n

0 - 1x)])

Jx(z) = fx(2)| = op (1) ¥
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%/E (s (o) - m<x>||)2 ot

f ? n—-00
X(x)D not g

lo que implica

15| = op (1/v/n) . (4.15)

De la definicién de T3 se tiene que
n || 5] < Z I (3) = 7o, ()

Aplicando la desigualdad de Markov
n
<Z I (25) = 7y, (@) |” > C) < —E([lr(x) =y, (@)II'), VeER,
lo cual por la ecuacion (4.7) da como resultado

(Z (o) = 7y, ) >c> < S (@) T eyemy)

por tanto, por el supuesto (A6), se deduce que

| T3] = op (1/n). (4.16)

De la definicion de Ty, la ecuacion (4.9) y el supuesto (A5), se tiene que

fx(@) \( an I () rnn<xi>u)
\/__SUPHm( ( Z” r(zi) =1y, $Z)||>

Fx(@) = fx(a)| x bsup r(z) = 7, ()]

Vn||Tyl| <

n
— sup
n x

IA

Y up () — s sup ) — 1, ()]

n
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Entonces, usando los Lemas 4.1 y 4.2, el supuesto (A4) y la Proposicion 4.1, se obtiene

que

S up | fxa) = @), L sup (e = i)l sup (o) =y )]

son todos op (1), lo que implica que

Tl = or (1/v/R) (4.17)

De la definiciéon de T7,
Vi ¢
Vol Tl < == D el () = ry ()]l -
i=1

Por el supuesto (A7),

C

P(42“%”||T<wi>—rnn<xi>||>c) < IR (el Ir(@) ~ o, @), Ve R

< SVEIPRE (@) = o @)

2
< SVl I @) Loy,

lo cual, por el supuesto (A6), tiende a cero. Por tanto,

ITy|| = op (1/v/n) . (4.18)

Con los resultados alcanzados en la ecuaciones (4.13), (4.18), (4.15), (4.16), (4.17)

y (4.14), junto con la ecuacion (4.12) puede concluirse que

0=t =or(1/vm) o

4.3.4. Parte 3: Convergencia de f(y,/x)

El altimo paso del método DBIR es estimar la densidad condicional f(y,z) a par-
tir de la descomposicion espectral de I'. Como se explico anteriormente, este resultado
se deriva a partir de un Teorema demostrado en [8], por tanto, se requeriran algunas
notaciones y supuestos técnicos hechos en ese trabajo. A continuacién se enuncia, a

modo de Lema, el resultado que se necesita usar:
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Lema 4.4 (|110]). Sea I' y T dos operadores lineales compactos y auto-adjuntos

definidos en un espacio de Hilbert, y (Aj, ©;)jen, (Aj, §j)jen las respectivas sucesiones
decrecientes de autovalores y las sucesiones de autovectores ortonormales. Entonces,
para todo j € N

i) N =N

)

<ei

i) |l; — @ill < aj|T' = FH donde
a: = { )\?\—/22 SZ] =1
a 22 ) :
min(h_1—Aj, A —Aj1) s17 > 2

Supongase ahora que los siguientes supuestos se satisfacen:

(A8) todos los (A;); son distintos;

(A9) lim, 400 p = +00;

(A10) lim, oo E/\];}ﬁaj = 0 donde (a;); se definen como en el Lema 4.4;

g co—cC ogn 1/2 3
(A11> hmn—’-‘roo )% X (n 2 ik + (%) ) = 0 y hmn—>+oo >\%L\/ﬁ — 0 a

i (z)

(A12) para todoy € Y, >, sup, |5

<yj — M]T(w)‘ < +00.
Proposicion 4.3. Bajo los supuestos (A1)-(A12), para cualquier y € Y, se tiene:
sup ’f(y/x) - f(y/x)‘ =op(1).

Demostracion:

Denote por £(x) la diferencia

£ -4) -5 )]

j j>1
Entonces, £(z) < & (z) + & (x), donde

Jj=p+1

51 ([E) =
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[l 62 o)

j
Mj)\(;ﬁ) <yj _ #jé@)‘ s

Por el supuesto (A9), lim,, . p = 400 y como »_ ., sup,
finito (por el supuesto (A12)), lim,, 4 sup, & (z) = 0.
&, puede dividirse en 4 partes: & (x) < A(x) + B(x) + C(x) + D(z) donde

- A) = |0 520 - 6)|:

o Blx) = |0 2 (15(2) — (@)

= Clw) = [0y B (s () — iy (o)
D) = [ (= ) i) (35— 247)

Consistencia de A

Como Y pj(x)* = ||7(2)|?, entonces, para todo j, |u;(z)| < ||r(z)]|. Esta desigual-
dad, asi como el hecho de que A\; > A\, paraj=1,....p¥ |y; — 9| = [(y, 0; — ;)| <

llylllle; — @4l], conduce a que, para todo z,

()l - .
A < I S™ o, — g
4 j=1

Entonces, usando el Lema 4.4 (con los operadores I' y T') y los supuestos (A5),(A8),

se tiene que:
p

o 2aj=1 g
sup A(z) < bllyllIT" - I =

P

lo cual, por la Proposicion 4.2 y el supuesto (A10) implica que sup, A(x) = op (1).

Consistencia de B

Por los mismos argumentos que los usados para A, se tiene que
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Por otra parte, para cualquier j y cualquier z, se cumple

| () = g (@) < [l ()l llo; — 25l + N25llllr () — 7y, ()]
y por tanto, para cada 7,

sup s (@) = s ()| < b [T = F + sup [r(z) = o, (@)

donde la primera parte se obtiene por el Lema 4.4 y el supuesto (A5). Por tanto,

P, a; b
Z&—p” + 5% sup [[r(z) =y, (2)]

b? A
sup B(x) < 2T =T

donde el primer término del miembro derecho de la desigualdad es op (1) (Proposicion

4.2 y supuesto (A10)) y el segundo término es

p i logn 12
OP )\—p X | n74% + <—n1—2(01+02))
por la Proposicion 4.1, resultando la suma de ellos op (1) (supuesto (A11)). Entonces,

sgp B(z) =o0p(1).

Consistencia de C

De [g;] < llyll v | ()| < (|7, (2)]]; se tiene que

() < el > o) = ol

. . Sl (@) —hy (@)
De forma anéloga a como se hizo para B, se demuestra que sup, ==——"—"> =
ya

op (1). Ademas, para cualquier z, |7, (2)|| = ||7(x)| + op (1) por la Proposicion 4.1

y por tanto, sup, ||7,, (z)|| < b+ op (1). Todo esto conduce a sup, C(z) = op (1).
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Consistencia de D

Al usar los mismos argumentos que para C, se tiene que

D) <l @) () + @l s~ L1
j=1 J
i |7, (@)1 2IT = L
< (WAoot + 172 i}
2 )\PAP
Ahora, partiendo de que A, > |\, — |\, — A,|| se obtiene
A A L . -
D -0 _  pir—0) _ IT=T
ApAp - )‘Z_Ap‘)‘p_j‘p’ ‘1_‘)\17)\—_:\1]'

lo cual, usando la expansién ﬁ = Z?io y/,V|y| < 1y el Lema 4.4 da como resultado

: HI f H — )\ — )\
22 D . |)\p )\p| |)\p )\p|
~r = _”| — 1 H 14+ 2 7o 2=
‘1 [Ap—=Ap| )\]20 )\p )\p

p 1 P 1 P 1 1
() B ) ()
P\ m) T \n ) Tt (e NI

Por el supuesto (A11) se tiene que el primer término del miembro derecho es op (1)

y el segundo término es equivalente a Op <ﬁﬁ X ﬁ), es decir op (1). El ultimo
P P

término es por tanto op (1). Puede concluirse que
sup D(x) < ((b+op (1)) [lyll + (b +0p (1))*) 0p (1) ,

y de ahi que sup, D(x) = op (1).
De la consistencia de A, B, C y D puede concluirse que, sup, E(x) = op (1).

Entonces, para cualquier 1 > 0,

)

N | —

PGwvwﬂm—ﬂw@n>@ s.Pqu@/w—ﬂw@N>mama@s

+P (Sl;p E(z) > %)
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<P (sup E(x)e'?sup f(y/x) > 77)

+P (sgp E(x) > %) .

porque, del supuesto (A12), sup, f(y,/z) es finito. Finalmente, como sup, £(x) =
op (1), lim, o P (supx fly/z) - fly/x)| > 77) = 0 lo cual concluye la demostra-

cion. O

4.3.5. Conclusion: Consistencia de §(y)

Para la consistencia del estimador DBIR se requieren los siguientes supuestos

adicionales:

(A13) para todoy € Y, [, f(y/x)xfx(x)dx es finito;
(A14) E(X) es finito.
El resultado final estd dado en el siguiente teorema:
Teorema 4.1. Bajo los supuestos (A1)-(A14), se tiene que, para todo y € Y tal que

fr(y) >0

P

lim A(y) =" 7(y).

n—-+o00

Antes de comenzar la demostracion del teorema es necesario demostrar la siguiente

preposicion. Recuérdese que:
 fy(y) =[x fly/ ) fx(x)dx
s fry) =130 fly )
Proposicion 4.4. Bajo los supuestos (A1)-(A12), para cualquier y € Y, se tiene:
() = frlw)| = or (1),

y, con los supuestos adicionales (A13) y (A14),

=op (1).

Zf w/agei = [ S/ Dt
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Demostracion:

Para cualquier y € ),

n

Fel) = =3 /)| + |

=1

) = Fr()| <

pero

= por la Proposicion 4.3,

~

< sup| (/@) = flu,/x)] = 0p (1);

Frl) ~ 237 pw )

= el supuesto (A12) garantiza que, para todo y € Y, fy(y) es finito. Por tanto,
por la Ley de los Grandes Numeros (LLN)

lim —Zf (y/z;) =" Ex (f(y/X)) = fr(v).

n—-+oo M

Estos dos argumentos completan la primera parte de la demostracion.

La segunda parte se demuestra de la misma forma: para cualquier y € ),

Zf Y/ ;) ,——Zf Y/ 7)Yy

Zf b/ /fy/:c o fx (@)

Zf 0/ ) /f v,/ )3 fx ()

donde

s la primera parte del miembro derecho de la desigualdad previa esta acotada por
su i T Z;.
mp Y AV n EZ

Con el supuesto (Al4), lim, 4 % > v =P E(X) y por la Proposicion 4.3,
[(y/%) = [(y./w)| = op (1). Entonces,

sup,,

Zf y/7;) Z——Zf y/x)a:| = op (1).
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= la segunda parte del miembro derecho de la desigualdad converge a cero casi

seguramente por LLN bajo el supuesto (Al4). O

Demostracion del teorema:

Denétese por g(y) = fo [y 2 yfx()de y §ly) = L3, fy/zi):.
Se tiene que

o _ 9w i) — 9w (v
=W Fe () e (0)
1 . 9(y) o
< e a0+ | ) — )]
Pero,
9w < lg(y) — 9(W)| + 9(y)]
) = | = 1w - )]
entonces,
) l9(y) — 9(y)| 19(y) — g@)| + [gW)l] 2

F(y) —v(y)| < ) + fry) = fr(y)].

y) —
) = 1) = | )

Como fy(y) es finito (supuesto (A12)) y positivo, el primer término del miembro

derecho de la desigualdad anterior es op (1) por la Proposicion 4.4. También, por la

lg()l
fr(y)

ya que ¢g(y) es finita para todo y (supuesto (A13)). Por tanto, puede concluirse que

Proposicion 4.4, el segundo término tiende a sop (1) el cual es trivialmente op (1),

|7(y) — v(y)| = op (1) lo cual completa la demostracion. O

4.4. Estudio de simulacion

En esta seccion se discuten la factibilidad y el comportamiento del método de
regresion funcional no paramétrico descrito en la secciéon 4.2 a través de un estudio

de simulacion.

4.4.1. Generacion de los datos

Los datos se simularon de la siguiente forma: los valores de la variable aleatoria

real X fueron obtenidos de una distribucion uniforme en el intervalo [0, 10]. Entonces,
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Y fue generado por 4 modelos de regresion diferentes:
M1 Y = Xe; +2Xey +3Xes +4Xejg+e
M2 Y = (exp(X)/exp(10))e; + (X2/100)es + (X3/1000)es + log(X + 1)eyo + €
M3 Y =sin(X)e; +log(X + 1)es +e
M4 'Y = aexp (%61) +e

donde (e;);>1 es la base trigonométrica en Y = £2([0,1]) (i.e., egr_1 = /2 cos(2mkt),
y egr = V/2sin(27kt)), y e un proceso Gaussiano independiente de X con media cero

rador varianz = > ., e Qe rma mas precisa, € imulé
operador de covarianza I, J>1} ; ® e;. De forma més precisa, € se simuld
q 1 _ :
i=1 5€i(t)e;j(s) con ¢ = 500. Se simularon

muestras de calibraciéon y prueba de tamanos ny = 300 y ny = 200 respectivamente

usando un truncamiento de 'y, T'c(s,t) ~

sobre la base de estos modelos.

Las Figuras 4.1 y 4.2 muestran ejemplos de realizaciones de Y obtenidas bajo el
primer y tercer modelo, respectivamente, para tres valores diferentes de x. También
se representan las funciones subyacentes (no ruidosas), F'(x). Notese que en el caso
del modelo M3, los datos simulados tienen un alto nivel de ruido lo cual hace de la
estimacion una tarea dificil.

dato: 1 (X =9.5013) dato: 109 (X = 5.2982) dato: 193 (X = 0.49754)

funciones
o

funciones
o

funciones

-4

-80 -6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t t t

Figura 4.1: Modelo M1. Funcién verdadera F'(x) (linea continua suave), datos simu-
lados Y (linea gris rugosa) y aproximacion de Y usando B-splines (linea negra rugosa)
para tres valores diferentes de x.

Para aplicar el método DBIR, las funciones discretizadas Y se aproximaron por
funciones continuas usando desarrollo en funciones bases. Especificamente, los datos
se aproximaron usando una base B-spline de orden cuatro y 128 funciones bases.
Las Figuras 4.1 y 4.2 muestran la comparacién entre las funciones originales y sus

aproximaciones B-spline.
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dato: 44 (X = 3.7948) dato: 248 (X = 1.9879) dato: 41 (X =8.3812)

funciones
funciones
funciones

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t t t

Figura 4.2: Modelo M3. Funcion verdadera F'(z) (linea continua suave), datos simu-
lados Y (linea gris rugosa) y aproximacion de Y usando B-splines (linea negra rugosa)
para tres valores diferentes de x.

4.4.2. Resultados de la simulacion

La media condicional u(x) se estimé usando un estimador de ntucleo (como en
la ecuacion (4.3)). Dos hiperparametros tuvieron que ajustarse en este enfoque: el
parametro ancho de banda para la estimacion de p(z) y el ntumero, p, de funciones
propias involucradas en la Ecuacion (4.4). Estos dos hiperparametros se selecciona-
ron sobre la base de una validacién cruzada con 10 particiones que minimizara un
criterio de error cuadratico medio en la muestra de entrenamiento. Por simplicidad,
se muestran los resultados de manera grafica solo para los modelos M1 (caso lineal)
y M3 (un caso no lineal). No obstante, los resultados para los cuatro modelos, asi
como la comparacion con el método NWK, se muestra en la tabla 4.1, al final de la

seccion.

Caso lineal M1

Esta seccion muestra los resultados obtenidos en el primer modelo simulado, en
el que la variable explicativa real X y la variable respuesta funcional Y estan rela-
cionadas de manera lineal en el modelo inverso de la Ecuacion (3.1). La Figura 4.1
muestra que el nivel de ruido en los datos es mayor para valores pequenos de X.

La estimacion de la media condicional usando estimadores de nucleos (Ecua-
cién (4.3)) se muestra en la Figura 4.3. De manera més especifica, se grafican los
valores reales y los valores estimados de F'(x)(t) para diferentes valores de x (arriba)
y para diferentes valores de t (abajo). De igual manera, puede constatarse en esta

figura, la linealidad del modelo inverso (Ecuacion (3.1)). En general, las estimaciones
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X=9.5013 X=5.2982 X=0.49754

80
60
40

20 10

()
o
L (1)
o

p (0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t t

t=0.01002 t=0.50501 t=0.88176

px)
u)

Figura 4.3: Modelo M1. Arriba: valores verdaderos (lineas discontinuas) y estimacio-
nes (lineas continuas) de F'(z) para varios valores de z. Abajo: valores verdaderos y
estimaciones de F'(-)(t) para varios valores de ¢ (abajo). Los puntos representan los
datos simulados (x;(t)); en el conjunto de entrenamiento.

son buenas pero en algunos casos (e.g., abajo derecha) el nivel de ruido parece ser
muy alto y la media verdadera (vista como funciéon de x) no queda tan bien estimada
como en otros casos.

La Figura 4.4 muestra la descomposiciéon espectral de la estimacion de la cova-
rianza empirica de los residuos I" (seccion 4.2.2; paso 2) y los valores predichos de X
por DBIR en los conjuntos de entrenamiento y de prueba. En particular, la compa-
racion entre las funciones propias verdaderas y las estimadas se muestra en la Figura
4.4 (a-c) y la comparacion entre los valores propios verdaderos y los estimados, en la
Figura 4.4 (d). Los resultados de la prediccion son muy buenos, tanto en el conjunto

de entrenamiento como en el de prueba (Figura 4.4 (e-f)).
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v, 0

t t t

conjunto de entrenamiento (rmse = 0.068589) conjunto de prueba (rmse = 0.084828)
14 10 10

0.8

X estimada

0.6

X estimada

0.4

valores propios estimados

0.2

e @ © _
0 0 ol
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 5

valore propios verdaderos X verdadera X verdadera

Figura 4.4: Modelo M1. (a-c): Funciones propias verdaderas (linea discontinua) y
estimaciones (linea continua); (d): valores propios estimados vs. valores propios ver-
daderos y (e-f): valores predichos para X vs. valores verdaderos para el conjunto de
entrenamiento y de prueba.

Caso no lineal M3

Para el modelo no lineal M3, puede apreciarse en la Figura 4.2 que el nivel de
ruido es mucho mayor que para el modelo M1. De forma analoga a como se hizo en la
seccion anterior, la Figura 4.5 compara la verdadera F'(x)(t) con su estimacion para
varios valores de x (arriba) y para varios valores de ¢ (abajo). Los resultados son muy
satisfactorios dado el hecho de que los datos presentan altos niveles de ruido (lo cual
se aprecia claramente en la parte inferior de esta figura).

La Figura 4.6 muestra los resultados de los pasos 2-3 del esquema de estimacion:
donde la descomposicion espectral de la estimacién de I' se compara con los valores
verdaderos; y los valores predichos para X por DBIR se comparan con los valores
verdaderos, tanto en el conjunto de entrenamiento como en el de prueba. La estimacion
de la descomposicion espectral es también satisfactoria a pesar del alto nivel de ruido.
Las comparaciones de las predicciones en los conjuntos de entrenamiento y de prueba

muestran que el método no sobreentrena los datos.

Finalmente, el comportamiento de DBIR para cada uno de los modelos se compard
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X=3.7948

t
t=0.88577

X=1.9879

t=0.12024

p)

X=8.3812

0.4 0.6

t=0.41283

0.8 1

Figura 4.5: Modelo M3. Arriba: valores verdaderos (lineas discontinuas) y estimacio-
nes (lineas continuas) de F'(z) para varios valores de x. Abajo: valores verdaderos y
estimaciones de F'(-)(t) para varios valores de ¢ (abajo). Los puntos (abajo) son los

datos simulados (x;(t)); en el conjunto de entrenamiento.

con el obtenido por el estimador NWK funcional con dos tipos de métricas dentro

del nicleo: la norma Ly usual y la norma basada en la semi-métrica de PCA (ver

[27] para mayor detalle sobre estos métodos). Los valores de RMSE resultantes se

presentan en la Tabla 4.1.

Model DBIR NWK pcay NWK (z2)
M1 0.08 0.10 0.09
M2 1.47 1.60 1.77
M3 1.79 1.79 2.00
M4 0.94 2.16 1.91

Tabla 4.1: RMSE para cada método en cada uno de los modelos.

Los resultados muestran que DBIR es una buena alternativa a métodos comunes

como es el caso de NWK. De hecho, DBIR se comporta mejor que el método NWK

en todos los casos considerados en este estudio de simulaciéon que incluye modelos
lineales (M1) y modelos no lineales (M2 — M4).
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Figura 4.6: Modelo M3: (a-c): Funciones propias verdaderas (linea discontinua) y
estimaciones (linea continua); (d): valores propios estimados vs. valores propios ver-
daderos y (e-f): valores predichos para X vs. valores verdaderos para el conjunto de
entrenamiento y de prueba.

4.5. Resultados en el conjunto de datos ‘“Tecator”

DBIR se prob6 también en el conjunto de datos Tecator, descrito en el Capitulo
2. Este problema es més complejo que el que se presentd en la seccion 4.4 donde los
datos fueron generados bajo los supuestos del método. En esta secciéon, el objetivo
que se persigue con la aplicacion de DBIR a Tecator no es optimizar la solucion
para la problematica que trae consigo el conjunto de datos (para esto debe realizarse
un estudio méas detallado de las diferentes variantes de pre-procesamiento, seleccion
de hiperparametros, normas, etc), sino ilustrar que la nueva propuesta se comporta
razonablemente bien en un conjunto de datos real y complejo que puede desviarse de
los supuestos de DBIR, comparada con otros enfoques alternativos, como es el caso
de NWK.

Todo el conjunto de datos se dividié para formar dos conjuntos, el de entrenamien-
to y el de prueba, ambos practicamente del mismo tamano. Esta division se realizé de
manera aleatoria y se repiti6 100 veces, garantizando que cada conjunto tuviera datos

con valores de contenido de grasa representativos de todo el rango de calibracion.

La Tabla 4.2 reporta la media del MSE (y su desviacion estandar) para ambos mé-



4.5. RESULTADOS EN EL CONJUNTO DE DATOS “TECATOR’ 95

todos (DBIR y NWK) calculado en las 100 divisiones del conjunto de datos realizadas.

Model  DBIR  NWK ea) NWK (2
MSE 191 (041) 9.1 (21) 89 (2.1)

Tabla 4.2: Resultados de prediccion en el conjunto de datos “Tecator”

Los resultados obtenidos por DBIR son satisfactorios y mejores que los obtenidos
por el método NWK, bajo el criterio de MSE, lo cual evidencia que DBIR puede
resultar una alternativa interesante para la solucién de problemas de calibracion fun-
cional. En el Capitulo 3 se vio que para este conjunto de datos la segunda derivada
del espectro contiene informacion ttil. En la literatura se reportan [27] los resultados
obtenidos usando NWK sobre la base de una semi-métrica que involucra la segunda
derivada; el valor de MSE obtenido en dicho estudio es de 3.5, el cual es atin mayor
que el obtenido en esta experimentacion por DBIR (sin hacer uso de informacion

sobre las derivadas).
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CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

Para concluir esta tesis se tiene que:

1. Se introdujo un nuevo enfoque predictivo no Bayesiano (frecuentista) para el
problema de calibracion, el cual se elabord en detalles para la calibracién uni-
variada lineal bajo supuestos de Gaussianidad. Este enfoque proporciona una
funcién de verosimilitud predictiva no Bayesiana para el parametro de calibra-
cion desconocido zg y un estimador puntual Zp del mismo. Para este estimador

se estudiaron las siguientes propiedades:

s Finitud de los momentos.
» Consistencia del estimador.
= Desarrollo asintético del estimador.

= Desarrollo asintotico del Error Cuadratico Medio. En particular, se de-
mostr6 que tiene M SE acotado hasta la aproximacion de orden cero (con
respecto al tamano de muestra de entrenamiento n), como el estimador
clasico ¢ y los estimadores Zgg, &y propuestos en [87] y [68], respectiva-

mente.

2. Se realizé un estudio de simulacién con tamano de muestra moderado, en el
que (apoyado también en el analisis asintotico) se muestra que Zp es mejor que
Tco v Tgs en todo el rango de posibles valores de zy bajo el criterio de RMSFE
y D50. Para problemas de extrapolacion (i.e., cuando z esta fuera del rango
de calibracion), Zp resultd ser mejor que el estimador inverso #; y tener un
comportamiento muy similar a 2. Por tanto, podria concluirse que Tp y Tn
resultan muy atractivos para la extrapolacion. Para la interpolacion (i.e., cuan-

do z( esta dentro del rango de calibracién), Tp es peor que Z; pero no tanto

97
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como Z¢ v Tss. Adicionalmente, se utilizo la distancia de Kullback-Leibler para
una comparacion de Zp con el estimador de Naszodi, 5, debido a la simili-
tud que mostraban ambos bajo los otros criterios usados, resultando Zp mejor.
Por tanto, p parece ser un estimador puntual atractivo, especialmente para la
extrapolacion. El enfoque introducido tiene ademas varias caracteristicas ven-
tajosas que faltan en otros enfoques Bayesianos y no Bayesianos de calibracion.

En particular:

= No sélo proporciona un estimador puntual sino que también hace posible
acceder a la verosimilitud a través de la funcién de verosimilitud predictiva

no Bayesiana.

= Puede ser extendido a cualquier modelo estadistico paramétrico (regular)

como los multivariados, no Gaussianos, no lineales e incluso funcionales.

Se aplico el método de regresion no paramétrico Maquinas de vectores relevantes
en la soluciéon de problemas de calibracion multivariada. RVMR fue aplicado a
tres conjuntos de datos reales de espectroscopia, uno de ellos lineal y los otros
no lineales. RVMR se comparé con otros métodos no paramétricos usados para
la calibracion multivariada: SVR y LSSVM y con el método lineal PLS. Los
resultados obtenidos en los experimentos indican que RVMR parece ser una
alternativa valiosa para la soluciéon de problemas de calibraciéon multivariada.
Los modelos obtenidos con RVMR son altamente ralos, lo que los hace simples

y precisos para la estimacion de propiedades de interés.

Se introdujo un nuevo método de regresion no paramétrico funcional que con-
siste en la extension del método de las Maquinas de vectores soporte a datos
funcionales, en el marco de la aproximaciéon de funciones en espacios de Hilbert
con nucleos reproductores. El método propuesto se comparé con otros dos mé-
todos de regresion no paramétricos funcionales, NWK y RBF sobre la base del
conjunto de datos Tecator. FSVR mostr6 los mejores resultados bajo diversos
criterios de evaluacion, seguido por RBF. Qued6 demostrada la capacidad de
reduccion de la dimension (raleza) de FSVR a través de la obtencion de modelos
ralos. Se realiz6 ademéas, una comparacion con métodos de calibraciéon multiva-
riada como SVR, LSSVM y PLS, donde FSVR mostr6 los mejores resultados,
lo que evidencia que tener en cuenta la naturaleza funcional de los datos es ven-
tajoso. A pesar de las ventajas mencionadas, debe decirse que la estimacion del

modelo FSVR involucra tiempos computacionales ligeramente mayores y mayor
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nimero de hiperparametros que los métodos no paramétricos funcionales RBF
y NWK.

Se derivo una clase de nucleos definidos no negativos apropiados a datos fun-

cionales, como los ntcleos a-estables.

Debido a lo reciente que resulta esta teméatica, existen pocos resultados teéricos
en cuanto a la consistencia y otras propiedades de estos tipos de estimadores.

Esto es un aspecto que vale la pena tener en cuenta para futuras investigaciones.

5. Se desarroll6 un nuevo enfoque de regresion funcional no paramétrica. El nuevo
método llamado Regresion Inversa Basado en la Densidad se describié comple-
tamente para el espacio muestral J = Ls[a,b] y el supuesto de Gaussianidad
para la ley condicional P(-,/X). Dos caracteristicas atractivas de DBIR, ademaés
de hacer uso explicito de la densidad del modelo, son que no requiere supuestos

tan restrictivos como los de FIR y es computacionalmente simple.

El estudio de simulacion desarrollado mostré resultados satisfactorios en situa-
ciones de linealidad y no linealidad. DBIR fue aplicado al conjunto de datos
reales Tecator y comparado con el método de regresion funcional no paramé-
trico NWK mostrando buenos resultados. La nueva propuesta es una solucion

promisoria para la calibracién funcional.

Recomendaciones

Se recomienda:

1. La extension del enfoque predictivo no Bayesiano desarrollado para la calibra-
cion univariada a modelos de calibracion con datos multivariados y funcionales,

no lineales y con supuestos no Gaussianos.

2. La aplicacion de la clase de funciones niicleos a-estables en la solucion de pro-
blemas reales, asi como la investigacion en la definiciéon de nuevos ntucleos apro-
piados a este tipo de datos, problema que continta abierto en el marco de la
aproximacion de funciones en RKHS, debido a que las propiedades de suavidad
del estimador de la funcién de regresion, como un funcional en el espacio de

funciones, no ha sido aun definida.

3. La extension del método DBIR a otros espacios muestrales y familias de distri-

buciones.
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ANEXO A
Términos quimicos

Absorbancia:

En espectroscopia, la absorbancia o absorbencia (A) representa la cantidad de luz

que absorbe una muestra. Esta definida como:

I
Ay = —logy, (f_0> )

donde I es la intensidad de la luz a la longitud de onda A pasada por la muestra
(intensidad de la luz transmitida) e I la intensidad de la luz que se hace incidir a la
muestra (intensidad de la luz incidente).

Las medidas de absorbancia son frecuentemente usadas en quimica analitica ya
que se cumple la llamada Ley de Lambert-Beer que establece que la absorbancia es

proporcional al grosor de una muestra y a la concentraciéon de la sustancia en esta.
Espectro:

Se denomina espectro electromagnético a la distribucién energética del con-
junto de las ondas electromagnéticas. Referido a un objeto se denomina espectro
electromagnético o simplemente espectro a la radiacion electromagnética que emite
(espectro de emisién) o absorbe (espectro de absorcion) una sustancia. Dicha
radiacion sirve para identificar la sustancia de manera anéloga a una huella dactilar.
Los espectros se pueden observar mediante espectroscopios que, ademas de permitir
observar el espectro, permiten realizar medidas sobre este, como la longitud de onda,

la frecuencia, y la intensidad de la radiacion.
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112 A. TERMINOS QUIMICOS

Fraccién molar:

La fracciéon molar es una unidad quimica que expresa la concentracion de soluto en
una disolucién y la proporciéon en que se encuentran los moles de soluto con respecto
a los moles totales de disolucion, que se calculan sumando los moles de soluto(s) y de

disolvente.



ANEXO B

Aspectos computacionales

El estudio del comportamiento de los diferentes métodos, asi como las experimen-
taciones llevadas a cabo en la tesis se realizaron en MatLab [65]. Se cre6 una platafor-
ma experimental que contiene la implementaciéon de todos los métodos desarrollados
en la tesis: el método predictivo no Bayesiano propuesto para la calibracion univaria-
da y los dos métodos para datos funcionales, FSVR y DBIR. La plataforma incluye
ademaés la implementacion de algunos de los métodos usados para las comparaciones
(SVR, LSSVM, RVMR, RBF, NWK). El desarrollo de la plataforma experimental
estuvo apoyado en algunas librerias existentes como son: la SPIDER [66], que con-
tiene la implementacion LIBSVM para el método SVR; la libreria LS-SVMLAB [58],
que implementa el método LSSVM; la libreria SparseBayes [98], que implementa el
método RVMR y la libreria MFDA [26] para el manejo de datos funcionales. También
se implementaron los algoritmos de la validacién cruzada utilizados para el ajuste de
los hiperpardmetros. El siguiente esquema resume la plataforma de experimentacion

desarrollada en Matlab en el marco de esta tesis.
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114 B. ASPECTOS COMPUTACIONALES

— -NWK -NWK

-Clasico -RBF -Sliced
-Inverso

-Nazsodi
-Hagwood
-otros

Métodos de validacion cruzada

Los métodos propuestos en el marco de esta tesis fueron implementados, ademas,

en lenguaje C, e incorporados al “Sistema de Herramientas Quimiométricas para el
procesamiento, clasificacion y calibracion de datos quimicos espectrales: Quimiome-
trix” [75], desarrollado en el Centro de Aplicaciones de Tecnologias de Avanzada (CE-
NATAYV). Este sistema se encuentra hace dos anos en explotacion en varios centros
de investigacion del pais, lo cual garantiza que los métodos propuestos se comiencen

a usar en la solucion de problemas reales.
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