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SINTESIS

En esta tesis se investigan los métodos de combinacién de agrupamientos. A pesar
del auge que han tenido estos métodos en los tltimos anos debido a su utilidad en
problemas précticos, no existe un estudio completo de los diferentes tipos de métodos
propuestos. En este documento, primeramente, se presenta un anélisis de los diferen-
tes métodos de combinacion de agrupamientos existentes en la literatura, teniendo en
cuenta las diferentes formas de formular teéricamente el problema, asi como las diver-
sas herramientas matemaéticas y computacionales utilizadas en cada tipo de método.
Posteriormente, a partir de las deficiencias encontradas en los algoritmos estudiados,
se proponen los métodos de combinacion de agrupamientos basados en funciones ni-
cleo, los cuales presentan algunas ventajas con respecto a los métodos existentes. Dos
partes fundamentales de este tipo de métodos son: el uso de un mecanismo automé-
tico de analisis de la calidad de las particiones y el uso de una medida de similitud
entre particiones que cumpla la propiedad de ser una funcién nicleo. De esta manera,
se proponen tres medidas de similitud entre particiones que satisfacen dicha propie-
dad. Por otra parte, se estudia la importancia del uso de la informaciéon contenida
en el conjunto de objetos originales del problema para el paso de combinacién de los
agrupamientos. Se desarrollan algoritmos capaces de utilizar dicha informacién en el
proceso de combinacion y trabajar en problemas con datos numéricos, no numéricos
y mezclados. Ademés, se estudia la relacion existente entre el problema de la combi-
nacién de agrupamientos y otros problemas de Reconocimiento de Patrones de gran
importancia practica como son: la seleccion de la particion representativa en una je-
rarquia de particiones y la combinacion de diferentes segmentaciones de una imagen.
De esta forma se propone un nuevo enfoque para la seleccion de la particiéon repre-
sentativa en una jerarquia utilizando los resultados obtenidos en el desarrollo de los
métodos de combinaciéon de agrupamientos basados en funciones nicleos. También,
se propone un nuevo método de combinacién de segmentaciones donde se tiene en
cuenta la posible alta dimensionalidad de la imagen y se respeta la relacion espacial
existente entre los pixeles que la conforman. Todos los algoritmos presentados en esta
tesis fueron probados en colecciones de datos internacionales, demostrando experi-
mentalmente una mayor eficacia que los reportados en la literatura para los mismos
propositos.
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INTRODUCCION

Durante los ultimos anos, ha existido un aumento acelerado de los datos alma-
cenados, provenientes de una gran variedad de disciplinas. Estos datos describen ca-
racteristicas de objetos y fenémenos naturales, resumen resultados de experimentos
cientificos, etc. Una de las actividades mas importantes dentro del anélisis de datos
es clasificarlos o agruparlos en categorias, clases o grupos (clusters), de tal manera
que los objetos ubicados en un mismo grupo compartan méas propiedades entre si que
con objetos de otros grupos. De esta forma, el estudio y desarrollo de algoritmos y
sistemas computacionales capaces de realizar tal tarea, se ha convertido en un area
de investigacion muy activa en los dltimos anos.

Los sistemas de clasificacion pueden ser supervisados, parcialmente supervisados
o no supervisados [17, 26]. De manera general, la clasificacion supervisada se basa
en la disponibilidad de un conjunto de objetos de entrenamiento, donde para cada
objeto, se conoce la clase a la cual estd asociado. De esta forma, un nuevo objeto
se clasificara en al menos una de las clases existentes (representada por una etiqueta
en particular), de acuerdo a su relacion de parecido con los objetos en el conjunto
de entrenamiento!. Sin embargo, en la clasificacién no supervisada o agrupamiento
(clustering) no existe conjunto de entrenamiento. Su propoésito general consiste en
crear una estructuracion (clustering) de un conjunto de objetos en grupos (clusters).
Estos grupos se construyen de manera tal que objetos en un mismo grupo tienden
a ser similares en algiin sentido, mientras que objetos en distintos grupos tienden
a ser diferentes. En estos problemas se dan dos situaciones: cuando se conoce el
namero de grupos en los que se debe estructurar el conjunto de objetos (clasificacion
no supervisada restringida); y cuando este nimero es parte del problema a resolver
(clasificacion no supervisada libre). En los problemas de clasificacion parcialmente

supervisados, la situacion es en cierto sentido un hibrido de las dos anteriores: se

'En este documento no se estdn considerando los algoritmos basados en reglas de asociacién u
otros que en lugar del “parecido” entre los objetos se basan en el cumplimiento de propiedades que
caracterizan a las clases dadas en los problemas.
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conocen algunas de las clases del problema, se tienen muestras de algunas de ellas

pero no de todas e incluso pueden aparecer nuevas clases que no se sabia que existian.

El problema de la clasificacion no supervisada es una de las etapas mas importantes
en un gran nimero de ciencias, en particular, las naturales y sociales. La Taxonomia
es el primer periodo de trabajo cientifico en muchas de las areas del conocimiento y es
una de las herramientas necesarias en muchas de las investigaciones en la actualidad.
Todos los procesos taxon6micos, en cualquier ciencia, son instancias de este tipo de
problemas. La clasificacion no supervisada es la piedra angular en la mayoria de
los problemas de Mineria de Datos y de extraccion de conocimiento. Los algoritmos
de agrupamiento son de gran utilidad para la soluciéon de un niimero considerable
de problemas practicos, estos encuentran aplicaciéon directa en diversas ingenierias,
ciencias de la computacion, ciencias médicas y naturales, astronomia, ciencias sociales,

ciencias econémicas, entre otras |28, 55, 124].

En la actualidad existe una gran cantidad de algoritmos de agrupamiento repor-
tados en la literatura. Estos se pueden catalogar en ezxtensionales o conceptuales, en
dependencia de la forma en que se determinen los grupos; en duros o difusos, en
dependencia de la Teorfa de Conjuntos que se emplee; en particionales o jerdrquicos,
si la estructuracion obtenida es una sola o si se determina una sucesion anidada de
estructuraciones que pueden ser particiones o cubrimientos en dependencia de las
relaciones conjuntuales entre los grupos, si todos son o no disjuntos. De manera ge-
neral, entre los algoritmos de agrupamiento mas conocidos se encuentran: k-Means

[72], Expectation Maximization (EM) [76], algoritmos basados en teoria espectral de

grafos (96, 117|, algoritmos jerarquicos como el Single-Link o Complete-Link [54],

algoritmos de agrupamiento de datos mezclados e incompletos [91], algoritmos de es-

tructuracion difusa como Fuzzy c-Means [16], etc. (ver resumen en [55, 124]). Como

se ha mencionado, todos estos algoritmos pueden ser empleados en la solucion de
muchos problemas préacticos. Sin embargo, a la selecciéon de un algoritmo en parti-
cular debe llegarse a partir de un proceso de modelaciéon matemética que, en alguna
medida, asegure un empleo metodologicamente fundamentado del algoritmo. Pero,
frecuentemente es muy dificil determinar a priori cudl algoritmo de agrupamiento va
a funcionar correctamente para un problema en particular. Ademéas, como se conoce,
no existe un algoritmo de agrupamiento que pueda ser utilizado en cualquier proble-
ma de clasificacién no supervisada con resultados satisfactorios. Es importante notar
que cuando se aplica un algoritmo de agrupamiento a un conjunto de objetos, este

impone una organizacion en los datos de acuerdo al criterio de agrupamiento interno
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del algoritmo, las caracteristicas de la medida de similitud o disimilitud entre objetos
utilizada y de las propias caracteristicas de los datos. Por tanto, si se tienen diferen-
tes algoritmos de agrupamiento y se aplican sobre el mismo conjunto de objetos, se
pueden obtener resultados muy diferentes. Pero cudl es el correcto. ;Coémo pueden
ser evaluados estos resultados? En clasificacién no supervisada, la evaluacion de los
resultados esté relacionada con el uso de los Indices de Validacion de Agrupamientos?

(Cluster Validity Indexes; CVI) [18], los cuales son usados para medir la calidad de

las estructuraciones obtenidas por los algoritmos de agrupamiento.

De manera general, los CVIs se dividen en dos grandes grupos: indices exter-
nos e indices internos. Los indices externos usan como referencia para comparar-
se, una estructuracion especifica, la cual se obtiene a partir de informaciéon previa
acerca de los datos, donde esta estructuracion es vista como la ideal o verdadera
(ground-truth). Una estructuracion de los datos es mejor en la medida que se pa-
rece mas a dicha estructuracion de referencia. De esta forma, un indice externo es
una funciéon de comparacion entre estructuraciones, que evalta el parecido entre una
estructuracion obtenida por un algoritmo de agrupamiento y la estructuracion de re-
ferencia del problema. Entre los indices externos méas usados se encuentran la medida
F (F-measure) [107], el indice de Rand [86], el indice de Jaccard [13], la Variacion de
Informacion (Variation of Information; VI) |[77] y la Informacion Mutua Normalizada
(Normalized Mutual Information; NMI) [99]. Cualquier medida de (di)similitud entre

estructuraciones puede ser utilizada como indice externo. Sin embargo, en problemas

reales, una limitante que aparece frecuentemente es que esta estructuracion de refe-
rencia no esta disponible, pues de tenerla no seria necesario aplicar los algoritmos de

agrupamiento.

Los indices internos se basan solamente en la informacion contenida en la propia
estructuracion de los datos, es decir, no necesitan informacion adicional para evaluar
una estructuracion. Un gran nimero de estos indices asumen que las estructuraciones
obtenidas por los algoritmos de agrupamiento deben cumplir que los objetos en un
mismo grupo deben ser mas parecidos entre si que objetos de grupos diferentes. Por
tanto, estos evaltan la compacidad u homogeneidad de cada grupo y la separacion
de cada uno de los grupos en la estructuracion, por ejemplo: el indice de validacion
SD [48], el indice de Davies-Bouldin y el Ancho de la Silueta [90]. Por otra parte,
otros indices evalian qué tanto cumple una estructuraciéon con el concepto de co-

nectividad [49]. Existe una gran cantidad de estos indices, cada uno de los cuales

2Por simplicidad, a lo largo del documento se llamaran: indices o CVI.



4 INTRODUCCION

aplica un criterio de evaluaciéon diferente o la combinacién de un conjunto de éstos,
ya sea compacidad, separacion, conectividad, etc. Un indice interno puede decir en
qué medida se cumple una o un conjunto de propiedades en una estructuraciéon, pero
esto no significa que pueda decir cuando una estructuracion es correcta o mejor que
otra, estos conceptos dependen en gran medida del problema particular. Debido a la
naturaleza no supervisada de los problemas de agrupamiento de datos, no siempre
es posible conocer qué caracteristicas o propiedades son relevantes para el problema
en cuestion. Como consecuencia, la evaluacion de los resultados con indices internos
podria no responder a las necesidades reales del problema abordado si las propiedades
medidas por el indice y las propiedades relevantes en el problema en cuestiéon no se
corresponden.

Por tanto, el uso de CVIs no representa una solucion definitiva al problema de
hallar la estructuracion mas adecuada para un problema de agrupamiento dado. De
hecho, en términos generales, el problema de buscar la estructuracion més adecuada
no tiene solucién, su soluciéon solo puede ser alcanzada en funciéon del conocimiento
especifico que se tenga del problema, por ejemplo, si se sabe que la estructuracion
a obtener debe ser compacta y separada, los indices que midan compacidad y se-
parabilidad seran los méas adecuados en este problema. Cuando este conocimiento
no esta presente, no se puede hablar de la estructuracion més adecuada, sino que
pueden existir diferentes estructuraciones donde cada una de las cuales aporta una
cierta informacién sobre el problema. La cuestion a resolver es como conciliar todas
estas informaciones para obtener una estructuracion de consenso. De ahi surge la idea

de la combinacion de agrupamientos® (Clustering Ensemble). Esta idea esta basada

en el éxito obtenido en la combinacion de clasificadores supervisados [65]. Ademaés,
responde a la idea intuitiva de que si no se conoce la calidad de ciertos resultados in-
dividuales, la opcion de combinarlos puede ser superior a seleccionar algtin resultado
simple.

La mayoria de los algoritmos de agrupamiento forman particiones* de un con-
junto de datos, es decir, dado un conjunto de objetos X = {z1,x9,...,2,}, des-

pués de aplicar un algoritmo de agrupamiento, se obtiene una estructuracion P =
{C1,Cs, ..., Cy} tal que:

u CZ%Q,\V/Z:L,d

3Los términos combinacion de agrupamientos y combinacion de resultados de clasificadores no
supervisados son utilizados indistintamente en este documento.
4Se asume que son particiones duras de los datos.
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. Uf:1ci:X
» ONC;=0,Vi,j=1,....d, con i #j

Consecuentemente, la mayoria de los métodos de combinaciéon de agrupamientos es-
tan disenados para la combinacion de particiones de los datos. Por tanto, en este
documento cuando se habla de agrupamiento, estructuraciéon o resultado de algorit-
mo de clasificacion no supervisada, se hace referencia a particiones segtn la definicion
anterior. En caso de hablarse de otro tipo de estructuracion sera dicho explicitamente.

Con el objetivo de formalizar el concepto de combinacion de agrupamientos, dife-
rentes autores han definido un conjunto de propiedades que seria deseable encontrar

en este tipo de algoritmos [37, 100]. Algunas de estas propiedades son:

» KEficacia: Los resultados obtenidos por algoritmos de combinacién de agrupa-
mientos deben ser, de manera general, mds adecuados para la solucion de pro-
blemas de estructuracion que los resultados obtenidos por los algoritmos de

agrupamiento simples.

» Consistencia: El resultado de la combinacion debe ser, de alguna manera, muy

similar a todas las particiones que se combinaron.

» Novedad: Los algoritmos de combinacion de agrupamientos deben permitir en-
contrar estructuraciones de los datos inalcanzables por los algoritmos de agru-

pamiento simples.

= Robustez: Los resultados deben presentar una baja sensibilidad al ruido y valores

atipicos (outliers).

Sin embargo, estas propiedades son dificiles de verificar en la practica debido a la poca
formalidad en sus definiciones y a la propia naturaleza no supervisada del proceso de
agrupamiento. Ademéas, no se han desarrollado medidas para evaluar este tipo de
propiedades en los algoritmos de combinacion de agrupamientos.

No obstante, en esta ultima década se han propuesto numerosos algoritmos de
combinacion de agrupamientos, motivados principalmente por los buenos resultados
alcanzados por los mismos en la solucién de problemas précticos de clasificacion no
supervisada (ver Seccion 1.3). De manera general, los métodos de combinacion de
agrupamientos consisten en dos pasos fundamentales: Generacion y Consenso®. En

la generacidn se obtiene un conjunto de estructuraciones (particiones) del conjunto

STambién conocido por Mecanismo de Combinacién o Funcién de Consenso.
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de objetos originales y en el consenso estas particiones se combinan para obtener el
resultado final: la particion de consenso (ver Figura 1.1).

En la literatura de los métodos de combinacion de agrupamientos, se pueden
encontrar diferentes definiciones de la particion de consenso. En ocasiones, esta se
define de manera implicita como la funcién objetivo del algoritmo propuesto, lo cual
imposibilita el analisis teorico de la misma. Por otra parte, existen algoritmos donde la

particion de consenso se define rigurosamente a partir de la busqueda de la particion

mediana [11]. Esto es, dado un conjunto de objetos X = {z1,22,...,2,} y un conjunto
de particiones de X, P = { Py, P, ..., P}, la particion mediana se define como:
P = I'(P, P; 1
arggé%izl (P, P;) (1)
]:

donde Py es el conjunto de todas las posibles particiones de X y I' es una medida de
similitud® entre particiones.

Los primeros estudios matematicos del problema de la particion mediana (1) se
remontan a los trabajos de Régnier [88] y Mirkin [79]. Posteriormente, se realizaron
diferentes estudios acerca del problema de la particion mediana. Sin embargo, los
principales resultados tedricos han sido obtenidos para el caso particular de cuando
I' es la diferencia simétrica o distancia de Mirkin [81]. Krivanek y Moravek [63]
probaron que el problema de la particion mediana (1) con la distancia de Mirkin es
NP-duro (N P-hard).

Este problema, con otras medidas de (di)similitud, no ha sido apropiadamente es-
tudiado. Sin embargo, en la practica, otras medidas de (di)similitud entre particiones
como el indice de Rand, Informacion Mutua Normalizada, Variacion de Informacion
entre muchas otras, son ampliamente utilizadas debido a su capacidad para la com-
paracion de particiones.

Por otra parte, existen otros problemas de Reconocimiento de Patrones de gran
importancia practica que se encuentran estrechamente relacionados con el problema
de la bisqueda de la particion mediana (1). Sin embargo, estos se definen y enfrentan
usualmente desde otras perspectivas. En particular se hace referencia al problema de
encontrar un nivel representativo en una jerarquia de particiones y al problema de la
combinacién de segmentaciones de una imagen.

De esta forma, al analizar el problema de la particion mediana, los algoritmos

SEste problema puede definirse de manera analoga como P* = arg minpep, Z;nzl I' (P, P;) cuan-
do I' es una medida de disimilitud entre particiones.
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de combinaciéon de agrupamientos existentes en la literatura y los dos problemas de
Reconocimiento de Patrones mencionados anteriormente, se encuentran las siguientes

motivaciones para realizar esta investigacion:

= En la actualidad, el desarrollo de algoritmos de combinaciéon de agrupamien-
tos ha ganado un gran auge, sin embargo, no existe un estudio comparativo

completo de los métodos propuestos.

= Un problema fundamental en combinaciéon de agrupamientos es como definir
tedricamente la particion de consenso. En este sentido, el enfoque basado en
la bisqueda de la particion mediana es el que mayores garantias presenta. Sin
embargo, este enfoque implica la soluciéon de un problema combinatorio ex-
ponencial. Por tanto, los algoritmos basados en este enfoque siguen diferentes
heuristicas. No obstante, muchas de estas heuristicas no enfrentan directamente
el problema combinatorio planteado, en otras palabras, no van en la direcciéon

de encontrar la solucién de este problema.

= La gran mayoria de estos algoritmos combinan los agrupamientos sin tener en
cuenta la calidad de cada agrupamiento. Sin embargo, en el proceso de genera-
cion puede que se obtengan particiones de muy baja calidad, que solo represen-
ten ruido para el proceso de combinaciéon. Por tanto, un anélisis de la calidad de
las particiones antes del proceso de combinacion podria mejorar los resultados

finales.

= Los algoritmos de combinaciéon de agrupamientos, en el paso de consenso, solo
utilizan informacion del conjunto de particiones para obtener la particion de
consenso. Sin embargo, el conjunto de objetos originales del problema y sus
valores de (di)similitud son informaciones valiosas que podrian aumentar la

eficacia de estos algoritmos.

= Los problemas de la seleccion del nivel representativo de una jerarquia de par-
ticiones y de la combinacion de segmentaciones de una imagen pueden ser mo-
delados como subproblemas del problema de la combinaciéon de agrupamientos.
De esta manera, ambos podrian beneficiarse de los resultados obtenidos para el

problema general de la combinacion de agrupamientos.

El objetivo general de esta tesis es obtener un conjunto de resultados que per-

mita el desarrollo de algoritmos eficaces de combinaciéon de agrupamientos y con un
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fundamento tedrico adecuado, que ademéas permitan resolver problemas tales como la
seleccion de un nivel representativo en una jerarquia de particiones y la combinacion
de diferentes segmentaciones de una imagen. Desde el punto de vista metodologico

este problema se abord6 de acuerdo a los siguientes objetivos especificos:

= Realizar un analisis critico de los algoritmos de combinacion de agrupamientos
existentes en la literatura. Haciendo énfasis en las diferentes maneras de de-
finir la particion de consenso y en las diferentes herramientas matematicas y

computacionales utilizadas para desarrollar los algoritmos existentes.

= Desarrollar nuevas medidas de similitud entre particiones que faciliten el proceso

de combinacion de particiones.

= Desarrollar métodos para la estimacion de la relevancia de cada particion con el
objetivo de aumentar la influencia de las particiones mas informativas y reducir

la influencia de particiones ruidosas en el proceso de combinacién.
= Desarrollar nuevos algoritmos de combinacion de agrupamientos que sean:

e Eficaces y eficientes.

e En los cuales el método computacional propuesto responda a la definicién

tedrica del problema.

e Permitan encontrar la particiéon de consenso sin necesidad de especificar

como parametro el nimero de grupos en la misma.

= Desarrollar algoritmos de combinacion de agrupamientos que tengan en cuenta
la informacion de los objetos originales del problema, incluso capaces de trabajar

con objetos descritos en términos de datos mezclados e incompletos.

= Desarrollar un nuevo algoritmo para la seleccion del nivel representativo en una
jerarquia de particiones basado en los resultados obtenidos en la combinacion

de agrupamientos.

» Desarrollar un nuevo algoritmo de combinacién de segmentaciones de una ima-

gen basado en los resultados obtenidos en la combinacién de agrupamientos.

En esta investigacion se formularon las siguientes hipo6tesis:
H1- La definicion de la particiéon de consenso a partir de la bisqueda de la particion

mediana, utilizando un mecanismo de asignacién de pesos a las particiones y una
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medida de similitud entre particiones que sea una funcién niicleo (kernel functions)

[94], permite desarrollar algoritmos de combinacion de agrupamientos mas eficaces
que los existentes en la literatura.

H2- El uso de los objetos originales del problema y sus valores de similitud en el
proceso de combinacion de particiones permite aumentar la eficacia de los algoritmos
de combinacion de agrupamientos.

H3- Los problemas de la seleccion del nivel representativo de una jerarquia de
particiones y de la combinacion de segmentaciones de una imagen pueden modelarse
como subproblemas de la combinacién de agrupamientos. De esta manera, se pue-
den desarrollar algoritmos eficaces para solucionar ambos problemas a partir de los
resultados obtenidos para la combinacion de agrupamientos.

La novedad cientifica de la investigacion radica en:

= Dos medidas de similitud entre particiones que satisfacen la propiedad de ser
funciones nicleo. Demostracion que el indice de Rand es una funcién niicleo. Un
nuevo método de combinaciéon de agrupamientos basado en el uso de funciones

nucleo.

= Demostracion de la robustez de la particion mediana como fundamentacion del

uso de la misma como particiéon de consenso.

= Un mecanismo automatico de andlisis de la calidad de las particiones que per-

mite asignarle un peso a cada particion en el proceso de combinacion.

= Un nuevo enfoque para la seleccion de la particion representativa en una je-
rarquia utilizando los resultados obtenidos en el desarrollo de los métodos de
combinaciéon de agrupamientos. Un nuevo método de combinaciéon de segmen-
taciones donde se tiene en cuenta la posible alta dimensionalidad de la imagen

y se respeta la relacion espacial existente entre los pixeles que la conforman.

= Incremento de la eficacia de los métodos basados en co-asociacion mediante el
uso de la informacién contenida en el conjunto de objetos originales del pro-
blema en el paso de combinacion de agrupamientos. Extension del algoritmo
de combinacion de agrupamiento basado en funciones niicleo para trabajar en

problemas con datos numéricos, no numéricos y mezclados.

= Desarrollo de una taxonomia de las diferentes técnicas de combinaciéon de agru-
pamientos existentes en la literatura a partir de un estudio comparativo de las

mismas.
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El contenido fundamental de la tesis estd estructurado en cuatro capitulos. En el
Capitulo 1 se realiza un estudio critico de los principales métodos de combinaciéon
de agrupamientos existentes, y se presenta una taxonomia de los mismos teniendo
en cuenta las diferentes formas de definir el problema, asi como las herramientas
matematicas y computacionales que son utilizadas para enfrentarlo. A partir de este
estudio, en especial de las ventajas y desventajas de los métodos analizados, surgen las
motivaciones para desarrollar los métodos y resultados presentados en los capitulos
posteriores. En el Capitulo 2 se introduce el enfoque de combinacion de agrupamien-
tos basado en funciones nucleo. Como parte de este enfoque se introduce un procedi-
miento automatico de asignaciéon de pesos a las particiones para mejorar la calidad del
proceso de combinacion, se introducen nuevas medidas de similitud entre particiones
que cumplen la propiedad de ser funciones niicleo y se desarrolla un mecanismo de
consenso basado en estas. En el Capitulo 3 se presentan algoritmos de combinaciéon
de agrupamientos capaces de utilizar la informacion de los objetos originales y sus
valores de similitud en el proceso de combinacion. Se estudia y analiza la ventaja que
brinda el uso de los objetos originales y los problemas que pueden surgir al utilizarlos.
Ademaés, se presenta una via de solucion efectiva para estos problemas. En el Capi-
tulo 4 se estudian dos problemas de reconocimiento de patrones desde la perspectiva
de la combinacion de agrupamientos. En la secciéon 4.1 se analiza el problema de la
seleccion de un nivel representativo en una jerarquia de particiones, obtenida por la
aplicacion de un algoritmo de agrupamiento jerarquico. Se estudia el enfoque usual
para enfrentar este problema y se presenta un nuevo enfoque de solucion basado en la
filosoffa de la combinacién de agrupamientos usando funciones nicleo. En la secciéon
4.2 se aborda el problema de la combinacion de diferentes segmentaciones de una ima-
gen como un problema con caracteristicas similares al problema de la combinacion
de agrupamientos. Se propone un nuevo algoritmo de combinaciéon de segmentaciones
donde se tiene en cuenta la estructura espacial de la imagen para aumentar la eficacia
y eficiencia del algoritmo. En cada capitulo, se presentan resultados experimentales
de los distintos algoritmos propuestos utilizando diferentes conjuntos de datos. Final-
mente se presentan las conclusiones, recomendaciones, referencias bibliograficas y un
conjunto de anexos que completan el trabajo presentado.

La mayor parte del contenido de esta tesis es una recopilacion de los métodos y
resultados que aparecen publicados en los siguientes articulos del autor [35, 110, 111,
112, 113, 114, 115, 116].



Capitulo 1

ENFOQUES DE LA
COMBINACION DE
AGRUPAMIENTOS

En este documento se utilizara la siguiente notacion. Sea X = {z1,xq,...,2,}
un conjunto de objetos, donde cada z; es una tupla de cierto espacio de caracteris-
ticas f-dimensional Q/ para todoi =1,...,n. P ={P, P,,..., P,} es un conjunto
de particiones, donde cada P; = {C},Cj,...,C} } es una particion del conjunto de
objetos X con d; grupos. C’]’: es el j-ésimo grupo de la particion ¢-ésima, para todo
1 =1,...,m. Ademas, se denota Px al conjunto de todas las posibles particiones de
X, (P C Px). La particion de consenso (objetivo de todo algoritmo de combinacion

de agrupamientos) se denota por P* (P* € Py).

Por otra parte, en este documento se utilizan los conceptos similitud y disimilitud
para los cuales no existe un acuerdo a nivel mundial. En esta tesis, se asume una
definicion general de estos conceptos basado en la definiciéon de similitud propuesta
en |75]. Dado un conjunto de objetos X, una medida de similitud (disimilitud) es
una funcion I' : X x X — R (7 : X x X — R) acotada tal que I'(z,z) = M
(m(x,z) = m) Yo € X donde M (m) es el maximo (minimo) valor que alcanza la
funcion. Ademas, el concepto de medida de similitud (disimilitud) se asocia a la idea
intuitiva de que grandes valores de la funcion de similitud (disimilitud) significan un
mayor (menor) parecido entre los objetos comparados, mientras que valores pequenios
de la funcién de similitud (disimilitud) se interpretan como un menor (mayor) parecido
entre los objetos. Al anadirle otras propiedades a estas medidas se obtienen conceptos

ampliamente conocidos y utilizados, como por ejemplo, una disimilitud 7 que satisface

11
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(m(z,y) =0) & (x =y), n(z,y) =7y, x) y 7(z,y) < 7(z,2) + 7(z,y) Vo,y,2 € X
se dice que es una distancia o métrica.

Particion /

J

Particion 2

Objetos

Funcion de
> Consenso Particion de
— >
Consenso
Particion m

RS RS

Generacion Consenso

N

Figura 1.1: Diagrama del proceso general de los algoritmos de combinacion de agru-
pamientos.

Los algoritmos de combinacion de agrupamientos pueden dividirse en dos pasos
fundamentales: el mecanismo generacion y la funcion de consenso (ver Figura 1.1).
Los diferentes mecanismos de generacion se describen en la Secciéon 1.1 y en la Seccion
1.2 se analizan las principales funciones de consenso y se presenta una taxonomia de
las mismas. Posteriormente, se presentan algunas aplicaciones de estos métodos en la
Seccion 1.3 y finalmente en la Seccidon 1.4 se presentan las consideraciones finales de

este capitulo.

1.1. Mecanismos de generaciéon

La generacion es el primer paso de los algoritmos de combinacion de agrupamien-
tos. En este paso se genera el conjunto de particiones que seran combinadas. En un
problema particular es muy importante aplicar un mecanismo de generacion apropia-
do, ya que el resultado final va a estar condicionado por la calidad de las particiones
iniciales obtenidas en este paso.

Existen algoritmos de combinacion de agrupamientos como el Voting-k-means [38]

que funcionan con un proceso de generacion bien determinado, es decir, no combinan
cualquier conjunto de particiones. En este caso todas las particiones deben obtenerse
mediante la aplicacion del algoritmo k-Means con diferentes inicializaciones del pa-
rametro k que representa el niimero de grupos. Este método usa un valor grande de

k, con el objetivo de obtener una estructura compleja en la particion de consenso a
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partir de la combinacion de pequenos grupos de forma hiperesférica en las particiones
iniciales.

Sin embargo, de manera general, en el paso de generacion de los algoritmos de
combinacion de agrupamientos no hay restricciones acerca de como las particiones
deben obtenerse. Por lo tanto, en el proceso de generaciéon pueden ser aplicados dife-
rentes algoritmos de agrupamiento o el mismo algoritmo con distintas inicializaciones
de los parametros. Ademas, pueden ser usados diversas representaciones de los ob-
jetos, diferentes funciones de similitud entre los objetos, distintos subconjuntos de

objetos o proyecciones de los objetos en diversos subespacios (ver Figura 1.2).

Mecanismos
de Generacion

Diferentes Diferentes Diferentes Proyeccion Diferentes
representaciones algoritmos de valores de en diferentes subconjuntos
de los objetos agrupamiento parametros subespacios de objetos

Figura 1.2: Diagrama de las principales técnicas utilizadas en la etapa de generacion.

En la etapa de generacion, es aconsejable utilizar aquellos algoritmos que mejor
se ajusten a las caracteristicas del problema en cuestion. Sin embargo, en la mayoria
de los casos es muy dificil conocer a priori cudl algoritmo de agrupamiento va a ser
apropiado para un problema especifico. La experiencia de los expertos en el area
del problema y una adecuada modelacién matematica [20] pueden ser muy utiles en
estos casos. Ademas, si no hay informacion acerca del problema, se recomienda hacer
un conjunto de particiones diversas, ya que mientras mas variado es el conjunto de
particiones, mayor es la informacion disponible en la etapa de combinaciéon, debido a
que, como se mencion6 anteriormente, cada algoritmo de agrupamiento introduce una
estructuracion de los objetos, basada en las propiedades intrinsecas del propio criterio
de agrupamiento. Esta diversidad puede obtenerse usando diferentes mecanismos de

generacion como se muestra en la Figura 1.2.

1.2. Funciones de consenso

La funcién de consenso es el paso principal en cualquier algoritmo de combinacion
de agrupamientos. En este paso, se obtiene la particion final de los datos o particion

de consenso P*. Sin embargo, esta no se define formalmente de la misma manera en
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todos los métodos existentes. En la siguiente secciéon se presenta un estudio de las
dos formas fundamentales de definicion de la particiéon de consenso. Posteriormente,
se presenta una taxonomia de los diferentes tipos de mecanismos de combinacion de
agrupamientos basado en las herramientas mateméaticas y computacionales que se

utilizan en cada caso.

1.2.1. Definiciones de la particién de consenso

Después de un estudio de los métodos de combinacion de agrupamientos reporta-
dos en la literatura, se detectaron dos enfoques fundamentales para la definicion de
la particion de consenso, los cuales se nombraran co-ocurrencia de objetos y particion
mediana [115].

Co-ocurrencia de objetos

En este enfoque, la idea es determinar cual debe ser la etiqueta de grupo' asociada
a cada objeto en la particion de consenso. Para hacer esto, se analiza cuantas veces un
objeto pertenece a un grupo determinado o cuantas veces dos objetos pertenecen al
mismo grupo en todas las particiones a combinar. La particién de consenso se obtiene
mediante un proceso de votacion entre objetos, de alguna manera, cada objeto debe
votar por el grupo al cual va a pertenecer en la particion de consenso. En estos casos
no es posible obtener una expresion matematica de la particion de consenso, sino
que esta se define implicitamente a partir de los pasos de cada uno de los algoritmos
basados en este enfoque. Esto limita el estudio teérico de las propiedades de este
tipo de métodos. No obstante, una gran parte de los algoritmos de combinacion de
agrupamientos existentes estan basados en este enfoque, por ejemplo, los métodos
basados en re-etiquetamiento y votacion (Seccion 1.2.2) y en matriz de co-asociacion
(Seccion 1.2.3).

Particion mediana

En este enfoque, la particion de consenso se define como la soluciéon de un proble-

ma combinatorio: el problema de encontrar la particion mediana de un conjunto de

!TIdentificador que denota cada uno de los grupos en una particion.
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particiones. Formalmente, la particion mediana se define como:
P = arg;naxZF(P,Pj) (1.1)

donde I' es una medida de similitud entre particiones. La particion mediana se define
como la particién que maximiza la similitud con todas las particiones en el conjunto
de particiones?. Este enfoque esta relacionado con la nociéon de valor central en es-
tadistica, en particular con la mediana. En el Anexo 3 se demuestra la robustez de
la particion mediana, que significa que dada la particion mediana de un conjunto de
n particiones, al anadir m < n particiones tan ruidosas como se quiera, la particion
mediana de este nuevo conjunto se mantiene relativamente cerca de la particion me-
diana inicial. Este resultado fundamenta la utilizacion de la particion mediana como
particion de consenso.

El problema (1.1) puede analizarse en la estructura algebraica asociada al conjunto
de todas las particiones de un conjunto de objetos, dada por la siguiente relaciéon de

orden parcial.

Definicién 1.1. Sea X un conjunto de objetos y Px el conjunto de todas las posibles
particiones del conjunto X. Sobre Px se puede definir la relacion de orden parcial®
“anidado en™ denotada por =, donde P =< P’ si y solo si, para todo grupo C' € P’
existen grupos C;,,Cyy, ..., C; € P, conv > 1 tal que C' = U§:1 Ci;. En este caso se

dice que P es mas fina (finer) que P' (o P’ es mas gruesa (coarser) que P).

Una estructura de reticulo estd asociada con esta relacion de orden (ver ejemplo
en Figura 1.3). En esta, para cada par de particiones P, P’ se definen las operaciones
binarias: nfimo (meet) P A P" que es la mayor de las cotas inferiores, i.e., la particion
més gruesa de las particiones mas finas que Py P’; supremo (join) PV P’ que es la
menor de las cotas superiores, i.e., la particion més fina de las particiones mas gruesas
que Py P'.

El problema de la particion mediana, utilizando la diferencia simétrica o distancia
de Mirkin |81] como medida de disimilitud entre particiones, ha sido estudiado desde
los anos sesenta del pasado siglo. Precisamente, el primer tratamiento matemaéatico

del problema de la particion mediana (1.1) fue presentado por Régnier [88] y poste-

2La particién mediana se puede definir equivalentemente minimizando la disimilitud respecto al
conjunto de estructuraciones en el caso de que I' sea una medida de disimilitud entre particiones.

3Relacion binaria reflexiva, antisimétrica y transitiva.

4También conocida como refinamiento.
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Figura 1.3: Diagrama de Hasse o representacion gréafica del reticulo asociado al con-
junto de las particiones del conjunto de objetos X = {a,b,c,d}.

riormente por Mirkin [79], desde el punto de vista de la combinacion de relaciones de
equivalencia®. Como es conocido, una particién de un conjunto de objetos X induce
una relacion de equivalencia sobre X y viceversa. Por tanto el problema de hallar
la particion de consenso es equivalente a hallar la relaciéon de equivalencia consenso.
En estos trabajos, junto a [11, 10, 12, 68|, se presenta un tratamiento axiomatico
del problema utilizando las propiedades del reticulo asociado a Py, donde se prueban
algunos resultados que permiten conocer un poco acerca de la posicion de la particion

mediana en dicho reticulo, como son:
» Principio de Pareto: A, P < P*
» Principio de Co-Pareto: P* <\/,_,.. P,

No obstante, ninguna de estas propiedades permite hallar una solucién polinomial
para el problema (1.1). Krivanek y Moravek 63| y también Wakabayashi |118| pro-
baron por vias diferentes que el problema de la particion mediana (1.1) definido con
la distancia de Mirkin es A'P-duro. Esta demostraciéon fue dada para el caso cuando
hay un nimero variable de particiones m en el conjunto de particiones. Sin embargo,
no se conoce si es un problema NP-duro para cualquier valor m en particular [30].
Para m =1 o m = 2 la solucion del problema es trivial, pero para m > 3 no se co-
noce nada acerca de la complejidad computacional. Este problema desde el punto de
vista de la combinacion de relaciones fue extensivamente estudiado por Wakabayashi
[119], donde se probo6 que para relaciones transitivas, el problema de hallar la relacion
mediana es AN/P-duro. Siendo asi el problema de hallar la relaciéon de equivalencia

mediana un caso particular de este.

SRelacion binaria reflexiva, simétrica y transitiva



1.2. FUNCIONES DE CONSENSO 17

A pesar de que este problema es NP-duro, se han propuesto algunos algoritmos
para encontrar su solucion exacta [119, 46|. Sin embargo, estos algoritmos solo pueden
ser aplicados en pequenas instancias del problema, es decir, en problemas con un
nimero pequeno de objetos y de particiones.

El problema de la particion mediana (1.1) con otras medidas de (di)similitud ha
sido muy poco estudiado. Sin embargo, ademés de la distancia de Mirkin, existen un
gran nimero de medidas de (di)similitud entre particiones que pueden ser utilizadas
en la definicion de este problema. Un anélisis detallado de las diferentes medidas
de (di)similitud entre particiones puede ser encontrado en Meild [77], Pfitzner et al.
[84] v Amigé et al. [3]. Sin embargo, estos andlisis han sido motivados por el hecho
de encontrar el mejor indice de validacion externo. Por lo tanto, las propiedades de
estas medidas no han sido estudiadas desde la perspectiva de como ellas pueden ser
apropiadas para la definicion del problema de la particion mediana.

Entre las principales medidas de (di)similitud entre particiones se pueden encon-

trar:

= Medidas basadas en conteo de pares de objetos. Estas medidas cuentan los pares
de objetos en los cuales dos particiones concuerdan o discrepan. Algunas de estas
son el Indice de Rand [86], el Indice de Fowlkes-Mallows [34], el Coeficiente de

Jaccard [13], la distancia de Mirkin |81] y algunas versiones de estas medidas.

= Medidas basadas en cotejo de conjuntos. Estas medidas estan basadas en la
comparacion de la cardinalidad de conjuntos. Algunas de ellas son la Pureza y
la Pureza Inversa [132|, la medida F |107| y la medida de Dongen [106].

= Medidas basadas en teoria de la informacion. Estas medidas cuantifican la infor-
macion compartida por dos particiones. Algunas de estas son la Clase Entropia
[9], la Informacion Mutua Normalizada [99], la Funcion de Utilidad [80], la
Variacion de Informacion |77] y la medida V [89].

De manera general, este enfoque permite definir el problema de la combinacion de
agrupamientos de una manera mas rigurosa. Sin embargo, en este caso el problema
es definido a partir de un problema combinatorio exponencial. No obstante, existen
algoritmos que siguen este enfoque, en los cuales el problema es abordado siguiendo
diferentes heuristicas para tratar de encontrar o acercarse a la soluciéon 6ptima de este
problema. Este es el caso, por ejemplo, de los métodos basados en factorizacién de
matrices no negativas (Seccion 1.2.9) y los métodos basados en distancia de Mirkin
(Seccion 1.2.7).
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Tipos de funciones de consenso

Siguiendo cualquiera de los dos enfoques de definicion de la particion de consenso
se pueden encontrar diferentes tipos de mecanismos de combinacion de particiones. El
problema de la combinacion de agrupamientos ha sido abordado utilizando diferentes
herramientas matematicas y computacionales. En la literatura pueden encontrarse
métodos basados en re-etiquetamiento y votacion, matriz de co-asociacion, particio-
namiento de (hiper)grafos, distancia de Mirkin, Teoria de la Informacion, modelos de
mezclas, algoritmos genéticos, factorizacion de matrices no negativas y estructuracio-
nes difusas. En la Figura 1.4 se presenta una taxonomia de las principales funciones

de consenso.

Funciones
de Consenso

-

Basados en Co- Basados en
ocurrencia de objetos Particion Mediana
V-M
PV \4
Re- Algoritmos
cv etiquetamiento Gendticos
VAC y votacion
EA-SL
AL Matriz de Co- Métodos
< asociacion NMF
CTS
PA -
. . BOM
Particionam Distancia
CSPA de ’ de Mirkin FURTH
HGPA (hiper)grafos
MCLA
Métodos Teoria de la Modelos
difusos Informacion de Mezclas

L 1

| OMI | ‘ CE-EM |

Figura 1.4: Diagrama de las principales funciones de consenso. Los métodos basados
en el enfoque de co-ocurrencia de objetos son representados por un rectangulo (iz-
quierda) y los basados en el enfoque de la particion mediana son representados por
un rectangulo redondeado en las puntas (derecha).

En la Figura 1.4, ademés de la taxonomia basada en las herramientas mateméaticas



1.2. FUNCIONES DE CONSENSO 19

o computacionales utilizadas en cada método de combinacién de agrupamientos, se
presenta una correspondencia entre cada tipo de método y uno de los dos enfoques
de definicion de la particion de consenso (co-ocurrencia de objetos o biuisqueda de
la particion mediana). Es importante notar que algunas de las funciones de consenso
presentan la peculiaridad de ser definidas a través del enfoque de la particion mediana,
pero en la practica, la particion de consenso se obtiene mediante un mecanismo mas
relacionado con el enfoque de co-ocurrencia entre objetos. Este es el caso, por ejemplo,
de los métodos basados en particionamiento de (hiper)grafos y los métodos basados
en teoria de la informacion. En la Figura 1.4 estos métodos son clasificados segtn el
enfoque de co-ocurrencia entre objetos.

En las siguientes secciones se presenta un analisis de cada uno de los tipos de
métodos de combinacion de agrupamientos. Ademas, en el Anexo 2 se realiza un es-
tudio comparativo de los diferentes tipos de funciones de consenso teniendo en cuenta
su comportamiento respecto a un conjunto de caracteristicas, lo cual permitird una
mejor comprension de las ventajas y desventajas de las mismas. En estos estudios, se
analizan algunas propiedades de cada tipo de método, a partir de las cuales surgieron

algunas de las motivaciones para realizar esta investigacion.

1.2.2. Meétodos basados en re-etiquetamiento

Los métodos basados en re-etiquetamiento y votacion se proponen resolver como
primer paso el problema de la correspondencia de las etiquetas de los grupos® y des-
pués, en un proceso de votacion, cada objeto selecciona la etiqueta de grupo que le
serd asignada en la particion de consenso.

Por ejemplo, Dudoit y Fridlyand [27], Fischer y Buhmann [31] presentaron algorit-
mos de votacion para calcular la particion de consenso similares al voto mayoritario
usado en la combinacion de clasificadores supervisados [67]. En estos métodos, se
asume que el nimero de grupos en cada particion es el mismo e igual al nimero de
grupos en la particion de consenso. El problema de la correspondencia de las etique-
tas se resuelve utilizando el algoritmo Hungaro [64]. Después de esto, se aplica un
procedimiento de votacién mayoritaria para obtener la etiqueta del grupo ganador
para cada objeto en la particion de consenso.

Entre otros algoritmos basados en re-etiquetamiento se encuentran:

5El problema de la correspondencia de las etiquetas consiste en que la etiqueta asociada a cada
objeto en una particién es simbolica, es decir, no existe una relacién entre los conjuntos de etiquetas
utilizados por diferentes algoritmos de agrupamiento.



20 1. ENFOQUES DE LA COMBINACION DE AGRUPAMIENTOS

Plurally Voting (PV) |31], Voting-Merging (VM) [25], Voting Active Clusters
(VAC) [104], Cumulative Voting (CV) [8] y los métodos propuestos por Zhou y Tang
[133] y Gordon y Vichi [44].

De este tipo de método existen muchas variantes, sin embargo todas ellas tienen

como objetivo enfrentar y tratar de dar solucion al problema de la correspondencia de
las etiquetas de los grupos. Sin embargo, este problema solo puede ser resuelto, con
cierto grado de eficacia, si todas las particiones a combinar tienen el mismo ntmero de
grupos, lo cual impone una restriccion muy fuerte al problema de la combinacion de
agrupamientos. Por lo tanto, estos métodos no son recomendables cuando el niimero

de grupos en todas las particiones no es el mismo.

1.2.3. Meétodos basados en matrices de co-asociacion

La idea de co-asociacion se usa para evitar el problema de la correspondencia entre
etiquetas de grupos en diferentes particiones. Los métodos basados en co-asociacion
[37] utilizan la informacion en las particiones para generar una representacion inter-
media de los datos: la matriz de co-asociacion. Esta es una matriz de n X n, donde

cada posicion (i, j) tiene el siguiente valor:

m

CA(i,j)=> 6;(P),  donde 6&;(P)= {

t=1

1, AC e P (z; e Chz;€C)
0, en otro caso
(1.2)

Es decir, el valor en cada posicion (i,7) de la matriz es una medida acerca de
cuéantas veces los objetos z; y x; estdn en el mismo grupo para todas las particiones
en P. Esta matriz puede ser vista como una nueva matriz de similitud entre objetos.
Mientras mas veces los objetos x; y x; aparezcan en el mismo grupo mads similares
estos seran. De esta forma, la particion de consenso se puede obtener mediante la
aplicacion de un algoritmo de agrupamiento sobre esta matriz de similitud de los
objetos.

Fred [38] propuso una primera variante de uso de la matriz C' A donde la particion
de consenso se obtiene mediante la aplicacion de un umbral fijo igual a 0.5. Objetos
con valor de co-asociacion mayor que 0.5 se unen en el mismo grupo para formar la
particion de consenso.

Fred y Jain [37] propusieron una modificaciéon al método anterior, donde después
de obtener la matriz de co-asociacion se aplica un algoritmo para hallar un drbol abar-

cador de costo minimo (minimum spanning tree), es decir, viendo a la matriz de co-
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asociacion como la matriz de adyacencia de un grafo, encontrar un arbol que contenga
todos los nodos del grafo y que el peso de sus aristas sea minimo. Posteriormente, las
aristas de este arbol son cortadas usando un umbral r. Esto es equivalente a cortar
el dendrograma producido por el algoritmo de agrupamiento jerarquico Single-Link
(SL) [55] utilizando el umbral r. Los algoritmos Complete-Link (CL), Average-Link

(AL) [55] y otros algoritmos de agrupamiento jerarquicos también han sido utilizados

como alternativas para obtener la particion de consenso en este tipo de métodos.

Otras variantes de esta matriz fueron presentadas en [70] y [120] con el objetivo de
extraer mas informacion del conjunto de particiones a la hora de conformar dicha ma-
triz. Sin embargo, de manera general, en todos los métodos basados en co-asociacion,
como primer paso, se construye una nueva matriz de similitud entre objetos a partir
de la informacién en el conjunto de particiones a combinar y posteriormente, se aplica
un algoritmo de agrupamiento jerarquico para obtener la particién de consenso. Por
tanto, la particion de consenso estara condicionada por la manera en que se construye
la nueva matriz de similitud y por el algoritmo de agrupamiento aplicado (y los valo-
res asignados a sus parametros). Ademas, este tipo de algoritmo tiene un alto costo
computacional O(n? - m), por lo que no pueden ser aplicados en grandes voltimenes
de datos.

1.2.4. Meétodos basados en particionamiento de grafos e hiper-

grafos

Este tipo de algoritmos de combinacién de agrupamientos transforman el problema
de combinacion de las particiones en un problema de particionamiento de grafos
o hipergrafos. Las principales diferencias entre estos métodos se encuentran en la
manera en que el (hiper)grafo es construido a partir del conjunto de estructuraciones
y como son definidos los cortes en el (hiper)grafo para obtener la particién de consenso.

Strehl y Ghosh [99] definieron la particion de consenso como la particion que mas
informacion comparte con todas las particiones que se quieren combinar. Para medir
esta informacion compartida por dos particiones se define la Informacion Mutua Nor-

malizada (Normalized Mutual Information; NMI) basada en los conceptos, Entropia

e Informacion Mutua de Teoria de la Informacion [22]. La NMI es una medida de
similitud entre particiones definida de la siguiente manera:

Sea P, = {C{,C%,...,Cq }y Py ={C?,C3,...,C4 } dos particiones de X, siendo
d, el nimero de grupos en P, y d; el nimero de grupos en P,. Sea n;, el nimero de

objetos en el i-ésimo grupo de la particion F,, ny; el ntimero de objetos en el grupo
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J-ésimo de la particion P, y n;; el nimero de objetos que estan juntos en el grupo
1-ésimo de la particion P, y en el grupo j-ésimo de la particion P,. La NMI entre P,

y P, se define de la siguiente manera:

—2300 25, S log (i)

NMI(P,, P,) =
e 13 S niglog (e ) + 3% | nplog(P2)

y toma valores en el intervalo real [0, 1].

De esta manera, la particion de consenso se define como:
P* = arg max z; NMI(P, P)) (1.3)

donde Px es el conjunto de todas las particiones posibles con el conjunto X.

Es decir, se propone como particiéon de consenso a la particion mediana utilizando
la medida NMI como similitud entre particiones. Sin embargo, una busqueda exhaus-
tiva para resolver este problema es computacionalmente intratable. Por tanto, para
enfrentar este problema fueron propuestas en [99| tres heuristicas (CSPA, HGPA y
MCLA) basadas en el particionamiento de grafos e hipergrafos. Las tres comienzan
representando el conjunto de particiones como un hipergrafo, donde cada grupo en
cada particion es representado por un hiperarista.

En el método Cluster-based Similarity Partitioning Algorithm(CSPA), a partir

del hipergrafo se construye una matriz n X n de similitud (la matriz de co-asociacion
C'A (1.2)). Esta es vista como la matriz de adyacencia de un grafo completamente
conectado, donde los nodos son los objetos y una arista entre dos objetos tiene un
peso asociado igual al nimero de veces que los objetos fueron colocados en el mismo
grupo en todas las particiones. Posteriormente, el algoritmo de particionamiento de
grafos METIS [57] se usa para obtener la particion de consenso.

El método HyperGraphs Partitioning Algorithm (HGPA) particiona el hipergrafo

directamente, eliminando el minimo nimero de hiperaristas. Se considera que todas
las hiperaristas tienen el mismo peso y se particiona el hipergrafo en k& componentes
de aproximadamente la misma dimensiéon cortando el menor niimero de hiperaristas.
Para la implementacion de este método, se utiliza el algoritmo de particionamiento
de hipergrafos HMETIS [58|.

En el método Meta-CLustering Algorithm (MCLA), primero que todo, se define

la similitud entre dos grupos C; y C; en términos de la cantidad de objetos que estan

agrupados juntos. Para esto se utiliza el indice de Jaccard [13]. Entonces, se conforma
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una matriz de similitud entre todos los grupos de todas las particiones a combinar, la
cual representa la matriz de adyacencia del grafo que se forma al considerar los grupos
como nodos y asignando un peso a cada arista igual a la similitud entre los grupos
que componen la arista. Después, este grafo se particiona utilizando el algoritmo
METIS [57] y los nuevos grupos obtenidos son llamados meta-grupos. Finalmente,
para encontrar la particion de consenso, se calcula la cantidad de veces que cada
objeto pertenece a un meta-grupo y se asigna al meta-grupo al cual perteneci6 en

mas ocasiones.

Otras variantes de métodos basados en particionamiento de (hiper)grafos se pue-
den encontrar en [29] y [1]. Este tipo de método es bastante popular debido a que
son sencillos y en la mayoria de los casos tienen un bajo costo computacional, i.e.,
lineal respecto al nimero de objetos. Por ejemplo, HGPA (O(k - n - m)) y MCLA
(O(k* -n-m?)) donde n es el nimero de objetos, m el niimero de particiones y k el
numero de grupos en la particion de consenso. Solamente el método CSPA tiene una
complejidad computacional igual a O(k-n?-m), la cual es cuadratica en el ntimero de
objetos. Se le presta mayor atencion a la complejidad respecto al nimero de objetos

ya que en la practica m << n y k casi siempre toma valores relativamente pequenos.

En este trabajo se considera que la mayor debilidad de este tipo de métodos es que
en estos la particion de consenso se define como solucién al problema de la particion
mediana (1.3) utilizando la medida de similitud NMI, pero en la practica, estos no
resuelven ni se enfrentan directamente a este problema. Estos métodos estan mas
relacionados con el enfoque de co-ocurrencia entre objetos ya que en el proceso de
formacion del (hiper)grafo, lo que se tiene en cuenta de manera implicita son las
relaciones entre objetos individuales. Ademas, estos métodos necesitan un algoritmo
de particionamiento de (hiper)grafos en el paso final, por lo tanto, si se cambia el
algoritmo el resultado final puede ser totalmente distinto. A pesar de que el METIS y
HMETIS son los méas utilizados, estos no tienen por qué producir los resultados mas

apropiados en todas las situaciones.

1.2.5. Meétodos basados en Teoria de la Informacién

Topchy et al. [102] propusieron otro método basado en la busqueda de la
solucion del problema (1.1). En este caso, la funcion de utilidad de categoria
(category utility function) [41] U : Px x Px — R se define como una medida de
similitud entre las particiones P, = {C},C},...,C} } y Pi={C},Ci,...,C} } de la
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siguiente manera:

Uy P chhz GO By ek (1.4)

|CinC}|

donde p(C") = |C e p(Ch) = y p(C}IC}) = |CF]

En este caso, esta funcion puede interpretarse como la diferencia entre la prediccion
de los grupos de la particion P; teniendo en cuenta la particion P, y sin tenerla en
cuenta. De esta manera, a mayores valores de esta funciéon, mayor parecido entre las

dos particiones.

Entonces, la particién de consenso puede definirse utilizando U como medida de

similitud entre particiones:

pP* —arggé%il 1U(P P)

En [80] se prob6 que este problema es equivalente a agrupar el conjunto de objetos
minimizando la varianza intra-grupo, utilizando un nuevo espacio de representacion
para los objetos. Por tanto, la solucion de este puede ser aproximada mediante la
aplicacion del algoritmo de agrupamiento k-Means sobre ese nuevo espacio de repre-
sentacion. Por otra parte, utilizando una definicién general de entropia [22], la funcion
de utilidad U puede ser transformada en la informacion mutua normalizada. Luego,
este método propone el mismo criterio de consenso que la informacién mutua norma-
lizada (NMI), con la ventaja de que el algoritmo k-Means puede ser utilizado como

heuristica de solucion.

Este algoritmo define el problema de la combinaciéon de particiones segiin la bus-
queda de la particion mediana y se propone una heuristica de solucién. En este mé-
todo, la funcion de utilidad de categoria se usa como medida de similitud entre par-
ticiones. Sin embargo, la heuristica propuesta para obtener la particion de consenso
utiliza el algoritmo k-Means para determinar las etiquetas de grupo asociadas a cada
objeto en la particiéon de consenso. En la préctica, este método esta més relacionado
con el enfoque de co-ocurrencia que con el de la particion mediana. Por otra parte,
la particion final estd condicionada por la estructura impuesta sobre los datos por
el algoritmo k-Means. Ademas, este algoritmo requiere ser aplicado en varias ocasio-
nes para evitar la convergencia a minimos locales de baja calidad. Sin embargo, la

complejidad computacional de este método es baja O(k - n - m).
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1.2.6. Meétodos basados en modelos de mezclas

Topchy et al. [100] propusieron un método de combinacion de agrupamientos, don-
de la particién de consenso se obtiene como la solucién de un problema de estimacion
de maxima verosimilitud. El problema de maxima verosimilitud es resuelto mediante

el uso del algoritmo de agrupamiento Expectation Maximization; EM [76].

Este enfoque esta basado en un modelo de mezclas finitas para modelar la proba-
bilidad de asignar cada etiqueta a los objetos en la particion de consenso. La principal
asuncion es que las etiquetas y; (etiqueta asignada al objeto x; en la particion de con-
senso) se modelan a partir de variables aleatorias con una distribucion de probabilidad

descrita a partir de una mezcla de componentes multivariadas:

p(yi©) = Z%Pt Yil0r) (1.5)

donde cada componente es parametrizada por #;. Las k componentes en la mezcla
son identificadas con los k grupos en la particion de consenso P* = {C4,Cy, ..., C}.
Los coeficientes de las mezclas \; corresponden a las probabilidades a priori de los
grupos. Todos los datos Y = {y,...,y,} se asumen independientes e idénticamente
distribuidos.

Esto permite representar la funcion de verosimilitud logaritmica con parametros
©={\,..., \, 01,...,0,} dado el conjunto Y como:

n k
log L (O]Y) 108;1_[,0 (4, ©) = Zlogz)\tpt (yil6r) (1.6)
i= t=1

La busqueda de la particion de consenso se formula como un problema de estimacion

de méaxima verosimilitud:
O" = arg max {log L (B|Y)}

El problema de méxima verosimilitud (1.6) generalmente no puede ser resuelto en
forma cerrada (en términos de funciones y operaciones elementales) cuando los para-
metros © son desconocidos. Sin embargo, la funcién de verosimilitud (1.5) puede ser
optimizada utilizando el algoritmo EM, asumiendo la existencia de datos ocultos’ Z

y la verosimilitud de los datos completos (Y, Z). Para hacer esto, se comienza con una

"Datos desconocidos
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inicializacion arbitraria de los parametros {\},..., A, 0], ..., 0, }. Posteriormente, se
aplica un proceso iterativo dado por dos pasos: Esperanza (£) y Maximizacion (M),
los cuales se repiten hasta que se satisfaga algtin criterio de parada.

El paso £ calcula los valores esperados de las variables ocultas y el paso M ma-
ximiza la verosimilitud calculando una nueva y mejor estimacion de los parametros.
Los criterios de convergencia pueden estar basados en el incremento del valor de la
funcién de verosimilitud entre dos pasos M consecutivos.

La particion de consenso se obtiene mediante una simple inspeccion de los valores
esperados de las variables ocultas E|[z;] ya que E|z;] representa la probabilidad de
que un patréon y; haya sido generado por la t-ésima componente de la mezcla, la cual
representa el t-ésimo grupo. Cuando se alcanza algin criterio de parada, cada etiqueta
y; se asigna a la componente que tiene el mayor valor de la variable oculta.

En este método, se asume que las etiquetas asociadas a los objetos en la parti-
cion de consenso pueden ser modeladas a partir de variables aleatorias independientes
e igualmente distribuidas. Ademas, el nimero de grupos en la particion de consen-
so debe fijarse ya que es necesario conocer el nimero de componentes en el modelo
de mezclas. Finalmente, el algoritmo de EM se utiliza para obtener la particion de
consenso, la cual dependera de los parametros de dicho algoritmo y de las condicio-
nes de parada utilizadas. Por otra parte, este método tiene una baja complejidad

computacional O(k - n - m).

1.2.7. Meétodos basados en la distancia de Mirkin

Dadas dos particiones P, y P, del mismo conjunto de objetos X, se pueden definir

las siguientes cuatro categorias:

= nge: Nimero de pares de objetos que fueron agrupados en diferentes grupos

tanto en P, como B,.

= ng1: Nimero de pares de objetos que fueron agrupados en diferentes grupos en

P,, pero en el mismo grupo en F,.

= ny9: Nimero de pares de objetos agrupados en el mismo grupo en P, y en

diferentes grupos en F,.

= ny1: Nimero de pares de objetos que fueron agrupados en el mismo grupo en

ambas particiones.
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La diferencia simétrica o distancia de Mirkin M se define como M(Pa, P,) =
no1 + N1o, la cual representa el nimero de desacuerdos entre ambas particiones. El
problema de la particion mediana utilizando esta medida queda de la siguiente ma-

nera:
m

P* = arg Iin 2. M(P, P;) (1.7)

Como se dijo en la Seccion 1.2.1, se demostroé que este problema es N'P-duro. No
obstante, numerosas heuristicas se han introducido para enfrentarlo, destacandose en
esta direccion los trabajos de Filkov y Skiena [30], Gionis et al. [40], Bertolacci y
Wirth [15] y Goder y Filkov [42].

Por ejemplo, la méas simple de estas heuristicas es la llamada Best-of-k (BOK),
la cual simplemente consiste en seleccionar la particion P € P que mas se aproxima
a la solucion del problema (1.7). En otras palabras, la salida de esta heuristica es la
particion en P que minimiza la distancia desde ella a todas las demas particiones en
P.

Best One-element Move (BOM), sigue la idea de comenzando con una particion
inicial, ir haciendo cambios iterativamente mediante movimientos de objetos de un
grupo a otro. De esta forma se trata de encontrar particiones mejores que la inicial. La
particion inicial puede ser seleccionada al azar o puede ser, por ejemplo, el resultado
del algoritmo BOK. En este caso se utiliza un algoritmo glotén. En cada paso, si se

encuentra una mejor particion, esta se toma como nueva solucién.

Por otra parte, CC-Pivot se basa en la idea del conocido algoritmo de ordena-
miento Quicksort. En el CC-Pivot, se seleccionan repetidamente objetos pivote y se
obtiene una particiéon a partir de la relacion existente entre los objetos y estos pivo-
tes. Los pivotes son usualmente seleccionados aleatoriamente, sin embargo otro tipo
de heuristicas se pueden utilizar para su seleccion [108]. Este método tiene una baja
complejidad computacional O(n -m - k).

Sin embargo, no todas las heuristicas basadas en distancia de Mirkin son eficientes,
muchas de ellas tienen una complejidad cuadrética respecto al nimero de objetos del

problema, lo que impide el uso de las mismas en grandes volimenes de datos.

De manera general, en este tipo de métodos, la particion de consenso se obtiene
mediante la solucion del problema de la particion mediana usando la distancia de
Mirkin (1.7). La distancia de Mirkin como medida de disimilitud entre particiones
ha sido la mas estudiada en el problema de la particiéon mediana. Sin embargo, en la

practica, esta no es la mas apropiada en todas las situaciones. Por otra parte, muchas
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de las heuristicas basadas en este enfoque son demasiado simples y no presentan
garantias tedricas acerca de la eficacia de los resultados, mientras que otras sufren de

una alto costo computacional.

1.2.8. Meétodos basados en algoritmos genéticos

Estos métodos utilizan las capacidades de busqueda de los algoritmos genéticos
para obtener la particion de consenso. Generalmente, se crea la poblaciéon inicial
con el conjunto de particiones a combinar y se aplica una funcién de ajuste para
determinar cudles particiones estan mas cerca de la particion de consenso buscada.
Después de esto, se aplican los pasos de cruzamiento y mutaciéon para obtener una
nueva descendencia y renovar la poblacion. Durante este proceso, si se alcanza algin
criterio de parada, la particion con mayor valor de funcion de ajuste se selecciona
como particién de consenso.

Entre los métodos basados en algoritmos genéticos, uno de los més conocidos es
el (Heterogeneous Clustering Ensemble; HCE) [126, 127]. En este método se obtiene

la poblacion inicial utilizando cualquier mecanismo de generacion, donde con todo

par de particiones obtenidas en el paso de generacion se crea un par ordenado. El
proceso de reproduccion utiliza una funcion de ajuste que determina si un par de
particiones (cromosoma) sobrevivird o no en el préoximo estado. En este algoritmo,
la funciéon de ajuste se obtiene por la comparacion de la cantidad de solapamientos
entre los grupos en ambas particiones en el cromosoma. En cada iteracion, se aplica
un algoritmo de cruzamiento al par de particiones que tiene un mayor valor de la
funcion de ajuste. En este proceso de cruzamiento, se obtiene nueva descendencia a
partir del par seleccionado, manteniendo en las nuevas particiones la mayor cantidad
de informacion posible de los padres. Finalmente, las particiones padres se reemplazan
por las nuevas (descendientes) y se aplica otra iteracion del algoritmo completo.
Otros algoritmos de combinacién de particiones basados en algoritmos genéticos
fueron propuestos en [71] y [4]. De manera general, en este tipo de métodos se utilizan
las capacidades de busqueda de los algoritmos genéticos. Esto permite explorar par-
ticiones que no son facilmente encontrables por otros métodos. Sin embargo, en estos
algoritmos la solucion encontrada es solo mejor en comparacion con otra; este tipo de
algoritmo carece de un concepto global de solucion 6ptima, y de una manera de saber
si una solucion es 6ptima o no. Ademaés, sucesivas corridas de este tipo de algoritmos
puede producir resultados muy diferentes debido a la naturaleza extremadamente

heuristica de los mismos.
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1.2.9. Meétodos basados en factorizaciéon de matrices no nega-

tivas

Li et al. [69] introdujeron los métodos de combinacion de estructuraciones basados

en factorizacion de matrices no negativas (Non Negative Matrix Factorization; NMF).

La factorizacion de matrices no negativas [21] se refiere al problema de factorizar una
matriz no negativa® M en dos matrices factores, es decir, M ~ AB, de tal forma que
tanto A como B sean no negativas [69].

En este método de combinacion de agrupamientos, dado el conjunto X de n objetos
y el conjunto P de m particiones a combinar, primero que todo se define la siguiente

medida de disimilitud entre particiones:

= > (PP (1.8)

i,j=1

donde p;;(P, P') = 1si x; y x; pertenecen al mismo grupo en una particion y diferente
grupo en la otra, en cualquier otro caso p;;(P, P') = 0.

Ademaés, la matriz de conectividad se define como:

M.

ij

(P,) = { 1, 3ACY € P, tal que z; € C} y x; € CY; (1.9)

0, en otro caso.

Es sencillo ver que /Lij(P, Pl> = ‘MZ](P> - MZ]<P,)| = (MZJ(P) — Mij(P,))Q
La particién de consenso P* se define a través del enfoque de la particion mediana

usando g como medida de disimilitud entre particiones.

2
P = iy (PP =g i 53 0M(P) ~ M)

Sea U;; = M,;(P*) la solucién a este problema de optimizacion, la cual es la matriz
de conectividad de P*. Este problema de optimizacion puede ser transformado de la

siguiente manera:

min Y (My; — Uy)* = min||M — U|}

donde ]\NL-j = LS  Mi(P,)y || || denota la norma de Frobenius.

A partir de este momento, se hacen diferentes transformaciones del problema para

8Matriz con todos los elementos mayores o iguales que cero.
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transformarlo en el siguiente problema de optimizacion:

. a T2 : T() —
omin |IM —QSQ"|[;, sujetoa Q'Q=1 (1.10)

donde la matriz solucién U es expresada en términos de dos matrices Q) y S.

El problema (1.10) puede ser solucionado utilizando el siguiente proceso de actua-

lizacién de las matrices Q) y S:

Qab « Qab (MQS)ab) y Sbc . Sbc\/( (QTMQ)bc
ab

(QQ™MQS Q7 QSQ Q)

mediante este proceso se obtienen las matrices () y S, y con estas dos matrices se
obtiene U = QSQ" la cual, como se vid anteriormente, es la matriz de conectividad
de la particion de consenso P*.

Este método define la particion de consenso a través del enfoque de la particion
mediana, utilizando la distancia p (1.8) como medida de proximidad entre particiones.
El planteamiento original del problema se modifica consecutivamente hasta transfor-
mar el problema original en uno que puede ser resuelto mediante un proceso iterativo.
Sin embargo, la soluciéon encontrada no se corresponde con la solucion del problema
original y no existe un estudio detallado sobre como puede afectar en la calidad de la

solucion las modificaciones realizadas al problema original.

1.2.10. Meétodos basados en estructuracion difusa

Hasta ahora, se han presentado los principales métodos de combinacion de agrupa-
mientos que utilizan particiones duras de los datos en el proceso de combinacion. Sin
embargo, existen algoritmos de combinacién de estructuraciones que trabajan con par-
ticiones difusas. Algoritmos de agrupamiento tan populares como EM y fuzzy-c-means
[16] de manera natural producen estructuraciones difusas de los datos. Si estas par-
ticiones difusas se convierten en particiones duras para combinarse después, puede
perderse informacion valiosa. Por lo tanto, combinar estas particiones en su variante
difusa directamente puede ser mas apropiado que convertirlas primero en particiones
duras y posteriormente combinarlas utilizando alguno de los métodos de combina-
cion de particiones duras presentados en las secciones anteriores [23]. La particion de
consenso obtenida por algoritmos de combinacion de agrupamientos difusos puede ser

difusa o dura. En esta seccion, solo se abordaran métodos que producen una particion
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de consenso dura, es decir, las particiones difusas de los datos solo son utilizadas en
pasos internos de los métodos.

Como en el caso de las particiones duras, se define el conjunto de objetos X =
{z1,29,...,2,} yP={P, P, ..., Py} es el conjunto de particiones difusas de X a
combinar, donde P, = {S},S5,..., S} } para todo i = 1,2...m. Sin embargo, en los
algoritmos de combinaciéon de particiones difusas cada sz; tiene asociado una funciéon
de pertenencia fugi : X — [0, 1], donde ,us;-_(xT) es el grado de pertenencia del objeto
x, € X al j-ésimo grupo de la particion i-ésima.

Entre este tipo de métodos, se encuentran el SCSPA, sMCLA y sHBPA [85] los
cuales son versiones difusas de los algoritmos CSPA, MCLA y HGBPA respectiva-
mente (ver Seccion 1.2.4).

Por ejemplo, el SCSPA extiende el método CSPA cambiando la forma de calcular
la matriz de similitud. En vez de usar la matriz de co-asociacién como nueva matriz
de similitud entre objetos, se calcula la matriz SC' de la siguiente manera: cada objeto
es visto como un vector en un espacio de dimension Y ., d;, donde d; es la cantidad
de grupos en la particion P; y se calcula la distancia 7, entre los objetos z, y

COImo:

m d;

(115: () — i) (1.11)

Tap =
i=1 j=1

Esta puede interpretarse como una medida de la diferencia en el grado de per-
tenencia de los objetos para cada grupo. La matriz SC' se obtiene convirtiendo esta
distancia en una medida de similitud donde SC,; = e e, Finalmente, se usa el
algoritmo METIS para obtener la particion de consenso de igual manera que en el
método CSPA.

De manera similar, existen las versiones difusas de los otros métodos basados en
particionamiento de (hiper)grafos. Por tanto, estos tienen las mismas limitantes que
sus versiones duras (ver Seccion 1.2.4). No obstante, si para el proceso de generacion
se cuenta con algoritmos de agrupamiento difusos, el uso de este tipo de algoritmos

de combinacion de agrupamientos permite hacer una mejor modelacion del problema.

1.3. Aplicaciones

El reciente progreso en combinacién de agrupamientos se debe en gran medida a
su empleo en diferentes campos de investigacion aplicada. Existe una gran variedad

de problemas en los cuales los algoritmos de combinaciéon de agrupamientos pueden
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emplearse. En principio, como los algoritmos de combinacién de agrupamientos tratan
de mejorar la calidad de los resultados obtenidos por algoritmos de agrupamiento,
estos se pueden aplicar directamente en casi todos los problemas de clasificacion no
supervisada, los cuales aparecen con frecuencia en disciplinas como bioinformaética,
recuperacion de informacion y mineria de datos [55].

Ademas, existen algunos trabajos acerca de aplicaciones directas de los algoritmos
de combinacién de agrupamientos en varios campos de investigaciéon como son la seg-
mentacion de imagenes [19, 32, 105, 121, 122, 129, 131]; agrupamiento de documentos:
[43, 45, 97, 125]; extraccion de rasgos: [51, 52|; bioinformatica: |7, 24, 30, 53, 59, 128];
problemas fisicos: [123]; aplicaciones médicas: [95]; entre otros.

En particular, Gionis et al. [40] mostraron cémo los algoritmos de combinacion
de agrupamientos pueden ser ttiles para mejorar la robustez de los agrupamientos,
para agrupar datos categoricos, para identificar el nimero correcto de grupos en un

problema y para la deteccion de valores atipicos (outliers).

1.4. Consideraciones finales del capitulo

Las funciones de consenso basadas en el enfoque de la particion mediana (1.1) han
sido tedricamente més estudiadas que las basadas en co-ocurrencia de objetos. Sin
embargo, en ambos enfoques existen problemas sin solucién definitiva, por ejemplo,
en el enfoque de co-ocurrencia generalmente es necesaria la aplicacion de un algoritmo
de agrupamiento como paso final para encontrar la particién de consenso, pero: ;Qué
algoritmo de agrupamiento se debe aplicar? ;Cuéles son los parametros correctos?

En el enfoque de la particion mediana, es necesaria una medida de (di)similitud
entre particiones, pero: ;Cudl es la mas apropiada? Ademas, la particion de consenso
usualmente se define como el 6ptimo de un problema de optimizacion exponencial,
sin embargo: ;Cuél es la mejor heuristica para resolver el problema o acercarse a
su solucion? Siguiendo cualquiera de estos enfoques de definicién de la particion de
consenso, es necesario crear algoritmos de combinaciéon de agrupamientos con una
adecuada fundamentacion teodrica, donde el proceso de combinacion esté sustentado
por un anélisis que justifique el uso de dicho método. De manera general, el estudio
presentado en este capitulo, unido a los resultados del Anexo 2, permitieron detectar
un conjunto de problemas sin solucion definitiva, los cuales motivaron esta investiga-
cion y a partir de los cuales se definieron los objetivos trazados, los cuales junto a las

motivaciones fueron presentados en la Introduccion de este documento.



Capitulo 2

COMBINACION DE
AGRUPAMIENTOS BASADA EN
FUNCIONES NUCLEO

En este capitulo, se presenta el enfoque de combinaciéon de agrupamientos basado
en funciones niucleo. En este enfoque la particion de consenso se define a partir de la

bisqueda de la particion mediana pesada, expresada de la siguiente manera:
m
P = - k(P, P 2.1
arggé%ﬁzlwz (P, P) (2.1)
1=

donde w; es un peso asociado a la particiéon P;, y k es una medida de similitud entre
particiones.

El objetivo de los pesos asignados a las particiones es mover la particion de con-
senso en la direccion de las particiones que mayor valor de peso tienen asociado.
De esta manera, es necesario el desarrollo de un mecanismo de asignacién de pesos
automatico, capaz de determinar qué particiones tienen mayor importancia para el
proceso de combinacion. En la Seccion 2.1, se presenta el proceso de determinacion
del peso asociados a cada una de las particiones.

Por otra parte, la medida de similitud & por motivos que se veran en la Seccion

2.2 es una funcion ntcleo definida positival (positive definite kernel). Esta medida de

similitud debe cumplir las siguientes dos caracteristicas:

» Expresividad: Se espera que utilice suficiente informacion de ambas particiones

! La definicion formal de este concepto serd dada en la Seccion 2.2. Por simplicidad, en lo adelante,
estas funciones se nombraran como nicleos solamente.

33
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para decidir si estas se parecen o no. Esta propiedad se refiere a qué tan buena

es la funcién k£ como medida de similitud entre particiones.

= Idoneidad: Se espera que de alguna manera ayude a solucionar el problema
combinatorio planteado (2.1). Esta propiedad se refiere a qué tan apropiada
es la medida k para la definicion del problema (2.1), en el sentido de cuanto

simplifica la solucion del mismo.

En la Secciéon 2.2 se muestra como las funciones niicleo permiten definir medidas de
similitud que satisfacen estas caracteristicas. En particular se definen dos medidas de
similitud, las cuales son funciones nicleo. Ademas, en el Anexo 4 se prueba que el
indice de Rand es una funcién nicleo. Posteriormente, en la Seccion 2.3 se presenta la
funcion de consenso o mecanismo de combinacion, el cual esta basado en la utilizacion
de una medida de similitud nticleo en la definicion del problema (2.1). Finalmente, en
la Secciéon 2.4 se presentan y discuten algunos resultados experimentales del método

propuesto en este capitulo.

2.1. Analisis de la importancia de las particiones

En esta seccion, se presenta un mecanismo para estimar la importancia de cada
particion para el proceso de combinacion. Esto se lleva a cabo teniendo en cuenta
el cumplimiento de un conjunto de propiedades elementales dadas por un conjunto
de indices de validacion de agrupamientos (CVI). La idea es evaluar en qué medida
cada particion satisface un conjunto de caracteristicas, con el objetivo de asignarle
un peso, de forma tal que este peso represente la relevancia de cada particiéon para
el proceso de combinacién. Utilizando estos pesos se puede disminuir la influencia de
particiones que solo representen ruido para el proceso de combinaciéon y aumentar la
influencia de las mejores particiones en el proceso de determinaciéon de la particion
de consenso.

Al usar CVIs para asignar un peso a cada particion, se encuentran dos situaciones
practicas que deben ser consideradas separadamente para realizar un mejor proceso
de asignacion de pesos. Estas dos situaciones se nombran en este trabajo Agrupamien-
to Sin Informacion (ASI) y Agrupamiento Con Informacion (ACI) y se presentaran
en las secciones 2.1.1 y 2.1.2 respectivamente. En ambos casos, el proceso de asigna-
cion de pesos esta basado en el uso de CVIs para medir el comportamiento de cada

particion respecto a las propiedades que miden estos indices. Para resaltar que estos
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indices miden una propiedad, se llamaran en este documento Indices de Validacion

de Propiedades (IVP) y quedan definidos formalmente de la siguiente manera:

Definicién 2.1. Sea X un conjunto de objetos y Px el conjunto de todas las posibles
particiones de X. Un Indice de Validacion de Propiedades (IVP) es una funcion
[:Px — Ry, donde para cada P € Px, I(P) se interpreta como el grado en que la
particion P satisface la propiedad representada por I. Por lo tanto, si P,P' € Px e
I(P) > I(P), entonces la particion P satisface la propiedad representada por I en

un mayor grado que P’.

2.1.1. Agrupamiento sin informacién

Este es el caso en que los usuarios no tienen conocimiento acerca de como validar
los resultados. El usuario tiene un problema de agrupamiento y decide aplicar una
técnica de combinacion de agrupamientos para enfrentarlo, pero no conoce o no tiene
completa certeza de las propiedades que seran buenas para sus resultados. En este
caso, como no se tiene informacion acerca de qué particion es mas apropiada se opta
por seguir la decision de la mayoria. Esto significa que se asignara pequenos pesos a
particiones que se comporten muy diferentes del resto. Por otra parte, a particiones
con un comportamiento similar al promedio se le asignara un valor alto de peso.

En este caso, se recomienda el uso de un conjunto de IVPs que evalie el cumpli-
miento de un conjunto de propiedades tan variadas como sea posible. Cualquier IVP
puede ser utilizado ya que estos son usados para extraer informacion del comporta-
miento de las particiones respecto a la propiedad medida por cada indice.

Supongase que se tiene un conjunto de [ propiedades representadas por un conjun-

to de IVPs, I = {Iy,I5, ..., I;}. Para cada indice I; € I, se calcula A;=>"" I, (P),
y se define la funcion ¢; : Px — [0,1] tal que ¢;(P) = %f), por tanto
Yo e (P)=1, Vj=1,....l. Entonces, cada ¢; puede ser relacionada con la fun-

cién de distribucion de cierta variable aleatoria discreta Y;. Entonces, se define:
H (L) = H(Y;) == ¢;(P)log (¢, (P))
i=1

donde H (Y;) es la entropia de Y; [22]. Usando las propiedades de la entropia, se tiene
que H(I;) >0, H(I;) <log|P| = logm, y H (I;) alcanza el méaximo valor cuando
w; (P1) = ... =, (Py). Utilizando la propiedad de continuidad de H (Y}), se puede

concluir que a mayores valores de H (Y}), mayor es el parecido entre los valores I; (F;).
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Por lo tanto, H(I;) es una buena medida para determinar qué tan informativa es la
propiedad medida por el indice I;.

Finalmente, a cada particion F;, se le asigna un peso w; que viene dado por:

ey (i i )) o

j=1
En esta expresion la entropia se usa como una medida de cuan discriminativo es

1
I; (P) — EAJ'

cada indice y el segundo factor de la sumatoria es una evaluacion de I;(F;), basada

en el valor absoluto de la diferencia de este valor y el valor medio %A‘j.

2.1.2. Agrupamiento con informacién

Este es el caso en que el usuario conoce qué caracteristicas se consideran buenas
para los resultados. El usuario conoce un indice o un conjunto de indices? que desea
maximizar®. En este caso, el peso asociado a una particién es una medida de qué tan
cerca del valor maximo para cada indice estd cada una de las evaluaciones de cada
indice en dicha particion. Particiones con un comportamiento mas similar al maximo
valor para cada indice se benefician asignandoseles un alto valor de peso. De esta
manera, se asignan los mayores valores de pesos a particiones con el comportamiento
mas parecido al esperado por los usuarios.

Dado un conjunto de IVPs I = {[}, I5,..., I;}, para cada indice I; se calcula

M; = maxp,ep I;(P;). El peso asignado a cada particion P; se obtiene mediante:

!
wi =Y (1= |;(P) = M) (2.3)
j=1

En este caso el uso de la entropia no es necesario ya que no se necesita evaluar los
indices debido a que los indices utilizados son aquellos que el usuario desea maximizar

en sus resultados finales. Por tanto, todos los indices se asumen como relevantes.
De una forma u otra, en el proceso de Anélisis de la Importancia de las Particiones
se calcula un conjunto de pesos Q = {wy,ws, ..., wy}, donde el peso w; esta asociado

a la particion P;, y representa su importancia en el proceso de combinacion de agru-

2El usuario podria asignarle un peso a cada indice para diferenciarlos de acuerdo a su importancia.
Por simplicidad se asume que todos estos pesos son iguales a 1.

3Se asume que el usuario quiere maximizar los indices, porque en la practica si el usuario tiene
un indice que desea minimizar, este puede ser facilmente transformado en su inverso u opuesto el
cual debe ser maximizado, preservando la misma seméantica del indice inicial.
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pamientos. En un problema préctico, para aumentar la eficacia de este mecanismo de
asignacion de pesos es importante determinar a qué situacion (ASI o ACI) se ajusta

mas el problema.

2.2. Medidas de similitud entre particiones

Como se puede apreciar en la ecuacion (2.1), la medida de similitud entre parti-
ciones k es una pieza fundamental en la definicion de la particiéon de consenso.

Entre las medidas de similitud existentes, los productos internos son medidas que
tienen un gran atractivo matematico. Dados dos vectores z, 2’ (normalizados a longi-
tud 1), el producto interno de éstos (x, ') puede interpretarse geométricamente como
el coseno del angulo entre los mismos. De igual manera, un producto interno permite
calcular la longitud o norma de un vector de la siguiente manera ||z| = \/(z, ).
Ademas, la distancia entre los mismos puede calcularse como la norma del vector
diferencia. Por tanto, poder calcular productos internos permite la utilizacion de las
herramientas matematicas que pueden formularse en términos de angulos, longitudes
y distancias.

Sin embargo, los productos internos son un subconjunto muy limitado del conjun-
to de todas las posibles medidas de similitud entre objetos. Para definir una medida
de similitud que sea un producto interno, es necesario que los objetos estén represen-
tados como elementos de un espacio vectorial. Lo cual, en ocasiones no es posible, las
caracteristicas de los objetos no se ajustan a los requerimientos de un espacio vecto-
rial, es decir, forzar que los objetos sean representados como elementos de un espacio
vectorial conllevaria a una mala modelacién del problema. Este es, por ejemplo, el
caso en cuestion, donde se necesitan crear medidas de similitud entre particiones, sin
embargo las particiones no son, de manera natural, elementos de un espacio vectorial.

Uno de los grandes atractivos que representa utilizar una funciéon nticleo como
medida de similitud entre objetos es que esta permite calcular la similitud como un
producto interno en un cierto espacio vectorial asociado al nicleo [14]. Esto se cumple
para cualquier tipo de datos, es decir, datos en los cuales su dominio de definicién no
tiene asociado ninguna estructura, solamente se asume la existencia de un conjunto
no vacio de objetos. Luego, las funciones nticleo permiten generalizar las bondades de
los productos internos a problemas donde una representacion vectorial de los objetos
no es posible o no es apropiada.

Formalmente, un niicleo se define de la siguiente manera [94]:
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Definiciéon 2.2. Sea X un conjunto no vacio. Una funcion k : X x X — R simétrica

se llama ntcleo (definido positivo?) si Vt € N, todo x1,...,%x; € X y toda secuencia
de nimeros reales o, ...,ap € R se cumple que:
tt
ZZO&Z'O(J'I{?(XZ',XJ') Z 0 (24)
i=1 j=1

Sik: X xAX — R es un nicleo, existe una funciéon ¢ : X — H de X en cierto

espacio de Hilbert H tal que:

para todo x,x’ € X ((-,-)3 denota el producto interno en el espacio de Hilbert H).
Este espacio de Hilbert H es conocido como espacio de Hilbert con nicleo reproductor

(Reproducing Kernel Hilbert Space; RKHS)? [6, 92| y viene dado por la clausura to-

pologica del conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de funciones k(x, )

H = span{k (x,-) /x € X}

donde k(x,-) es una funcion de & en R definida para cada x € X, la cual asocia cada

objeto x’ con el nimero real k(x,x’).

A continuacion, se expone como una medida de similitud que sea una funcion
nicleo puede ayudar a solucionar el problema (2.1), en otras palabras, como influye
el hecho de que una medida de similitud sea un ntucleo en la idoneidad de dicha

medida para el problema de la particion mediana pesada (2.1).

Sea k : Px x Py — R una funcion nicleo definida sobre el conjunto de todas

las posibles particiones y supéngase que esta es una funcion nicleo normalizada, i.e.,

VEP, P) = /(¢(P),d(P))yy = ||¢ (P)]l,, = 1, VP € Px. Se puede asumir sin perder

generalidad que £ es normalizada ya que para una funcion nicleo k cualquiera se puede
];(Pivpj)

k(P P)k(P;,P})

esta manera, dado el problema (2.1) se puede considerar el problema equivalente en

definir su version normalizada de la siguiente forma k (P, P;) =

tAqui se sigue la terminologia utilizada en [94] donde la ecuacién (2.4) se asocia al término
definido positivo. Por otra parte, el caso en que el valor 0 solo se obtiene si v = ... = oy = 0 se
nombra estrictamente definido positivo.

5También se nombrara a este espacio simplemente como espacio de Hilbert.
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el espacio de Hilbert H asociado a k:
¢ (P*) =arg max » wi(@(P),d(F))y (2.5)
i=1

y usando las propiedades del producto interno, este puede ser reescrito como:

6(P") = arg max <¢ (P). Zwi¢<a>> (2.6

P(P)eH
H

Como ¢ es la aplicacion asociada al nicleo normalizado k, para cada particion P, se
tiene que [|¢ (P)||;, = 1. Por lo tanto, con el objetivo de simplificar el problema de
optimizacion (2.1), se considera la version normalizada de los pesos w;:

w.

w; = .
| o)

(2.7)

!

De esta manera ||y ", wi¢ (B)|l,, = 1, y finalmente el problema se reduce a:

P(P)EH

¢ (P*) = arg max <¢(p), ng¢(a)> (2.8)
i H

Proposicion 2.1. Si v es una solucion del problema de optimizacion (2.8), entonces
i) Ezisten escalares ay, as, ..., oy € R, tal que Y =310 a;d(P;)

it) Para todoi=1,...,m, a; = w,.

Demostracion. Sea H = H, @ Hi, donde H; es la clausura topolégica del conjunto

span{d (P), ¢ (P),...,¢0(Py)} y Hi = {2z € H : {z,y1)n = 0, Yy, € Hy} es el
complemento ortogonal de H; en H. Sea 1) una soluciéon del problema de optimizacion
(2.8), entonces 1 = y; +y;- con y; € Hy y yio € Hi.

<¢,sz¢(ﬂ-)> =<y1,2w§¢<ﬂ->> +<yi2w§¢(m>
i=1 U i=1 H i=1

Considerando que yi- € Hi y Y., wi¢ (P;) €Hy, se tiene que:

<yf,zw£¢(1%)> =0

H

H

y por lo tanto (v, > 1" wio (Py)),, = (1, >_ieq wi¢ (Pi)),, Esto significa que, si ¢ es
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una solucion del problema de optimizacion (2.8), entonces su proyeccion y; sobre el
subespacio H; es también soluciéon de este problema.

Ahora, utilizando la desigualdad de Cauchy-Buniakovski |33] se tiene que:

<w,Zw2¢>(B>> < [l 3 wio (P)

H H
Pero,
[0l = |D_wio (P =1,
=1 H
luego,
<¢»,Zw£¢><ﬂ)> <1.
i=1 H

Como la igualdad en la desigualdad de Cauchy-Buniakovski se obtiene solamente

cuando los vectores son linealmente dependientes, se cumple que:

v=a) wo(P)=n
i=1
para algin a € R, . Entonces
191l = lad | D_wio (B = llully
i=1 H
l=|of-1
Se concluye que:
m
Y= wo(P)
i=1
con lo que la demostracion queda probada. O

Una vez que se tiene la solucién en el espacio de Hilbert ., solo se necesita resolver
el problema de la pre-imagen. Este problema consiste en encontrar la particion P*
en el espacio de las particiones dada la solucion ¢ = ¢ (P*) en el espacio de Hilbert.
Cuando se trabaja con datos estructurados, por ejemplo, arboles, grafos o como en
este caso, particiones, este problema puede ser complejo y obtener la solucion exacta
puede ser una tarea dificil desde el punto de vista computacional, debido al problema

de optimizacién combinatorio que tiene asociado. De hecho, dada v € H, la solucién
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exacta P* € Px tal que ¢» = ¢ (P*) no tiene por qué existir, dado que H es usualmente
un espacio mucho méas grande que Pyx. Por estas razones, se escoge P* como a una

solucion aproximada del problema de la pre-imagen:
* . . 2
P* = argmin |6 (P) = ¥l (2.9)

donde ||¢ (P) — ¢||3_L se calcula solamente en términos del producto interno de la

siguiente manera:

6 (P) = wlls, = (8(P), o(P))n =2 L wilo(P) 6Pyt 3 Y i (6(P2), 6(Fy)

i=1 j=1

Como k es un nicleo normalizado y como los pesos w; son también normalizados
segun la ecuacion (2.7), el primer y el tercer término del miembro derecho de esta

ecuacion son iguales a 1. Luego esta ecuacion queda de la forma:
lo (P) = ¢l =2 =2 wi(é(P), (P
i=1

Finalmente, utilizando la propiedad k(FP;, P;) = (¢(P;), #(F;)).,, se obtiene que

Ho
I (P) = ¢ll3 =2 -2 wik(P, P) (2.10)
=1

La ecuacion (2.10) es de gran importancia para el desarrollo del algoritmo propuesto
en este capitulo. Como se puede apreciar, esta permite calcular, de manera simple, la
distancia entre la imagen de cualquier particion ¢(P),VP € Px y el consenso v en el
espacio de Hilbert. Esta ecuacién nos brinda una medida global que permite decidir
qué tan cerca o lejos se encuentra cualquier particiéon de la particion de consenso.
El atractivo computacional de este método es que todo el trabajo en el espacio de
Hilbert H se hace de manera implicita, es decir, no es necesario conocer ¢, H, ni
calcular explicitamente productos internos en H, sino que en la practica todos los
calculos quedan en funcion de k. Esto es conocido en la literatura como kernel trick
[94], 1o cual es fundamental para el desarrollo de métodos basados en funciones nicleo

para la solucion de problemas de reconocimiento de patrones [2, 93, 109].

En las secciones 2.2.1 y 2.2.2 se definen dos medidas de similitud para las cuales se

prueba que son funciones niuicleo y en el Anexo 4 se presenta la demostracion de que
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el indice de Rand es una funcién niicleo. En la Seccion 2.3, se presenta el algoritmo de

combinacion propuesto el cual estd basado en los resultados obtenidos en esta seccion.

2.2.1. Similitud basada en representacién por grafos

La medida de similitud propuesta en esta seccion esta basada en la representacion
de las particiones mediante grafos. Para cada particion P € Py, se define un grafo
Gp = (V,E), donde V' = {vq,...,v,} tal que v; es el nodo asociado al objeto ;.
Ademas, existe una arista e;; entre los nodos v; y v; si los objetos x; y x; pertenecen
al mismo grupo en P. De esta manera, por cada particiéon P € Py se obtiene un grafo
donde cada grupo de P se representa por una componente conexa en el grafo, la cual
es ademas un grafo completo.

Sea G : Py — Gx donde Gx es el espacio de todos los posibles grafos obtenidos
a partir de una particiéon de X. No es dificil verificar que G es una funcién biyectiva,
por tanto, trabajar en Py es equivalente a trabajar en Gy.

La medida de similitud propuesta esta basada en la idea de utilizar variables ocul-
tas® [50] para medir la similitud entre grafos. En este caso, se toman como variables
ocultas los caminos (paths) sobre cada grafo. Dado un grafo G = (V, E) € Gy, se
define como X(G) el conjunto de todos los caminos del grafo G. Un camino h € V' es
una secuencia de nodos hihs ... h;, donde existe una arista entre todo par de nodos
consecutivos (h;, hit1) y hi # hj, Vi, j = [ con i # j, donde [ es la longitud del
camino. Basado en la idea de los nticleos margmahzados para grafos [103] se define la

siguiente medida de similitud entre grafos k¢:

(GG =Y Y 5(h1)p(h/G)p(W |G (2.11)

heX(G) MeX(G")

donde 0(h,h') = 1si h = h' y cero en otro caso. Por otra parte, p(h/G) viene dado

por:
p(h/G) = ps(hi) <Hpt hi/hi-a )pe(hl)

donde p,(h1) representa la probabilidad de que el camino empiece en el vértice hy,

pi(hi/h;_1) la probabilidad de estando en el vértice h;_; moverse al vértice h; y p.(hy)

6La similitud entre dos objetos se calcula como la suma de las similitudes de estructuras mas
simples que componen a cada objeto. Por ejemplo, la similitud entre dos grafos puede calcularse a
partir de la suma de las similitudes entre los subgrafos, arboles o caminos que componen a cada
grafo.
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es la probabilidad de terminar en el vértice h;. En este caso, ps(hi) = % ya que se
asume que todos los nodos tienen la misma probabilidad de ser tomados como primer
nodo del camino y pi(hi/hi—1) = pe(h;) = |C oAl donde |Cy| representa la cantidad
de nodos en la componente conexa que contiene a h. Estos valores son calculados
teniendo en cuenta que estando en un nodo h; existen |C,| posibilidades, moverse a
uno de los |C| — 1 nodos vecinos o quedarse en el mismo nodo y terminar el camino
ahi mismo. Asumiendo que todas estas posibilidades son equiprobables se obtienen

los valores p; v pe.
Proposicion 2.2. La funcion kg es un nicleo definido positivo.

Demostracion. La simetria de kg es facil de verificar a partir de la definicion de la
misma en la ecuacion (2.11). Por otra parte, esta medida puede escribirse de manera

equivalente para dos grafos G;, G; de la siguiente forma:

ka(GiGy) = Y 8(h/Gi)d(h/Gy)p(h/Gi)p(h/G)

heX(Gx)

donde ¥(Gyx) es el conjunto de todos los caminos de los grafos de Gx y 0(h/G) = 1,
si h € 3(G) e igual a 0 en otro caso. De esta manera, para probar que kg es un
nucleo solo faltaria probar que para todo t € N, ay,as,...,a; € R y para todo

G1, Gy, ..., Gy € Gx se cumple que:

t

t
Z Z oziozjk:(;(Gi, GJ) 2 0

i=1 j=1

aoy [ S0 8(/GS(h)G)p(h/G)p(hGy) | = 0

i=1 j=1 hes(Gx)

(ZZaiajé<h/Gi>a<h/Gj>p<h/Gi>p<h/Gj>) >0
hex(Gx)

i=1 j=1

donde agrupando los términos en la suma quedaria:
2
> (Z id(h/G;)6(h/G; )) >0
hex(Gx) \i=1

con lo que queda demostrada la proposicion. O

Esta similitud puede considerarse suficientemente ezpresiva como medida de simi-
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litud entre este tipo de grafos (consecuentemente entre particiones), ya que se tienen
en cuenta todos los caminos comunes entre los dos grafos a la hora de determinar si
estos son similares o no. Por otra parte, esta similitud se puede calcular de manera
eficiente (en O(n)) ya que desde el punto de vista computacional no es necesario
analizar todos los caminos de ambos grafos, pues todos los caminos con la misma

longitud que estan en la misma componente conexa tienen el mismo valor p(h/G)".

2.2.2. Similitud basada en conteo de subconjuntos

En esta seccion se presenta una nueva medida de similitud entre particiones, en la
cual no es necesaria la representacion auxiliar de las particiones a través de grafos. Al
igual que en la medida anterior, la similitud entre particiones se mide a partir del uso
de variables ocultas, las cuales son una via comin para definir una funcién nicleo para
datos estructurados tales como cadenas (strings), arboles y grafos [39, 60]. En este
caso, se utilizan los subconjuntos del conjunto de objetos X como variables ocultas
en las particiones.

Para cada subconjunto S C X, interesa medir cuan relevante es este para la
particion P. Intuitivamente, se dice que S es mas relevante si es més similar a un
grupo C de P. Por tanto, S C X es relevante para la particion P, si existe un grupo
C de P tal que la diferencia simétrica entre S'y C es pequena, i.e., |S\C|+ |C\95] es
pequeiio®.

Si § C (' para algin grupo C' € P, formalmente se define la relevancia basica de
S dado P como pug (S| P) = % Esta medida es facil de interpretar y satisface las
siguientes tres propiedades:

1. 0 < pup(S|C) <1, up(S|C) — 0 cuando S — Oy pp(S|C) — 1 cuando S — C.
En otras palabras, para una secuencia S; C --- C S5y C --- C (C se cumple que
pp(Si|C) < < pp(S|C) < - <1

2. Si S =S5,USy CC para algtin grupo C € Py S; NSy = (), entonces:

IS| [S1USs| |Si] 4+ [Se]
P = _ = — =
ms(SIP) = 151 = g c

= up(Si|P) + pup(S2|P)

"En la préxima seccién se presenta otra medida de similitud la cual también puede calcularse en
O(n). Para esta otra similitud se hace un anéalisis mas detallado de como se calcula y se presenta
el pseudo-codigo del algoritmo. Las ideas utilizadas en ese analisis permiten ver con mayor claridad
como es posible calcular en tiempo lineal la similitud presentada en esta seccién.

BIS\C| ={z|z€S y z&C}.
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3. 818, CC, S CC,|S1| =[5 para algin grupo C' € P, entonces:
1B(S1|P) = pp(S:|P).

La segunda propiedad dice que la relevancia de un conjunto S C C' puede ser
medida como la suma de la relevancia de subconjuntos disjuntos de S tal que cada
subconjunto esta contenido en el mismo grupo de P. Siguiendo este razonamiento, en
el caso que S no esta contenido en un grupo de P, se tiene que S = (SNCy)U---U
(SN Cy), donde cada C; es un grupo de P, Vi =1...d, y d es el namero de grupos
en P. Entonces, se estima la relevancia de un conjunto S respecto a la particiéon P

comao:

d 1SNy

d
ps(SIP) = pup(SNCi|P) = Zv
i=1 i=1 v

La relevancia bdsica no es la inica manera de medir la relevancia de un conjunto S.
En un problema particular, es posible que grandes subconjuntos sean més importantes
que los pequenos o viceversa, entonces la relevancia apropiada no debe ser lineal
respecto a la fraccion % De esta forma, se da la siguiente definicion con el objetivo

de generalizar este concepto:

Definicién 2.3. Sea X un conjunto de objetos. La funcion p : 2% x Px — R, es
una medida de relevancia de un subconjunto S C X, si se satisfacen las siquientes
condiciones:

i) VSCX [M(S|P) =D cep (SN C|P)}

it) YC € P [S; C Sy CC = pu(S1|P) < pu(Ss|P)]

iti) V51,52 € C [(|S1] = [S2]) = (u(Si|P) = p(Sa|P))]

iv) u(S|P) es una funcion acotada.

Esta medida puede ser definida mediante la composicién de cierta funcion f :
[0,1] = R, y la relevancia bdsica pg, donde f es una funcion que permite modificar

la linealidad de up respecto a %, y mantiene el cumplimiento de las propiedades

i) —iv).

Ahora, se introduce una medida de similitud entre particiones.

Definicién 2.4. Sea X un conjunto de objetos y sea Px el conjunto de todas las

posibles particiones de dicho conjunto. La funcion kg : Px x Px — Ry tal que:

ks(Pi Py) = 05165 u(S|P)u(S|P;)

SCX
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es una medida de similitud entre particiones, donde

f_{l,mﬂCePSgC
-

0, en otro caso

Proposicién 2.3. La funcion ks definida anteriormente es una funcion nicleo.

Demostracion. Para probar que kg es un nucleo, es suficiente probar que, para todo

subconjunto finito de Py, {Py, P, ..., P,} y para toda sucesion finita aq, e, ..., a4
de ntimeros reales”: o

Zzai%‘k’s(ﬂ, P;) >0

i=1 j=1

En este caso, la parte izquierda de la expresion puede ser reescrita como:

t

Z Z Qi (Z 5§i5§jM(S|B)M(S’Pj)>

i=1 j=1 SCX

-y (Zzaiajagwsﬁwsrmu(sw))

Scx \i=1 j=1

agrupando los términos en esta suma, se obtiene:

-y (Zaiagmsm)> >0

SCx \i=1
y la proposicion queda probada. O]

A primera vista, si se tiene dos particiones P y P, el calculo de esta similitud pa-
rece ser muy costoso computacionalmente, debido al calculo de la relevancia de todos
los posibles conjuntos de X para ambas particiones. Sin embargo, en la definicién 2.4,
se puede ver que los subconjuntos S tales que S C C} y S C C’f simultaneamente,
para algin C} € P, y C7 € P, son los tinicos que contribuyen a la similitud con un
valor mayor que cero. Si se considera L = {L1, Lo, ..., L,} el conjunto de todas las
posibles intersecciones de un grupo de P; con un grupo de P, entonces, solamente es
necesario analizar los elementos de L y sus subconjuntos. De la definicion 2.3 puede
verse que la funcion de relevancia p(S|P) solamente depende de la cardinalidad de

un subconjunto S y de la cardinalidad del grupo C' € P tal que S C C, por tanto,

9 Ademss, habria que probar que la funcién es simétrica, pero en este caso la simetria es facilmente
verificable a partir de la definicién de la funcién.
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usando la tercera propiedad definida anteriormente para funciones de relevancia, se
puede ver que todos los subconjuntos de L; € L con la misma cardinalidad tienen
el mismo valor de relevancia. Como hay (l‘g“) = m subconjuntos diferentes
con cardinalidad |S| en C, todos ellos tienen el mismo valor de relevancia, y pueden
ser calculados una sola vez. Por esta razon, solamente es necesario calcular n valores
diferentes de relevancia para calcular la similitud entre dos particiones con n objetos.
En Algoritmo 1 se encuentra el pseudo cédigo del algoritmo para calcular la similitud

entre dos particiones.

Algoritmo 1: Algoritmo para calcular la similitud entre dos particiones

Entrada: P, € Px, Py € Py
Salida: Valor de similitud entre Py y Py: I' = kg (P1, P»)
Inicializacién: I' =0

Calcular L = {Ly, Lo, ..., L,} el conjunto de todas las intersecciones de un
grupo de P; con un grupo de P.
forall L; = C; N C? € L do

for s =1 to s =|L;| do

_ |Li] s _s
I RN 1 |

A pesar de la existencia de dos ciclos anidados en este pseudo cédigo, el costo
computacional del algoritmo es O(n), ya que Y ., |L;| = |X|=n, esto es facil de
verificar teniendo en cuenta que L es también una particion'® del conjunto de objetos

X.

2.3. Funcion de consenso

El mecanismo de combinacién propuesto en esta seccion estd basado en el hecho de
que la funcion de similitud utilizada para definir el problema de la particion mediana
pesada (2.1) es una funcion niicleo k cualquiera. En la practica, pueden ser utilizadas
la similitud basada en representacion por grafos k¢ (Seccion 2.2.1), la similitud basada
en conteo de subconjuntos kg (Seccion 2.2.2), el indice de Rand kg (Anexo 4) u otra
funcion nucleo.

El resultado obtenido en la ecuacion (2.10) permite obtener una medida global de

qué tan cercana esta cualquier particion P de la solucion del problema (2.1). Esto

19De hecho, es el infimo (Py A Py) de las particiones Py y P, en el reticulo asociado a Px.
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permite, partiendo de una particién inicial, definir un proceso iterativo para apro-
ximarse a la soluciéon del problema, donde cada solucién parcial es mas cercana al
consenso, que la anterior. Este proceso se repite hasta que no se encuentre una solu-
cion mejor o se cumpla cualquier otro criterio de parada del algoritmo. Esto significa
que la busqueda concluye en un 6ptimo local el cual no tiene por qué ser el 6ptimo
global. Una variante para enfrentar el problema de una posible convergencia tempra-
na a un o6ptimo local de baja calidad, es permitir movimientos a estados peores de
manera controlada. Esta es la idea subyacente en la meta-heuristica recocido simulado

(simulated annealing) [61], donde estos movimientos a estados peores son controlados

por una funcion de probabilidad, la cual toma valores més pequenos a medida que

avanza la bisqueda haciendo menos frecuentes este tipo de movimientos.

Para aplicar el recocido simulado en un problema concreto es necesario definir un
conjunto de parametros. La energia y la temperatura son dos parametros importantes
en el recocido simulado. Estos términos deben su nombre al proceso de recocido en
metalurgia, a partir del cual estd inspirado esta meta-heuristica. La energia es una
medida de qué tan bueno es el estado analizado y el objetivo del proceso es encontrar
un estado con la menor cantidad de energia posible. La temperatura es un parametro
global, el cual controla los movimientos a estados con un aumento de energia. A lo
largo de este proceso, la temperatura debe ir decreciendo, haciendo mas dificil el

cambio a un estado con mayor valor de energia.

Ademaés, es necesario definir: el estado inicial, la funcion de costo (la funcion que
calcula la energia), la funcion de generacion de vecinos y la funcion de reduccion de

la temperatura.

En este caso, los estados del sistema son particiones, y la idea consiste en comenzar
con una particiéon inicial, y a través de un proceso iterativo, obtener particiones mas
cercanas al consenso. En el método propuesto, se puede definir como estado inicial

Py la particion en P con un valor minimo de distancia a 1. En otras palabras

. 2
Py = argmin 16 (P) =15

Esto significa que se comienza con la mejor particion en el conjunto de particiones
obtenidas en el paso de generacion. Por otra parte, se define la funcion de costo E

para cada estado P como:
E (P)=|lé (P) |5

La mejor manera de evaluar un estado (particion) es calculando la distancia de su
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imagen a la imagen de la particion de consenso tedrica'! 1.
Se dice que dos estados (particiones) P, y B, son vecinos, si se puede obtener P,
moviendo un objeto de P, de un grupo hacia otro'? y viceversa. Luego, se define la

vecindad de un estado (particion) P como
N(P) ={P € Px |P' es vecino de P}

En este caso, se usa un programa de reduccion de temperatura muy simple en el cual la
temperatura 7T decrece de la siguiente manera: 7,=£7;_1, donde 7; es la temperatura
del 7-ésimo estado del proceso y 8 < 1 es una constante. El pseudo codigo de este
algoritmo para enfrentar el problema de la pre-imagen y por tanto para hallar la
particion de consenso se presenta en el Algoritmo 2.

La complejidad computacional de esta funcion de consenso viene dada por la
complejidad del recocido simulado, el cual es utilizado como heuristica de solucion.
Este problema basicamente consiste en solucionar el problema (2.9) utilizando la
ecuacion (2.10).

Para resolver el problema (2.9) primeramente es necesario calcular los pesos no-
malizados w], para los cuales es necesario calcular (Zfil > wiw;k(P;, PJ)> el cual
es un valor constante y puede ser obtenido una sola vez en tiempo O(n - m?), ya que
es necesario aplicar O(m?) veces la medida de similitud k, la cual puede ser calculada
en O(n) (ver Seccion 2.2)'.

Posteriormente, en cada iteracion del algoritmo, se debe generar un nuevo estado
vecino. Esto significa, crear una nueva particion a partir del estado actual, la cual
difiera en solo una etiqueta de cluster para un objeto de la particion actual. Esto puede
ser hecho en O(1). Ademés, se tiene que calcular la energia del estado actual (calcular
la distancia de la particion actual P hasta la particion de consenso tedrica) mediante
la ecuacion (2.10). Esto implica hacer m aplicaciones de la medida de similitud, la
cual puede ser calculada en O(n). Por tanto, esta distancia puede ser calculada en
O(n - m). De esta manera, se puede decir que calcular cada iteracion del recocido
simulado es O(n - m) y como se puede asumir que m < n, este es inferior a n*.

El proceso de recocido simulado tiene como criterio de parada un maximo niimero

de iteraciones rMax, luego se puede estimar el costo computacional del proceso com-

pleto en O(n - m?) + O(n - m - rMazx). Asumiendo que se hacen m o mas iteraciones

1Por simplicidad, se denomina a v consenso tedrico.

120 creando un nuevo grupo unitario con este elemento.

I3LLas tres medidas de similitud entre particiones, para las cuales se prueba en este documento que
son funciones nucleos (kg, ks y kr), pueden ser calculadas en tiempo O(n).
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Algoritmo 2: Funcion de consenso utilizando Recocido Simulado

Notaciones: P —Estado actual.

e —Energia del estado actual.

Pt Proximo estado.

enezt —Emergia del proximo estado.

P —Mejor solucion actual.

ep —Energia de la mejor soluciéon actual.
r —Nuamero de iteraciones.

rMazxr —Maximo nimero de iteraciones.

eMaxr —Umbral de energia.

neighbor (P) —Devuelve un vecino de P

Entrada:

X -Conjunto de objetos.

P —Conjunto de particiones.

) -Conjunto de pesos asociados a las particiones.

Salida:
P -Particion de consenso obtenida.
. _ 2
Py = argminpep ’gb (P)—o(PY| ; //Se calcula el estado inicial.
H
- . 2
P=Py;e=E(P) = H¢ (P)— (P ; / /Inicializaciones.
R M
P=P;ep=ce;r=0;
while r < rMaz y e > eMax do
Prext = neighbor (P); //Seleccionar un vecino.
neat = I (Preat); //Calcular la energia.
if e,e0t < €p then
L P = Prst; €p = €nent; //Actualizar mejor solucion.
if exp (—%) > random then
| P = Prext; € = €neat; //Cambiar estado actual.
T= BT //Actualizar la temperatura.
r=r+ lj
| return P; //Se devuelve la mejor particion.

en este proceso, la complejidad final puede ser estimada en O(n-m - rMazx).

A pesar de que este algoritmo trata de encontrar el 6ptimo global de un problema
de optimizacién combinatorio exponencial, y que muchos algoritmos de combinacion
de agrupamientos no enfrentan directamente este problema; la complejidad compu-
tacional de este algoritmo es comparable con la de los algoritmos de combinaciéon de

agrupamientos mas eficientes, los cuales tienen una complejidad de O(n-m-d*), donde
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n es el nimero de objetos, m el nimero de particiones y d* el nimero de grupos en
la particién de consenso.

El conjunto de todas las particiones de X, Px es finito, por tanto se podria utilizar
un numero de iteraciones suficientemente grande con el cual se asegure la convergen-
cia al optimo global del problema (2.1). Por supuesto, debido a que incluso para
problemas donde X es pequeno la cardinalidad de Py es un nimero considerable-
mente grande'?, esto conllevaria a un algoritmo computacionalmente intratable. Sin
embargo, con un nimero razonablemente pequeno de iteraciones, es posible encontrar
en la practica resultados muy cercanos al consenso teérico. De hecho, en el método
propuesto se comienza el recocido simulado con la particion en P més cercana a 1, la
cual en muchas aplicaciones practicas podria ser incluso una solucion suficientemente

buena.

2.4. Resultados experimentales

Con el objetivo de mostrar como funciona el método propuesto en la practica, se
realizaron diversos experimentos con diferentes colecciones de datos. En estos experi-
mentos, se discute la utilidad de cada paso del algoritmo de combinacién de agrupa-
mientos y se comparan los resultados obtenidos contra los resultados de algoritmos
de agrupamiento asi como contra los resultados de otros algoritmos de combinacion
de agrupamientos.

Para la aplicacion del método propuesto, primeramente, es necesario seleccionar
los algoritmos de agrupamiento (y sus configuraciones de parametros) que se van a
usar para generar el conjunto de particiones. Posteriormente, con el objetivo de apli-
car el paso de Analisis de la Importancia de las Particiones, es necesario definir un
conjunto de Indices de Validacion de Propiedades (IVP). Ademaés debe ser identificada
la situaciéon mas apropiada para el problema en cuestion, es decir, Agrupamiento Sin
Informacion (ASI) o Agrupamiento Con Informacion (ACI) y aplicar su correspon-
diente mecanismo de asignacion de pesos (ecuacion (2.2) o (2.3)). Es importante tener
en cuenta que tanto los algoritmos de agrupamiento simples como los IVPs usan los
objetos originales del problema, por tanto, deben ser seleccionados cuidadosamente
teniendo en cuenta el tipo de datos del problema. Por ejemplo, en estos experimentos

solo seran usados datos numéricos, por tanto se usa el algoritmos de agrupamiento

4La cardinalidad de Px viene dada por el ndmero de Bell, el cual responde a la siguiente formula
recurrente B,11 =Y 1_g (Z) By,
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k-Means y la distancia Euclidiana como distancia d; en la definicion de los indices
(ver ecuacion (2.12)).

Después de la aplicacion del paso de Analisis de Relevancia de las Particiones, se
tiene un conjunto de particiones P y un conjunto de pesos 2. Con esta informacion
se aplica el paso de combinacion. En este tltimo paso no se utiliza el conjunto de
objetos originales. Luego, el método propuesto puede ser usado sin importar el tipo
de datos originales del problema.

Ademaés, en los experimentos presentados en este capitulo se utilizara la medida
de similitud entre particiones basada en conteo de subconjuntos kg (Seccion 2.2.2),
debido a que con esta se obtuvieron los mejores resultados experimentales.

En el paso de consenso, es necesario configurar algunos parametros especificos del
recocido simulado. En la Seccion 2.3, se explicd como definir los parametros genéricos
de esta meta-heuristica con el objetivo de adaptarla al problema de combinacion
de agrupamientos. Sin embargo, existen algunos parametros especificos que deben
ser configurados para un problema particular, tales como: temperatura inicial 7o,
constante de decrecimiento de temperatura [ y los criterios de parada del algoritmo,
por ejemplo, nimero maximo de iteraciones rMaz y un umbral de maxima energia
eMax. En los experimentos de este capitulo, se utiliza la siguiente configuracion
To = 100, 5 = 0.98, rMax = 10000 y eMaz = 0. Estos parametros fueron ajustados
empiricamente corriendo el algoritmo con diferentes configuraciones. Se utiliza un alto
valor de 8 para obtener un proceso de enfriamiento lento, debido a que se corre solo
una iteracion por cada valor de temperatura. Se hace eMax = 0 con el objetivo de
s6lo usar el maximo nimero de iteraciones rMax como criterio de parada. De esta
manera, el algoritmo se ejecuta hasta alcanzar el maximo niimero de iteraciones. El
algoritmo fue ejecutado en una PC Intel Core 2 Quad a 2.50 GHz. El tiempo de
ejecucion fue cercano a 1 minuto para los casos peores en las diferentes colecciones
de datos utilizadas (compuestas por 1000 o menos objetos).

En los experimentos, se nombrard al algoritmo propuesto por Combinacion de
Particiones Pesadas basado en Nicleos (Weighted Partition Consensus via Kernels)
(WPCK).

2.4.1. Descripcién de las colecciones de datos

En los experimentos, se utilizaron 6 colecciones de datos. Una de estas es una
coleccion de datos sintética compuesta por puntos en el plano bidimensional, la cual

es utilizada para mostrar el comportamiento del método de manera visual. Las otras
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Tabla 2.1: Descripcion de las colecciones de datos

‘ Nombre #0Objetos #Atributos #Clases Objetos por clases
Tonosphere 351 34 2 126-225
‘Wine 178 13 3 59-71-48
Cassini 1000 2 3 400-300-300
Iris 150 4 3 50-50-50
Breast Cancer 699 9 2 458-241
Optical Digits 100 64 10 10-11-11-11-12-5-8-12-9-11

5 colecciones de datos son de la UCI Machine Learning Repository (ver Tabla 2.1)

[36]. Para todas estas colecciones de datos se tiene disponible una estructuracion de
referencia (ground-truth) y los resultados son evaluados de acuerdo a su parecido con
la asignacion de etiquetas en la estructuracion de referencia. Como es conocido, en
muchos problemas de clasificacién no supervisada no se conoce la estructuracion de re-
ferencia (incluso esta no tiene que ser tinica) y la seleccion de un indice apropiado para
un problema en particular es una tarea compleja. Por tanto, para mostrar la efectivi-
dad del método propuesto, se utilizan estas colecciones de datos de referencia interna-
cional, en las cuales la estructuracion de referencia esta disponible. Los resultados son

evaluados a partir del indice Tasa de Error de Agrupamiento (Clustering Error Rate;

CER), el cual es obtenido para una particion P contando el ntimero de objetos mal
clasificados respecto a la estructuracion de referencia disponible para cada coleccion
de datos.

2.4.2. Indices de validaciéon de propiedades utilizadas en los

experimentos

Con el objetivo de aplicar el paso de Analisis de la Importancia de las Particiones
(Seccion 2.1) es necesario definir un conjunto de Indices de Validacién de Propiedades
(IVP). En estos experimentos, se usan cuatro indices de validacion sencillos [49],
donde cada uno mide el cumplimiento de una propiedad especifica. Dado un conjunto
de objetos X = {z1,...,x,}, una particion P = {C1,Cs,...,C;} y una distancia

dr: X x X — R, se define la Varianza de la particion de la siguiente manera:

) — 1
\/% Zciep ijeCi dr (-Tj, 77i)

VI (P (2.12)

donde 7; es el centroide del grupo C;. La varianza VZ es una manera de medir la

compacidad de los grupos en la particion.
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El segundo indice es la Conectividad que viene definido por:

1
CI(P)= = —
D it Zjil Vij
1 s C,: x;€Cy ynn(i,j) € Cy o
donde v; j = ¢ 7 ,y nn(i,j) es el j-ésimo ve-
0, en otro caso

cino més cercano del objeto z;. nc es el nimero de vecinos que contribuyen a la
medida de conectividad v; ;. En estos experimentos se usa nc = 5. Este indice evalta
el grado de conectividad de los grupos en una particién midiendo cuantos vecinos de

un objeto pertenecen al mismo grupo que el objeto.

El tercer indice usado en estos experimentos es el Ancho de la Silueta, definido a

partir de la siguiente expresion:
ST(P) =1 znjsz' (1)
e l

donde ST’ (z;) = mabx(;—laal) y a; denota la distancia promedio entre el objeto x; y el
resto de los objetos en su grupo, b; denota la distancia promedio entre x; y los objetos
en el grupo méas cercano. Este indice da una medida de la compacidad y separacion

de cada grupo dentro de la particion.

Ademas, se utiliza el Indice de Dunn:

DI (P) = min {min dist (Ci, Cy) }

CieP | CjeP maxe, ep diam (Ch)

donde diam(C}) es la maxima distancia intra-grupo en el grupo C, y dist (C;, C;)
es la minima distancia entre pares de objetos x, y x; tal que z, € C; y , € Cj.
Este indice es una medida de la proporcion entre la menor distancia inter-grupo y la
mayor distancia intra-grupo, por tanto es otra medida de la relaciéon entre compacidad

y separacion entre los grupos en la particion.

En estos cuatro indices, mayores valores denotan mayor cumplimiento con la pro-
piedad representada por cada indice. Por tanto, son consistentes con la definicion de
Indice de Validacién de Propiedades (IVP) dada en la Seccion 2.1.
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2.4.3. Experimentaciéon y andlisis

Para mostrar el comportamiento del método propuesto desde diferentes puntos
de vista, se realizan en esta seccion cuatro tipos de experimentos. En el primero,
se discute en detalle el funcionamiento del algoritmo sobre las colecciones de datos
Ionosphere y Wine, mostrando la importancia de cada uno de los pasos del mismo y
las diferencias existentes entre los dos tipos de mecanismos de asignaciéon de pesos. En
el segundo experimento, se presenta un anélisis visual del desempeno del algoritmo
utilizando la coleccion de datos Cassini. En el tercer experimento, el método propues-
to es comparado contra el desempeno promedio de los algoritmos de agrupamiento,
en particular, el algoritmo k-Means. Finalmente, en el cuarto experimento, se com-
para el algoritmo propuesto con otros algoritmos de combinacion de agrupamientos
reportados en la literatura. En todos los experimentos se utilizan los cuatro indices
(Varianza (VI), Conectividad (CZ), Ancho de la Silueta (SZ) y el Indice de Dunn
(DI)). También se muestra el valor dy, el cual para una particion P, representa la

proximidad al consenso teorico ¢ (calculada a través de la ecuacion 2.10).

Influencia del mecanismo de asignacién de pesos

En este experimento se usan 10 particiones de la coleccion de datos Ionosphere
para ilustrar la influencia del mecanismo de asignacion de pesos en el céalculo del
valor dy. Las 10 particiones se obtuvieron mediante la aplicacion del algoritmo de
agrupamiento k-Means con diferentes inicializaciones de los parametros y usando
subconjuntos aleatorios de atributos para representar los objetos en cada corrida del
algoritmo k-Means. En la Tabla 2.2, se muestran la aplicacion de los cuatro indices a
todas las particiones, los porcientos de CER para cada particion y los valores de dy,
para cuatro configuraciones diferentes.

En la primera configuracion, no son usados los pesos en la definicion de la funcion
de consenso, o dicho de otra manera, se le asigna el valor de peso 1 a cada particion
asumiendo que todas tienen la misma importancia para el proceso de combinacién. En
la segunda configuracion, los pesos se calculan asumiendo la situacion ASI, es decir,
no se tiene conocimiento acerca de los indices que se deben maximizar y los indices
son utilizados para descubrir informacion. La tercera configuracién es asumiendo la
situacion ACI, es decir, asumiendo que los cuatro indices definidos previamente son los
que se deben maximizar. Finalmente, la cuarta configuracion es también asumiendo
la situacion ACI pero solamente teniendo en cuenta Varianza (VZI) y el Indice de

Dunn (DZ). En la Tabla 2.2, la columna dy(7) se refiere a la i—ésima configuracion y
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Q(7) denota el peso asociado a esta configuracion. No se muestra (1) ya que este es

igual

a 1 para todas las particiones.

Tabla 2.2: Experimentos con 10 particiones de la coleccion de datos Ionosphere. Se
muestran los diferentes tipos de mecanismos de asignacion de pesos.

[P | VI CI S DI | CER(%) | dp(l) | Q2) dy(2) | QB) dy(3) | Q4) dy(4) |
Poo | 0,78 0,20 0,79 0,18 25,07 0,025 | 0,826 0,857 | 0,499 1,032 | 0,458 1,038
Por | 1 1 1 0,81 28,77 0,767 | 0,205 1,042 1 0,530 | 0,906 0,682
Pz | 0,99 0,99 1 0,81 29,05 0,760 | 0,212 1,037 | 0,097 0,544 | 0,905 0,668
Pos | 0,99 0,76 0,99 1 30,76 0,883 | 0,255 1,074 | 0,982 0,770 1 0,654
Pos | 0 0,09 0,20 0,09 45,01 0,925 | 0,273 1,084 | 0,075 1,193 0 1,216
Pys | 0,13 0,43 0,44 0,93 17,66 0,855 | 0,999 0,645 | 0,497 0,969 | 0,515 0,944
Py | 0,14 0,37 044 0,93 17,37 0,855 | 0,988 0,648 | 0,481 0,973 | 0,521 0,943
Pz | 0,02 0 0 0,1 29,62 0,925 0 1,196 0 1,222 | 0,012 1,211
Pos | 0,17 0,01 0,06 0 16,15 0,925 | 0,119 1,147 | 0,034 1,208 | 0,039 1,201
Py | 0,84 0,27 084 0,72 27,92 0,925 1 0,786 | 0,697 0,057 | 0,779 0,913

Analizando la Tabla 2.2, se observa que:

La manera de calcular los pesos afecta el resultado final. Cada configuracion
produjo como resultado una particion diferente con menor valor de dy asocia-
do. Por lo tanto, es muy importante la identificacion de la situaciéon correcta,
agrupamiento sin informacion (ASI) o con informacion (ACI) y la seleccion del

conjunto de indices.

Comparando las configuraciones 1 y 2, se puede constatar que debido al calculo
de los pesos, la particion con un valor menor de d, fue una particion mas
cercana a la estructuracion de referencia (con un menor valor CER). El analisis
hecho con los indices y los pesos asignados a las particiones permite definir una

particion de consenso tedrica més cercana a la estructuracion de referencia.

Analizando la configuracion 3, nos damos cuenta de que cuando se asignan los
pesos maximizando los valores de los indices (situacion ACI) la particién con
menor dy no es la mas cercana a la estructuracion de referencia. Esto corro-
bora que a diferencia de como puede pensarse, la particibon mas compacta y
separada no es siempre la solucion mas apropiada para todo problema. En oca-
siones, la mejor particion para un problema de agrupamiento, es aquella que
satisface estas y otras propiedades con cierto grado de cumplimiento. Descubrir
estas propiedades y su grado de cumplimiento 6ptimo es precisamente lo que se

persigue con el proceso de asignacion de pesos.

Observando la configuracion 4, se puede ver que cuando se usa un subconjunto

de indices la particiéon con menor d, cambia a la particion que maximizé los
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valores de los indices analizados. De esta manera, en un problema de ACI, se
pueden cambiar los indices en el proceso de asignacion de peso para mover el

consenso en la direccion de los resultados esperados.

En los siguientes experimentos, se usa el mecanismo de asignacion de peso de la
situacion ASI (ecuacion (2.2)) debido a que realmente no se conocen las propieda-
des que se deben maximizar para acercarse a la estructuracion de referencia en las

colecciones de datos utilizadas.

Tabla 2.3: Veinte particiones de la coleccion de datos Wine y la particion de consenso
P*. Se muestran los resultados de la aplicacion de los indices, los pesos asociados
a cada particion, el porciento de CER y la posicion segtn el valor de dy, de cada
particion.

P [ VI CZ SI DI | Q | CER (%) d, |
Poo 0,39 0,53 042 0,16 | 0,97 2,80 6th
Por 0,34 057 0,47 0,16 | 0,95 5,16 2nd
Po2 0,36 0,556 0,46 0,14 | 0,95 3,37 3rd
Po3 0,42 061 0,44 0,08 | 0,97 5,02 T1th
Pos 0,38 060 0,38 0,16 | 0,99 7,86 12th
Pos 0,77 0,78 0,27 0 0,68 15,73 17th
Pos 0,37 0,60 042 0,17 1 10,11 15th
Por 0,40 0,67 0,38 0,04 | 0,92 13,48 16th
Pos 0,85 1 0,12 0,0l | 0,49 30,39 18th
Poo 0,38 055 045 0,19 | 0,95 3,37 9th
P1o 0,37 0,55 0,43 0,16 | 0,97 3,93 1st
P 0,34 054 0,48 0,16 | 0,93 4,49 4th
Pra 0,38 0059 043 0,10 | 0,97 6,74 8th
Pr3 0 0 1 1 0 29,77 20th
Py 1 0,98 0 0,06 | 0,41 38,76 19th
Prs 035 053 045 0,16 | 0,94 6,74 10th
Prg 0,37 053 043 0,16 | 0,96 2,80 5th
Pr7 0,47 063 040 0,08 | 0,97 1,49 13th
Prg 0,36 058 044 0,16 | 0,97 6,17 7th
Pro 0,52 066 0,38 0,08 | 0,93 6,17 T4th
Prom. | 0,44 0,60 0,45 0,16 | 0,84 10,39 -
P+ 0,39 0,55 0,44 0,16 | - 3,88 -

En los experimentos cuyos resultados se muestran en la Tabla 2.3, se us6 la co-
leccion de datos Wine y se crearon 20 particiones de los datos (Pog, Po1,- - -, Plo)
mediante la aplicacion del algoritmo k-Means con diferentes parametros. En dicha
tabla se presentan los valores de cada indice, los pesos asignados, el valor CER y la
posicion de cada particion organizada por su valor de dy. Ademas, se muestra el com-
portamiento promedio de todas las particiones y la particion de consenso obtenida
P*. Todos los valores de los indices y pesos fueron normalizados en el intervalo [0, 1]
para resaltar las diferencias entre particiones.

Al analizar estos experimentos se puede observar que:
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Resultado de la aplicacién de los indices
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Figura 2.1: Arriba: Curvas de los indices evaluados en todas las particiones. Abajo:
Los pesos asociados a cada particion.

= La particién de consenso tiene un valor CER mas pequeno que el valor CER

promedio entre todas las particiones.

= Sin embargo, la particiéon de consenso obtenida P* no tiene el menor valor CER.
Esto es esperado debido a que el algoritmo de combinaciéon de agrupamientos
no cuenta con la informaciéon de la estructuracion de referencia. Ordenando las
particiones por su valor CER, la particion de consenso toma el cuarto lugar de
21, con un valor muy cercano al menor valor de CER, lo cual hace a la particion

de consenso una eleccidén adecuada.

= La particion de consenso tiene un comportamiento muy similar al comporta-

miento promedio de las particiones para cada indice.

» La particion mas cercana al consenso tedrico (Pjy en este caso) no es la que
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tiene un mayor peso asociado, sin embargo si tiene un alto valor de peso.

= Se asigna un peso pequeno a particiones bien diferentes al resto como son P,
P13y Py (que a su vez tienen un alto valor de CER). Esto ocurre debido a que
estas particiones son las que presentan un comportamiento mas irregular con
respecto al valor promedio para todos los indices. En la Figura 2.1, se puede
observar que picos pronunciados en las curvas de los indices implican valores
pequenos de peso y que particiones con valores de indices cercanos al promedio

tienen un alto peso asociado.

» Las particiones FPs, Pi3 y P4, las cuales tienen un alto valor de CER, son las
mas alejadas al consenso tedrico, es decir, estas particiones estan en las tltimas

tres posiciones respecto al valor dy.

Analisis visual

En este experimento se utiliza la colecciéon de datos Cassini. Esta consiste en 3
estructuras: dos externas con forma de banana y una con forma de circulo en el centro
(ver Figura 2.2). Utilizando el algoritmo k-Means, se generaron 5 particiones de los
datos (P, P1, Pa, P3, Py) (ver Tabla 2.4). Esta coleccion de datos esta constituida por
puntos en el plano, donde cada objeto viene representado por dos caracteristicas: la
coordenada x y la y. Las primeras 4 particiones se obtuvieron teniendo en cuenta
solamente la informacion de la coordenada y, y la ultima fue generada utilizando
la informaciéon de ambas coordenadas. La idea de utilizar solamente la coordenada
y se debe a que utilizando esta coordenada, los objetos son facilmente separables
segun la estructura de la particion de referencia (ver Fig. 2.2). Sin embargo, usando
ambas coordenadas, la forma de banana de las dos clases externas son bien dificiles

de obtener utilizando el algoritmo k-Means.

Tabla 2.4: Experimentos con la coleccion de datos Cassini

|P | Q | CER CER (%) | dy |
Po [ 0,98 ] 16 1,6 0,27
P | 097 5 0,5 0,46
P, [ 08 | 24 2,4 0,57
Ps 1 17 1,7 0,28
Py 0 343 34,3 1
pP* - 14 1,4 0,19

En este experimento, como en el anterior, la particion mas cercana al consenso

teorico () no es la que tiene un menor valor de CER, sin embargo tiene un valor de
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Figura 2.2: Estructuracion de referencia de la coleccion de datos Cassini y 5 particiones
obtenidas utilizando el algoritmo k-Means. Las primeras cuatro (P, - P3) se obtuvieron
utilizando solamente la coordenada y de cada punto y la ultima (P;) utilizando ambas
coordenadas, x y .

p*

0.0
I
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-15

Figura 2.3: La particion de consenso obtenida.

CER muy pequeno en comparacion con la peor particion (Py). Ademaés, la particion
maés diferente al resto tiene el menor peso asociado y es la que més lejos se encuentra
del consenso teodrico. La particion de consenso obtenida P* (ver Figura 2.3) es la més
cercana al consenso tedrico y solo se diferencia de la estructuracion de referencia en

14 puntos de los 1000 que componen la coleccion de datos.
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Comparacién con algoritmos de agrupamiento simples

En esta seccion, se compara el algoritmo propuesto (WPCK) con el desempeno
promedio del algoritmo de agrupamiento simple k-Means utilizando las colecciones de
datos Ionosphere e Iris (ver Tabla 2.5). Los experimentos fueron realizados usando di-
ferentes nimeros de particiones (m) para la combinacion. Las columnas k-Means(min)
y k-Means(maz) muestran el menor y mayor valor de CER entre todas las particiones.
Los resultados del método propuesto fueron superiores al desempeno promedio del al-
goritmo k-Means, presentado en la columna k-Means(prom), para todos los casos (ver
Tabla 2.5). Por otra parte, son cercanos a los resultados del k-Means con menor valor

de CER y lejanos de los resultados de k-Means con mayores valores de CER.

Tabla 2.5: Porciento (%) de CER del algoritmo k-Means y del algoritmo de combi-
nacion de agrupamientos propuesto (WPCK).
Coleccioén de datos | m | k-Means(prom) k-Means(min) k-Means(max) | WPCK |

Ionosphere 10 28,5 17,3 45,1 17,6
Tonosphere 20 26,3 16,2 45,1 16,5
Tris 10 22,3 9,3 49,3 11,3
Iris 20 18,6 4,0 49,3 7,3
Iris 30 15,1 4,0 49,3 5,3

Comparacién con otros métodos de combinacién de agrupamientos

En este tltimo experimento, el método propuesto se compara contra otros algo-
ritmos de combinaciéon de agrupamientos. Primeramente, en la Tabla 2.6 se muestra
una comparacion del método propuesto contra métodos basados en particionamiento
de (hiper)grafos CSPA, HGPA, MCLA |99| y Teoria de la Informacion QMI [101]
sobre la coleccion de datos Iris, usando diferentes ntmeros de particiones m en la

combinacion.

Tabla 2.6: CER (%) para la coleccion de datos Iris
[m | CSPA_HGPA _MCLA _QMI | WPCK |

5 11,2 41,4 10,9 14,7 11,3
10 | 11,3 38,2 10,9 10,8 11,3
20 9,8 39,1 10,9 10,9 7,3
30 7.9 13,4 11,3 10,9 5,3
40 7,7 41,9 11,1 12,4 5,3

Finalmente, en la Tabla 2.7 se muestra la comparacion del método propuesto con-
tra el método basado en co-asociacion EA [37] y los métodos basados en (hiper)grafos

usando las colecciones de datos Breast Cancer y Optical Digits. EA-SL se refiere al
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Tabla 2.7: CER( %) para las coleccions de datos Breast Cancer y Optical Digits
‘ Coleccién de datos ‘ EA-SLL EA-AL CSPA HPGA MCLA ‘ WPCK ‘

Breast Cancer 4,0 4,0 17,3 49,9 3,8 3,6
Optical Digits 56,6 23,2 18,1 40,7 18,5 22,1

método EA utilizando el algoritmo Single-Link para obtener la particion de consenso
y el EA-AL usa el algoritmo Average-Link.

Los resultados obtenidos muestran que el método propuesto es otra alternativa
para enfrentar problemas de clasificacion no supervisada y que pueden obtenerse

resultados mejores a los obtenidos por otros métodos.



Capitulo 3

COMBINACION DE
AGRUPAMIENTOS
HETEROGENEOS

En este capitulo, se muestra como el uso de los objetos originales del problema
pueden mejorar la calidad del proceso de combinaciéon. Sin embargo, el uso del con-
junto original de objetos después del proceso de generacion de particiones no siempre
es una tarea facil. Por ejemplo, en el paso de generacion pueden utilizarse diferentes
representaciones de los objetos o la misma representacién pero diferentes medidas
de (di)similitud entre objetos en el momento de generar las particiones. Por tanto,
si se desea utilizar los objetos originales después del paso de generacion, se deben
responder las siguientes interrogantes: ;Qué representacion de los objetos debe ser
utilizada? ;Qué medida de (di)similitud debe ser empleada?

Una posible respuesta a estas interrogantes se puede encontrar a partir de la defi-
niciéon de un procedimiento en el cual inmediatamente después del paso de generacion
se resuma la informacion en el conjunto de particiones a combinar. Una idea similar
se encuentra en los métodos basados en co-asociacion |37] (ver Seccion 1.2.3). Estos
métodos tratan de unificar la informacion de las particiones a combinar en la matriz
de co-asociacion, la cual es vista como una nueva matriz de similitud entre objetos. En
este sentido, la matriz de co-asociacion parece ser la herramienta ideal para acumular
toda la informacion en el conjunto de particiones a combinar. Sin embargo, como se
verda en mas detalle en la Seccion 3.1, existe informacion valiosa que no puede ser
extraida por la matriz de co-asociacion.

Por tanto, se propone en la Seccion 3.1 la matriz de asociacion pesada, la cual es

63
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mas expresiva como medida de similitud. Esta nueva matriz de similitud es el punto de
partida de los dos métodos de combinacion de agrupamientos que se proponen en este
capitulo. En la Seccion 3.2 se presenta un método de combinacion de agrupamientos
basado en la idea de acumulaciéon de evidencia utilizando la matriz de asociacion
pesada. En la Seccion 3.3 se utiliza la matriz de asociacion pesada para obtener una
nueva representacion de los objetos originales, la cual se puede utilizar en el proceso
de combinacién sin importar el mecanismo de generaciéon que haya sido aplicado.
Ademas, se presenta un nuevo algoritmo de combinacion de agrupamientos, que es
una generalizacion del algoritmo presentado en el capitulo anterior. Finalmente, se

presentan y discuten en la Seccion 3.4 algunos resultados experimentales.

3.1. Matriz de asociaciéon pesada

La matriz de co-asociacion C'A se definié en [37] como una nueva medida de simi-
litud entre objetos basada en la informacion del conjunto de particiones a combinar.

Cada celda de esta matriz tiene el siguiente valor:

m

CAi, ) = Z(Sij(Pt>7 donde  ,(P) — { 1, IC e P (x;e CAhz;€0)

P 0, en otro caso

(3.1)

De esta forma, el valor en cada posicion (i,7) de la matriz es una medida de

cuéantas veces los objetos z; y z; estdn en el mismo grupo para todas las particiones
en P.

Siguiendo una idea similar se introduce la matriz de p-asociacion PA [120] como

una extension de la matriz de co-asociacion antes presentada. Esta matriz se define

como:
m L, 1=

PA(i, j) = Z%J'(Pt>’ donde 7;;(P) = ﬁm’ I3C € P (z; € C Az €C)
= 0, en otro caso

(3.2)

En esta nueva matriz los valores tienen una naturaleza continua en vez de binaria

como en la matriz de co-asociacion. Ademas, se tiene en cuenta para su definicion, el

tamano de los grupos y la dimension f de la tupla de caracteristicas que representa
a cada objeto.

Sin embargo, atin existe informacion valiosa en el conjunto de particiones que no se
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tiene en cuenta en ninguna de las matrices definidas anteriormente. Por este motivo,
se define la matriz de asociacion pesada, la cual como se mostrard posteriormente,
extrae mas informacion del conjunto de particiones P con el objetivo de obtener una
mejor matriz de similitud entre objetos. Primeramente, se afirma en este trabajo que
el hecho de que dos objetos pertenezcan al mismo grupo en una particion no brinda
la misma informacién para todas las particiones. Por este motivo se definira el valor
de asoctacion entre dos objetos x; y x; que pertenecen a un mismo grupo en cierta
particion P € Pyx. Para calcular este valor de asociacion, se tendran en cuenta tres
factores: el nimero de elementos en el grupo al cual x; y z; pertenecen, el niimero
de grupos en la particion analizada y el valor de (di)similitud entre estos dos objetos
usando la misma medida que se utilizd para generar la particion P.

Ahora se muestra un ejemplo ilustrativo:

Ejemplo 3.1. Sea {z1,...,x10} un conjunto de diez objetos y Py, P, P3, Py cuatro
particiones de estos objetos (ver Figura 3.1). En el primer caso (a), se puede decir
que el hecho de que xy y xo pertenezcan al mismo grupo brinda mds informacion en
el caso de la particion P, que en P». Esto es debido a que en Py los datos estdn mds
segmentados, es decir, existe un mayor numero de grupos, por lo tanto se puede asumir
que el algoritmo de agrupamiento utilizado para obtener P, fue mds discriminativo.
Sin embargo, a pesar de esto, ambos objetos se mantuvieron juntos en el mismo grupo.
En el sequndo caso (b), se puede decir que el hecho de que x1 y xo estén agrupados
juntos contribuye con mds informacion en el caso de la particion Py. El nimero de
elementos en el grupo al que ambos objetos pertenecen es mas pequeno en Py que en Pj.
Por tanto, en este caso, el algoritmo aplicado para obtener Py fue mds discriminativo
en una vecindad de este par de objetos. Aun asi, ambos permanecieron juntos en el

mismo grupo.

Del Ejemplo 3.1, se puede decir intuitivamente que dos objetos x; y z;, clasificados
en el mismo grupo C' para cierta particion P, la cual se obtiene utilizando una medida
de similitud I'p, tienen un alto walor de asociacion si se satisfacen las siguientes

condiciones:
1. |C] es pequenio(|C| es el niimero de elementos en el grupo C)
2. |P| es grande (| P| es el numero de grupos en P)

3. I'p(x;, ;) es grande.
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Py
X1 X2 Xs X7 Xg X1 X3
X3 Xq X6 Xs X10 X3 Xg
ol cl cl

c c? cz

P

X5 Xg X7

Xg X9 Xip

(a)

P3 Py
X1 Xz X3 X1 X3 Xs X7 Xg
X Xg X9 X10
Xg X5 Xg X2 Xq Xe Xa X10
[ c3 [or c: 3 c3 c3 [0 c#

7
ci H

(b)

Figura 3.1: Las cuatro particiones de diez objetos en el Ejemplo 3.1

Si la particion P se obtuvo utilizando una medida de disimilitud dp, se puede facilmen-
te obtener una medida de similitud equivalente utilizando el inverso o el opuesto de
esta medida. Por tanto, a partir de ahora se asume que el algoritmo de agrupamiento

utilizado para obtener cada particion utilizd6 una medida de similitud I'p.

Siguiendo la idea anterior, se define la matriz de asociacion pesada WA como:

WA(Z,]) = Z)\ij(Pt), donde /\Z](P) =

t=1

m %'Fp(xi,l'j), HCGP($iECij€C)
0, en otro caso

(3.3)

Otro ejemplo para mostrar el beneficio de la matriz W A es el siguiente:

Ejemplo 3.2. Como se vio en la Definicion 1.1, se puede definir la relacion de
orden parcial “anidado en” denotada por =X sobre el conjunto de particiones Px. Los

algoritmos de agrupamiento jerdrquicos, como el Single-Link o Average-Link, producen

jerarquias de particiones anidadas donde, si P < P’ con P # P’, significa que el
criterio utilizado para obtener P fue mds discriminativo que el usado para obtener
P', es decir, P se encuentra en un nivel mds bajo en la jerarquia que P'. De esta
forma, el hecho de que un par de objetos x;, x; pertenezca a un mismo grupo C en P
brinda mds informacion acerca del parecido de estos objetos que el hecho de que estos
pertenezcan a un mismo grupo C' en P'. Usando las matrices de co-asociacion (3.1)
0 p-asociacion (3.2), no puede extraerse esta informacion. Sin embargo, utilizando la
matriz de asociacion pesada (3.3) se le da mds valor a la particion P ya que si P < P’
esto implica que |P| > |P’'| y |C| < |C'|. Entonces % Ip(z, ;) > % Lpi(, )
ya que en este caso I'p = T'pr.



3.2. METODO DE ACUMULACION DE EVIDENCIA PESADA 67

3.2. Meétodo de acumulaciéon de evidencia pesada

En los métodos de Acumulacion de Evidencia |37] y Acumulacion de Probabilidad
[120], el primer paso es el célculo de la matriz de co-asociacion o de p-asociacion res-
pectivamente. Posteriormente, la particion de consenso se obtiene mediante la apli-
cacién de un algoritmo de agrupamiento jerdrquico aglomerativo. La particion de

consenso se obtiene utilizando el criterio de mayor tiempo de vida (highest lifetime)

para cortar la jerarquia de particiones producida por el algoritmo jerarquico a un

nivel determinado. El highest lifetime [37] es una simple pero efectiva heuristica para

determinar un nivel representativo en una jerarquia. El ¢-lifetime se define como el
rango de valores con los cuales se puede cortar el dendrograma y obtener ¢ grupos.
Después de calcular el valor de lifetime para cada nivel en la jerarquia, se selecciona
el que tiene un mayor valor!.

Una primera aplicacion de la matriz de asociacion pesada WA propuesta en
este capitulo es seguir con esta misma filosofia de los métodos basados en co-
asociacion. Para esto se define el algoritmo Acumulacion de Evidencia Pesada

(Weighted Evidence Accumulation; WEA), que consiste en: como primer paso, calcu-

lar la matriz W A y posteriormente aplicar un algoritmo de agrupamiento jerarquico

seleccionando la particion de consenso utilizando el criterio highest lifetime.

3.3. Generalizacion del método de combinacién de

agrupamientos basado en funciones niicleo

En el capitulo anterior se present6 el algoritmo de combinacion de agrupamientos
WPCK, que es un claro ejemplo de como el uso de los datos originales del problema
puede mejorar la calidad del proceso de combinacién. Este método incorpora el paso
Analisis de la Importancia de las Particiones (AIP) a la metodologia usual de los
métodos de combinacion de agrupamientos, donde el uso de los objetos originales es
crucial para la asignacién de un peso a cada particion que representa su importancia
para el proceso de combinacion. Estos pesos asociados a cada particion permiten la
realizacion de un mejor proceso de combinaciéon de las particiones debido a que las
particiones mas relevantes son las que desempenan el rol fundamental en este proceso.

Sin embargo, el uso de los objetos originales después de la generaciéon podria llevarnos

'En el Capitulo 4.1 se presenta un estudio més completo de los algoritmos existentes para la
seleccién de un nivel representativo en una jerarquia de particiones.
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a las siguientes situaciones:

= En el proceso de generacion pueden ser usadas diferentes representaciones de los
datos y diferentes medidas de (di)similitud entre objetos. ;Cuéal de estas debe

ser seleccionada en el paso AIP?

» Para cualquier operacion que se haga sobre los datos originales, la naturaleza de
estos debe ser tenida en cuenta, por ejemplo, no debe ser aplicada una distancia

Euclidiana sobre datos mezclados?.

La busqueda de una respuesta directa a estas interrogantes conllevaria a un proce-
so casuistico y muy dependiente de las particularidades de los datos del problema
en cuestion. Ademas, la naturaleza no supervisada del proceso de combinacion de
agrupamientos dificulta la seleccion de una representacion o medida de (di)similitud
mas apropiada para un problema practico. En esta seccion, se presenta una solucion
a estas preguntas, la cual a pesar del comportamiento no supervisado de la com-
binacion de agrupamientos, es apropiada y puede ser aplicada de la misma manera
independientemente de las caracteristicas particulares de un problema en cuestion.

La idea consiste en introducir un nuevo paso llamado Unificacion de Informacion
inmediatamente después de la generacion de las particiones. Este paso tiene como
objetivo unificar en una nueva representacion de los datos las diferentes representa-
ciones iniciales de los datos y las medidas de (di)similitud que fueron utilizadas en el
paso de generacion. En este sentido la matriz de asociacion pesada es una herramienta
excelente para resumir la informacion del conjunto de particiones, por tanto esta va
a ser un punto de partida para la obtenciéon de la nueva representacion unificada de
los datos.

Una vez que se tiene la matriz W A, se puede construir a partir de esta un espacio
de similitud basados en las ideas de la representacion por (di)similitudes para el reco-
nocimiento de patrones [83]. Originalmente, cada objeto z € X es representado por
una tupla en cierto espacio de caracteristicas f—dimensional G/. Entonces, con el ob-
jetivo de obtener el nuevo espacio de similitudes, se define una funcion 6(-, X) : G/ —
R™, tal que para cada objeto x, 0(z, X) = (W A(x, 1), WA(x,x3),..., WA(x,x,)).

De esta manera, se obtiene una nueva representaciéon de los datos que resu-
me la informacion acerca de las diferentes representaciones y medidas de proxi-
midad utilizadas en el proceso de generacion. Ademads, esta nueva representacion

como un vector de R™ permite el uso de herramientas mateméticas desarrolladas

2Datos compuestos por atributos numeéricos y no numeéricos
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para espacios vectoriales las cuales no tienen por qué estar disponibles para las
representaciones originales de los datos, por ejemplo, en caso de usar datos mez-
clados. Se denomina Combinacién de Particiones Heterogéneas basada en Nucleos

Heterogeneous Partition Consensus via Kernels (HPCK) al método que extiende el

algoritmo WPCK mediante la introduccion del paso Unificacion de Informacion. El
principal inconveniente de utilizar el paso Unificacion de Informacion es que en es-
te se calcula la similitud entre todos los pares de objetos a partir del computo de
la matriz de asociacion pesada, por tanto este paso tiene un costo computacional
O(n?). De esta forma, los métodos presentados en este capitulo WEA y HPCK no

son apropiados en problemas con grandes volimenes de datos.

3.4. Resultados experimentales

Para probar de manera experimental el método propuesto se utilizan siete colec-
ciones de datos con diferentes tipos de datos (ver Tabla 4.1). Seis de estas son de la

UCI Machine Learning Repository [36] y la otra es una coleccion de datos sintética

compuesta por puntos en el plano, la cual es utilizada para probar la capacidad de
los algoritmos propuestos en la determinacién de estructuras complejas en los da-
tos. Para todas estas colecciones de datos la estructuracion de referencia de los datos
(ground-truth) esta disponible. Por lo tanto, al igual que en el capitulo anterior, en los
experimentos se comparan los resultados obtenidos con la estructuracion de referencia
de cada coleccion de datos. Se utiliza el indice CER para evaluar el resultado de los
algoritmos, que como se vio en el capitulo anterior, evaltia la particion resultado con-
tando cuantos objetos son mal clasificados respecto a la estructuracion de referencia.

Ademas, se utilizan los indices F, Pureza, Rand e Informacién Mutua Normalizada
(NMI) [3].

Tabla 3.1: Informacion de las colecciones de datos

| Nombre Tipo Objetos Atributos Clases Obj-por-clases |

Iris Numeérico 150 4 3 50-50-50 saePen
Wine Numérico 178 13 3 59-71-48 et A
Hall-Rings _ Numérico 200 2 2 100-100 E AN 1A
Z0o0o Mezclado 101 18 7 41-20-5-13-4-8-10 58 gég @go
Auto Mezclado 205 26 6 3-22-67-54-32-27 2® fage ot
Soybeans  Categorico a7 21 4 10-10-10-17
Votes Categorico 435 16 2 267-168 Half-Rings

En estos experimentos, las particiones a combinar se obtienen mediante la

aplicacion del algoritmo k-Means m veces con un numero aleatorio de grupos
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(parametro k del algoritmo) en el rango de 2 a 10. Ademads, se hizo una se-
leccion aleatoria de un conjunto de atributos de los objetos en cada corri-
da del algoritmo. Finalmente, se emple6 una de las siguientes tres medidas
de disimilitud entre pares de objetos x; y x; en cada corrida del k-Means.

(a) b (CCum)? (b)) T ICCy (M) () maxioa. [CCy(h)

donde CC es un criterio de comparacion que depende del tipo de datos de cada atributo

en la representacion de los objetos. Este se define de la siguiente manera:

Tih—T . . L.
—th ik si h es un atributo numérico;
max

0, xin = xjn;

) , si h es un atributo no numérico.

CCij(h) =
{ , €en otro caso.

donde z;;, denota el valor del h-ésimo atributo del objeto x; y M. €s la maxima
diferencia entre dos valores del h-ésimo atributo entre todos los objetos. Estos criterios
de comparacion son definidos con el objetivo de extraer el significado de la diferencia
entre dos valores de atributos en cada dominio de definicion particular de los atributos.
Esto es una manera de mapear estas diferencias en el intervalo [0, 1], con el objetivo
de darle sentido al hecho de sumar estos valores. Las disimilitudes también fueron
seleccionadas de manera aleatoria, tratando de obtener un conjunto de particiones

bien heterogéneos.

3.4.1. Configuracién de los algoritmos

En este capitulo se introdujeron dos algoritmos de combinacion de agrupamientos
WEA (Seccion 3.2) y HPCK (Seccion 3.3). Estos tienen en comiin el uso de la matriz
de asociacion pesada (3.3). En los experimentos se utiliza una version normalizada
del valor de asociacion \;; (ver ecuacion (3.3)) con el objetivo de asegurar que cada

componente de la matriz W A tenga la misma relevancia. Se usa

IC1/|Cmaz] g

o P el Lotz - 30 € P (2, € C Ay € C)
’ 0, en otro caso

donde |P,,.:| denota la cardinalidad de la particion con mas grupos en P, |C, a0,
denota la cardinalidad del grupo con mas elementos entre todas las particiones y
['"2%* el maximo valor de similitud entre pares de objetos en X.

En el algoritmo WEA se utilizaron los siguientes algoritmos de agrupamiento
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jerarquico: Single-Link, Complete-Link y Average-Link. Se denota WEA-S, WEA-

C, WEA-A cada uno de estos casos. Ademas, se utilizaron estos mismos algoritmos

jerarquicos en los métodos EA [37] y PA [120], utilizando una notacion anéloga.

En el algoritmo HPCK, en el paso de Analisis de la Importancia de las Particiones
(AIP), se usaron cuatro indices de validacién: Varianza, Conectividad, Ancho de la
Silueta e indice de Dunn [49], (la definicion de cada uno de ellos puede encontrarse
en la Seccion 2.4.2). Estos constituyen diferentes formas de medir compacidad, sepa-
racion y conectividad entre grupos. A pesar de que estos fueron definidos para datos
numeéricos, pueden ser utilizados en el paso paso AIP del método HPCK sin importar
el tipo de datos originales del problema (e.g., datos categoricos o mezclados). Es-
to se debe a que en el algoritmo HPCK estos indices son aplicados sobre la nueva

representacion de los datos obtenida en el paso Unificacion de Informacion.

3.4.2. Experimentacién y andlisis

Se usan las tres primeras colecciones de datos para probar el algoritmo WEA. En
la Tabla 3.2 se calcula el CER de los algoritmos EA, PA y WEA sobre las colecciones

de datos Iris, Wine, Breast-Cancer y Half-Ring. También se presenta el promedio de

CER para cada algoritmo en todas las colecciones de datos. El CER no es siempre
una medida precisa, ya que esta impone una penalizacion muy fuerte si la particion
obtenida no tiene el mismo nimero de grupos que la estructuraciéon de referencia
(ground-truth). Por lo tanto, en la Tabla 3.3 se presenta la evaluacion con otros indi-
ces de validacion de los resultados obtenidos para la colecciéon de datos Iris en el caso
de m = 50 particiones. Con este experimento, se muestra la calidad del algoritmo
propuesto, en comparaciéon con algoritmos de agrupamiento simples asi como otros
algoritmos de combinacion de agrupamientos. De esta manera se ratifica experimen-
talmente, la capacidad de la matriz de asociaciéon pesada para extraer informacion

valiosa del conjunto de particiones.

Tabla 3.2: Porciento de CER de diferentes algoritmos en diferentes colecciones de

datos

B.D. | m | Prom | EA-S EA-C EA-A | PAS PA-C PA-A | WEA-S WEA-C WEA-A |
Tris 25 | 44,0 33,3 10,0 54,6 29,3 10,0 29,3 33,3 38,6 18,0
Tris 50 | 42,2 33,3 28,0 33,3 33,3 21,3 18,0 33,3 12,6 4,6
Wine 25 | 25,5 28,6 7,30 12,9 28,6 7,30 12,9 28,6 3,37 12,0
Wine 50 | 22,7 28,6 3,37 12,9 28,6 3,37 12,9 28,6 3,37 7,30
H-Rings | 25 | 43,0 67,0 67,0 20,0 67,0 39,0 25,0 20,0 67,0 19,5
H-Rings | 50 | 51,0 67,0 55,5 39,5 67,0 15,0 39,5 70,0 19,0 15,2

Average | - [ 382 [ 429 33,5 28,8 | 42,3 26,0 22,9 [ 356 24,0 17,9 |
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Tabla 3.3: Evaluacion de los resultados obtenidos con la coleccién de datos Iris usando

diferentes indices de validacioén externos.
[CVI | Prom | EA-S EA-C EA-A | PA-S PA-C PA-A | WEA-S WEA-C WEA-A |

F 0,81 0,59 0,62 0,59 0,59 0,96 0,69 0,59 0,95 0,91
Purity | 0,83 0,66 0,73 0,66 0,66 0,97 0,82 0,66 0,97 0,95
Rand 0,79 0,77 0,78 0,77 0,77 0,89 0,82 0,77 0,91 0,94
NMI 0,64 0,73 0,68 0,73 0,73 0,70 0,73 0,73 0,78 0,84
[CER | 422 [ 333 28,0 33,3 [ 333 21,3 180 | 333 12,6 4,6 |

En la Tabla 3.4, se presentan los pesos asignados a diez particiones de la coleccion
de datos Wine utilizando los algoritmos WPCK y HPCK. Los resultados similares
obtenidos en este experimento muestran que la nueva representacion utilizada en el
método HPCK mantiene la relacion entre objetos en la coleccion de datos. Esto jus-
tifica experimentalmente el hecho de aplicar los indices de validacion internos en el
paso AIP del método HPCK sobre la nueva representacion de los datos. Después del
paso AIP, la funcion de consenso fue aplicada a ambos algoritmos obteniéndose los
mismos resultados finales. De esta manera, se puede apreciar que estos métodos ob-
tienen resultados muy similares, sin embargo el HPCK puede trabajar en situaciones
donde el WPCK no puede, por ejemplo: con datos categoricos y mezclados asi como
cuando se utilizan diferentes representaciones de los datos y diferentes medidas de

(di)similitud entre objetos en el proceso de generacion de las particiones.

Tabla 3.4: Pesos asignados a diez particiones de la coleccion de datos Wine en el paso
ATP.

| Algoritmo | P1 | P2 | P3 | P4 | P5 | P6 | P7 | P8 | P9 | P10 |

WPCK (Q) | 0,67 ] 0,73 | 0,85 ] 1,0 | 0,03 | 0,92 ] 0 | 0,84 | 0,82 | 0,43
HPCK () | 0,52 | 0,61 | 0,80 | 1,0 | 0,82 | 0,80 | 0 | 0,75 | 0,65 | 0,32

Tabla 3.5: Porciento de CER de varios algoritmos de combinacion de agrupamiento

utilizando datos categoricos y mezclados
[Coleccién de datos | Prom | EA-A | PA-A | WEA-A | HGPA | CSPA | MCLA | HPCK |

Zoo 33,8 31,6 14,8 14,8 37,6 37,6 23,7 13,8
Auto 74,3 70,2 70,2 68,3 79,5 77,5 71,7 69,2
Votes 15,9 13,5 15,6 14,2 17,2 16,7 14,2 12,8
Soybeans 26,3 19,1 19,1 19,1 23,0 14,8 8,51 8,51

[ Promedio [ 375 [ 336 [ 299 [ 291 | 393 [ 366 | 295 [ 26,1 |

En la Tabla 3.5 se presenta el desempeno del método propuesto HPCK con datos
categoricos y mezclados. En este experimento, también se utilizan los algoritmos de
combinaciéon de agrupamientos WA, PA, WEA y los basados en particionamiento
de (hiper)grafos HGPA, CSPA, MCLA [99]. Los buenos resultados obtenidos por el
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algoritmo HPCK asegura una vez mas la precision de la matriz de asociaciéon pesada.
Ademas, el uso del paso AIP sobre la nueva representacion de los datos obtenida en el
paso Unificacion de Informacion se justifica experimentalmente. Finalmente, se puede
decir que el algoritmo HPCK extiende los buenos resultados del algoritmo WPCK al

dominio de los datos categoricos y mezclados.
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Capitulo 4

DOS PROBLEMAS DE
ESTRUCTURACION BAJO EL
ENFOQUE DE LA COMBINACION
DE AGRUPAMIENTOS

Existen problemas relacionados con la estructuracion de un conjunto de datos que
pueden ser formulados a partir de la idea de la combinaciéon de agrupamientos. En este
capitulo se estudian dos de estos problemas: la seleccion del nivel representativo de una
jerarquia de particiones (Seccion 4.1) y la combinacion de diferentes segmentaciones

de una imagen (Seccion 4.2).

4.1. Seleccion del nivel representativo de una jerar-

quia de particiones

Los algoritmos de agrupamiento pueden ser divididos en Particionales o Jerdrqui-
cos |55]. Los algoritmos particionales crean una particion de los datos agrupando los
objetos en grupos de acuerdo a sus valores de (di)similitud. Por otra parte, los algo-
ritmos jerarquicos construyen una jerarquia de particiones anidadas. Esta jerarquia
usualmente se asocia a un dendrograma, el cual puede ser cortado a diferentes niveles
para obtener las diferentes particiones en la jerarquia (ver Fig. 4.1).

Las jerarquias de particiones pueden ofrecer méas informaciéon acerca de la estruc-

tura de los objetos en la coleccion de datos. Con una jerarquia, los objetos se agrupan

5
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Figura 4.1: Una coleccion de datos formada por 25 puntos en el plano y el den-
drograma producido por el algoritmo Average-Link. La linea discontinua que corta el
dendrograma (derecha) produce una particion de los objetos con 3 grupos (izquierda).

a diferentes niveles; desde el nivel inferior donde cada objeto conforma un grupo has-
ta el nivel superior donde solo hay un grupo que contiene a todos los objetos. Sin
embargo, en problemas practicos, trabajar con la jerarquia completa es en ocasiones
demasiado complejo. En estos casos, es necesaria la seleccion de una particion, la cual
representara a la jerarquia completa y sobre la cual se realizard cualquier tipo de
procesamiento requerido en el problema.

I se obtiene mediante la

En el enfoque tradicional, esta particion representativa
utilizacién de indices de validacion de agrupamientos (internos) (CVIs). Cada parti-
cion en la jerarquia se evaliia con un indice y se selecciona la particiéon con mejores
resultados. En la actualidad existe una gran cantidad de CVIs, por ejemplo, en [78§]
se presentaron y evaluaron experimentalmente 30 de estos indices. Los CVIs clasicos
como el indice de Calinski-Harabasz (CH), el indice de Hartigan (HA) y el indice de
Dunn [125] junto con el Highest-Lifetime(HL) [37] son los mas utilizados para este
propoésito de seleccionar la particién representativa de una jerarquia.

La principal desventaja del enfoque de usar CVIs para determinar el nivel repre-
sentativo en una jerarquia es que, como se vio en la introducciéon de este documento,
no existe un CVI capaz de trabajar correctamente para todas las colecciones de datos
y para todos los algoritmos de agrupamiento. En otras palabras, cada CVI evalia
una particion, de acuerdo al cumplimiento de una propiedad particular que viene da-
da por la definicion matematica del indice. Si la propiedad no esta relacionada con

el criterio de agrupamiento del algoritmo utilizado para generar la jerarquia y con

1Se utilizardn indistintamente los términos: particién representativa y nivel representativo, ya
que en una jerarquia de particiones los diferentes niveles determinan las particiones en la jerarquia.
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las caracteristicas de los datos del problema en cuestion, la evaluacién del indice no
aportara informacion ttil para los usuarios del problema.

En este capitulo, se propone un nuevo enfoque para la seleccion de la particion re-
presentativa en una jerarquia basado en la filosofia de la combinacién de agrupamien-
tos. Se llamaré este nuevo enfoque Seleccion de la Particion Representativa basado en

Combinacion de Agrupamientos (Partition Selection based on Clustering Ensemble;

PSCE). Con el PSCE se define la particion representativa en una jerarquia teniendo
en cuenta la evaluacion de diferentes CVIs, asi como las similitudes entre particiones
en la jerarquia. De esta manera, se selecciona como resultado la particion que mejor
representa las caracteristicas comunes en la jerarquia.

En la Seccion 4.1.1 se presenta formalmente el enfoque propuesto. En la Seccion
4.1.2 se hace un anélisis de la complejidad computacional y en la Seccién 4.1.3 se
discuten algunos resultados experimentales utilizando diferentes colecciones de datos
y diferentes algoritmos de agrupamiento jerarquicos. Ademaés, se compara el enfoque

propuesto con el enfoque tradicional.

4.1.1. Determinaciéon del nivel representativo de una jerarquia

a través de la combinacién de particiones

Cuando se aplica un algoritmo de agrupamiento jerdrquico a un conjunto de ob-
jetos X, se obtiene un jerarquia de particiones. Una jerarquia H = { P, P»,..., P,,}
es un conjunto de particiones anidadas® de X, donde P, < P;,V1 < i < j < m. Es
facil de verificar que H C Py. Luego, se define el nivel representativo en la jerarquia
como la particiéon que mejor resume la informaciéon en la jerarquia H teniendo en
cuenta dos parametros: Primero, la evaluacion de diversos CVIs en todas las particio-
nes en la jerarquia. Segundo, los valores de similitud entre cada par de particiones en
la jerarquia. Formalmente, la particion representativa Pen la jerarquia H se define

comao:

~

P=argmax » (£(F)-T(P F)) (4.1)

donde £(P;) es una evaluacion de cada particion P; € H y I' una medida de simili-
tud entre particiones. Esta evaluacion se puede utilizar para dar mas importancia a
particiones que cumplan determinadas propiedades que sean de interés para un pro-

blema determinado. Notar que en este caso, a diferencia del problema de la particién

2< es la relacién de order parcial “anidado en”, ver Definicién 1.1.
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mediana original (1.1), la particion buscada P es una de las particiones que se desea
combinar como se muestra en la ecuacion (4.1), es decir P € H. Por lo tanto, este
problema es mas sencillo que el problema original de la particion mediana, ya que el
espacio de busqueda aqui (H) es mucho més pequenio® que el espacio de biisqueda
(Px) en (1.1).

El método de combinacion de agrupamientos basado en funciones nicleo (WPCK)
definido en el Capitulo 2, presenta las siguientes caracteristicas que resultan conve-
nientes para la definicion del problema de seleccion del nivel representativo de una

jerarquia, basado en la filosofia del mismo:

= Es posible calcular un valor de peso para cada particion teniendo en cuenta la
evaluacion de diferentes indices de validacion de agrupamientos. Los valores de
peso w; asignados a cada particion P; pueden ser usados como valor £(F;) en la

ecuacion (4.1).

= Es sencillo restringir la btisqueda solamente a las particiones en H. En WPCK,
se calcula como primer paso la mejor particiéon en el conjunto de particiones
a combinar y esta solucién es posteriormente mejorada mediante una busque-
da en el espacio de busqueda completo Py. Como se vera mas adelante, para

determinar la particion representativa solo serd necesario aplicar el primer paso.

» El algoritmo esté teéricamente fundamentado y tiene un bajo costo computacio-
nal, O(n-m-rMax).

De esta manera, los pasos del algoritmo propuesto para encontrar la particion
representativa en una jerarquia son los siguientes: seleccion de una subjerarquia, eva-

luacion de las particiones y obtencion de la particion representativa.

Seleccién de una subjerarquia:

Este paso consiste en la extraccion de un subconjunto de particiones de la jerarquia
H. Cada particion en la jerarquia tiene un nimero diferente de grupos. Consecuente-
mente, se selecciona un subconjunto de particiones que tengan un nimero de grupos
en un rango razonable. Este rango es un parametro del algoritmo, por ejemplo, [2, 10],
2,30] o [2, v/n] podrian ser utilizados. Se denota por Hj, 4 la subjerarquia de H, donde
P, es el nivel superior, P, es el nivel inferior, y cada particiéon P; € H con s grupos

pertenece a Hi,; si y solo si ¢ < s < ¢. Por simplicidad, se denota v = ¢ — ¢+ 1

3H esta compuesto a lo sumo por n particiones, siendo n el ntimero de objetos en X.
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el nimero de particiones en Hj, . La jerarquia completa H puede ser utilizada, es
decir, seleccionar el rango [1,n] (v = n). Sin embargo, se recomienda la utilizacion de

rangos mas pequenos para disminuir el costo computacional del algoritmo.

Evaluaciéon de las particiones:

Se obtiene el valor de evaluacién de cada particion a través de la aplicacion de
diferentes indices de validacion de agrupamientos. En este caso se puede seguir la
misma idea utilizada para el método de combinacion de agrupamientos WPCK pro-
puesto en el Capitulo 2. Es decir, se define para cada particion P; € Hj,, el valor
E(P;) = w;, donde w; es el peso calculado para la particion P; en el proceso de Ané-
lisis de la Importancia de las Particiones (ver Seccion 2.1), asumiendo que Hi,y es
el conjunto de particiones a combinar en el método WPCK. En este caso, indices
como Calinski-Harabasz (CH), Hartigan (HA) y Highest-Lifetime (HL) pueden ser
facilmente transformados para satisfacer la definicién de Indice de Validacion de Pro-

piedades (IVP) (ver Seccion 2.1) y por tanto pueden ser utilizados en este proceso.

Obtencién de la particién representativa:

Primeramente, al igual que en el método WPCK, se pueden utilizar cualesquiera
de las medidas de similitud entre particiones que sean funciones ntucleo. Por tanto se
asume que se utiliza una funcion nicleo k en la definicion del problema (4.1). Segtn
los resultados obtenidos en la Seccion 2.3, para el problema (2.1) la distancia de cada
particion al consenso teorico se puede calcular a partir de la ecuacion (2.10). Estos
resultados se pueden utilizar para hallar la solucién exacta P del problema (4.1) de la
seleccion del nivel representativo en una jerarquia de particiones. Esta solucion viene

dada como la soluciéon del problema

P = arg min P) — 2
5 uin |6 (P) - vl
es decir, se puede encontrar la particion representativa calculando la distancia de cada
particion en la jerarquia Hi,4 al consenso teérico 1 utilizando la ecuacion (2.10), y

seleccionando la particibn mas cercana a 1.
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4.1.2. Analisis de la complejidad computacional

El célculo de todos los valores de pesos para todas las particiones es O(v-r- f(I)),
donde v es el nimero de particiones en Hj, 4, r es el nimero de IVPs utilizados
y f(I) es el costo computacional del indice més costoso. En la practica, r es un
namero pequeno, entonces, se puede considerar O(v - f(I)) el costo computacional del
mecanismo de asignacion de pesos. Dado los valores de pesos, es necesario calcular la
ecuacion (2.10) para cada particion en Hiy4. La cual, segin el analisis en la Seccion
2.3 se puede resolver en O(v -n) para una particion, y para las v particiones en Hi, 4
puede calcularse en O(v? - n). Finalmente, la complejidad computacional global de la
seleccion del nivel representativo es O(v- f(I)) + O(v?-n). Con una apropiada seleccion
de los indices I y la subjerarquia Hy, s, este costo computacional es menor que O(n?),
que es la complejidad comin para los algoritmos de agrupamiento jerarquicos. Sin
embargo, en el peor caso (v cercano a n) la complejidad computacional del algoritmo
serd O(n?). De aquf la importancia de una apropiada selecciéon de la subjerarquia y
de los IVPs.

4.1.3. Resultados experimentales

En los experimentos se usaron &8 colecciones de datos, 5 son de la

UCI Machine Learning Repository [36] y las otras 3 son colecciones de datos sintéti-

cas compuestas por puntos en el plano (ver Tabla 4.1). Para todas estas colecciones
de datos la estructuracion de referencia (ground-truth) esta disponible. Por lo tanto,
en los experimentos, se comparan los resultados obtenidos con la estructuracion de
referencia de cada coleccion de datos. Se utiliza la medida Informacion Mutua Nor-
malizada (NMI) para evaluar los resultados de los algoritmos. Esta es una medida
de similitud entre particiones muy utilizada que evaltia una particiéon a partir de la

informacion que esta comparte con la estructuracién de referencia.

Tabla 4.1: Descripcion de las colecciones de datos

Nombre Obj-por-clases Colecciones de datos sintéticas

Cassini 120-60-120

Half-Rings 100-100 .

Smiley 33-33-50-84 ‘;‘i%ﬁﬁf%%g SR W,

Wine 59-41-78 ol g o @ ° % o

Opt-Digits | 10-11-11-11-12-5-8- ) wL” I S
12-9-11 : % ﬁg‘%’

Iris 50-50-50 =

Glass 70-76-17-13-9-29

Tonosphere 126-225 Half-Rings Smiley

En cada experimento, las jerarquias se obtuvieron utilizando 3 algoritmos de
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agrupamiento jerarquicos muy conocidos: Single-Link (SL), Complete-Link (CL) y

Average-Link (AL) [55]. Para cada coleccion de datos, se comparan los resultados
obtenidos por el enfoque propuesto (PSCE) y el enfoque basado en el uso de CVIs
con los siguientes indices: Highest-Lifetime(HL), Calinski-Harabasz (CH) y Hartigan
(HA). En la Tabla 4.2, estos se denotan por CV-HL, CV-CH y CV-HA respectivamen-
te. Ademaés se presenta para cada algoritmo el valor “Mds Cercano al Ground-Truth”
(MCG), el cual es calculado mediante la evaluacion de todas las particiones en la
jerarquia con respecto a la estructuracion de referencia usando la medida NMI y
tomando el mayor valor. Bebe notarse que el valor MCG depende de la calidad de
las jerarquias. Ademas, los resultados de CV-HL, CV-CH, CV-HA y PSCE estan
acotados superiormente por el valor MCG de cada jerarquia.

Las jerarquias fueron generadas mediante la aplicacion de los algoritmos de agru-
pamiento jerarquicos SL, CL, y AL en las 8 colecciones de datos. En todos los ca-
sos, se usa una subjerarquia H, 355 compuesta por particiones con s grupos, tal que
2 < s < 35. Para todas las jerarquias generadas, el valor MCG se obtuvo en una
particion de la subjerarquia Hjs 35. Por tanto, el rango [2, 35] es apropiado para estos
experimentos y permite un decrecimiento considerable del costo computacional de los
algoritmos. Los resultados se evaluaron utilizando la medida NMI y en cada caso, se

resalta el mejor resultado.

Tabla 4.2: Comparacion de los métodos CV-HL, CV-CH, CV-HA y PSCE para la
seleccion de la particion representativa en una jerarquia. Cada casilla en la columna

del extremo derecho (Prom) es el valor promedio de las casillas en su fila.
[ Alg [ Método [ Cassini [ Half-R [ Smiley [ Wine [ Opt-D [ Iris [ Glass [ Ionosp “ Prom ]

CV-HL 0,941 0,720 0,846 | 0,102 | 0,706 | 0,733 | 0,154 | 0,076 0,534
g | CV-CH | 0,941 0,488 0,863 | 0,092 0,250 | 0,733 | 0,154 0,008 0,441
CV-HA | 0,941 0,488 0,863 | 0,092 0,250 0,545 | 0,154 | 0,076 0,426
PSCE 0,941 | 0,720 0,853 | 0,102 | 0,798 | 0,720 | 0,154 | 0,076 0,545
MCG 0,970 0,061 1,0 0,502 0,801 0,733 0,394 0,129 0,636
CV-HL 0,657 0,197 0,712 | 0,790 | 0,789 | 0,756 | 0,446 0,143 0,561
o | ¢v-cu 0,551 0,353 0,291 0,665 0,250 | 0,756 0,442 0,037 0,418
CV-HA 0,522 0,353 0,646 0,709 0,723 | 0,756 | 0,442 0,037 0,523
PSCE 0,743 0,393 | 0,820 | 0,709 | 0,805 | 0,756 | 0,516 | 0,160 0,612
MCG 0,792 0,442 0,865 0,798 0,825 0,756 0,590 0,193 0,657
CV-HL 0,779 0,066 0,766 | 0,693 0,730 0,643 0,452 0,082 0,526
AL | Cv-cH 0,779 0,347 0,685 | 0,775 | 0,250 | 0,685 | 0,452 0,082 0,506
CV-HA 0,513 0,347 0,623 0,775 | 0,712 0,643 0,452 0,082 0,518
PSCE 0,779 0,433 0,728 | 0,775 | 0,814 | 0661 | 0,454 | 0,083 0,590
MCG 0,792 0,474 0,883 0,775 0,843 0,783 0,501 0,169 0,652

Se usan 5 indices para el calculo de los pesos asociados a las particiones en el enfo-
que propuesto: Varianza, Conectividad, HL, CH y HA. Los dos primeros son indices
sencillos que miden compacidad y conectividad respectivamente (ver Seccion 2.4.2).

Los otros 3 indices son los mismos que se utilizaron, de manera independiente, en el
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enfoque tradicional (basado en el uso de indices de validacion). Sin embargo, en todos
los casos estos se normalizaron al rango [0, 1] para satisfacer la definicion de Indice de
de Validacion de Propiedades. No se reportan los resultados de los indices Varianza
y Conectividad usados en el enfoque tradicional debido a que los resultados fueron
muy malos. La simplicidad de estos indices no permite que estos puedan funcionar
por si solos como criterios de seleccion del nivel representativo con cierto grado de
eficacia. Sin embargo, en el enfoque PSCE estos pueden ser muy ttiles, ya que cada
indice evaltua las particiones desde una perspectiva diferente y todos estos puntos de
vista se combinan para obtener el resultado final.

En la Tabla 4.2, se resumen los resultados experimentales. De la dltima columna
de esta tabla puede verse como el PSCE tiene un mejor desempeno promedio en todos
los casos. En las jerarquias obtenidas con el Single-Link (SL), CV-HL y PSCE traba-

jan de manera similar. Sin embargo, para el Complete-Link (CL) y el Average-Link

(Al), el PSCE supera claramente a los otros métodos. Los resultados en esta tabla
corroboran la capacidad del enfoque PSCE para trabajar bien en diferentes circuns-
tancias, es decir, cuando se utilizan diferentes algoritmos de agrupamiento y diferentes
colecciones de datos.

De la Tabla 4.2 también puede verse que el valor MCG casi nunca se alcanza.
Esto ratifica que un simple indice no puede trabajar correctamente para todas las
colecciones de datos en el caso del enfoque basado indices de validacion. Ademas, esto
significa que se puede utilizar un conjunto de indices més apropiado con el objetivo

de mejorar un poco més los resultados del enfoque PSCE.

4.2. Combinaciéon de segmentaciones de una imagen

De manera similar a como ocurre con los algoritmos de agrupamiento, no exis-
te un algoritmo de segmentacion de imagenes capaz de trabajar correctamente para
todo tipo de imAgenes. Diferentes algoritmos de segmentacion® pueden producir seg-
mentaciones muy diferentes de una misma imagen. Por tanto, si se tienen varias
segmentaciones de una imagen, la idea de combinarlas siguiendo la filosofia de los
algoritmos de combinacién de agrupamientos parece ser una variante apropiada.

Una primera idea puede ser utilizar los algoritmos de combinacion de agrupa-
mientos directamente en problemas de segmentacion de imagenes. Es decir, mirar

una imagen como un conjunto de pixeles y una segmentacién como una particion

40 el mismo algoritmo pero aplicado utilizando diferentes configuraciones de los parametros.
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de este conjunto de pixeles y de esta manera aplicar los algoritmos de combinacion
de agrupamientos existentes. De hecho, algunos de los algoritmos de combinacion de
agrupamientos han sido evaluados experimentalmente a partir de sus resultados en la
combinacion de segmentaciones de iméagenes |37, 98]. Otros trabajos donde se explora
la idea de combinacion de segmentaciones, pero principalmente dedicados a aplica-
ciones o problemas especificos dentro de la segmentacion de imégenes se encuentran
en [19, 32, 122, 121, 129, 131]. Sin embargo, esta forma de enfrentar el problema de

combinaciéon de segmentaciones tiene tres desventajas fundamentales:

= Una imagen estd compuesta por un gran nimero de pixeles. Por ejemplo, una
imagen de 500 x 500 pixeles equivaldria a una coleccion de datos de 250000
objetos, lo cual dificultaria la eficiencia de los algoritmos de combinaciéon de

agrupamientos.

= Al asumir que una imagen es solamente un conjunto de pixeles se pierde la

relacion espacial existente entre los pixeles en una imagen.

= No todas las particiones del conjunto de pixeles forman una segmentacion vdlida
(Ver Figura 4.2).

En el método propuesto en este capitulo® se le da una solucién a estos problemas.
Se presenta un enfoque de combinacién de segmentaciones basado en la combinacion
de agrupamientos utilizando funciones nicleo, en el cual se tienen en cuenta tanto la
dimensionalidad de la imagen como la relacion espacial de los pixeles.

Primeramente, en la Seccion 4.2.1 se presenta la idea del uso de los super-pixeles
[98], la cual es una variante de solucién al problema de la dimensionalidad de la
imagen. Sin embargo, a diferencia de la propuesta inicial de los super-pixeles en
[98], en la definicion propuesta, cada super-pixel estara representado por un conjunto
de caracteristicas que permiten la aplicacién de indices de validacién para evaluar
cada segmentacion y asignarles un peso de acuerdo a su importancia para el proceso
de combinaciéon. Por otra parte, se definen formalmente los conceptos de imagen,
segmentacion y se plantea el problema de la combinacién de segmentaciones a partir
del problema de la particion mediana pesada (2.1), pero en un espacio de busqueda
més reducido. Posteriormente en la Seccion 4.2.2 se presentan los pasos del algoritmo
propuesto en este capitulo y finalmente en la Seccién 4.2.3 se realiza un estudio

experimental utilizando diferentes imagenes y segmentaciones de las mismas.

5Los resultados que se presentan en este capitulo fueron obtenidos en colaboraciéon con el grupo
de investigaciéon de Reconocimiento de Patrones y Procesamiento de Imagenes de la Universidad de
Miinster, Alemania, bajo la direccion del Prof. Dr. Xiaoyi Jiang.
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4.2.1. Planteamiento formal del problema

Para lidiar con la gran cantidad de pixeles que se encuentran en una imagen,
se presenta la idea del uso de super-pixeles. El computo de los super-pixeles es un
procedimiento simple e intuitivo con el cual se puede disminuir de manera considerable
la cantidad de objetos que representan una imagen. La idea de los super-pixeles estéa
motivada por el hecho de que pixeles vecinos que estén agrupados en una misma
region o grupo en todas las segmentaciones que se desean combinar, no tienen por
qué ser analizados de forma separada. Es de esperar que estas regiones conectadas de
pixeles que estuvieron juntos en el mismo grupo en todas las segmentaciones estén
también en un mismo grupo en la segmentacion de consenso. Por tanto, se puede
seleccionar un solo representante o super-pixel por cada una de estas regiones.

Para llegar a una definicion mas formal de super-pixel es necesario definir un
conjunto de conceptos bésicos. Dada una imagen digital de dimensiones w x h, donde
w representa el ancho y A la altura, para cada uno de los w-h pixeles que la componen
se asumen conocidas las siguientes 5 caracteristicas: x, y, R, G y B. Las dos primeras
denotan la posicion o coordenadas del pixel dentro de la imagen y las tres ultimas
son los valores de rojo, verde y azul respectivamente que componen el color del pixel.

Dados dos pixeles p; y pa con coordenadas (x1,y;) y (Xo,Y,) respectivamente, se
dice que estos son vecinos® si se satisface que |x; — xo| + |y; — yo| = 1.

Un camino es una secuencia de pixeles pq, ps, ..., p; en la cual todo par de pixeles
consecutivos p;, p;+1 son vecinos. Se dice que un conjunto C' de pixeles es una com-
ponente conera de una imagen, si para todo par de pixeles p,p’ € C se cumple que
existe un camino py,...,p; tal que p = p1, p' = p;, donde p; € C,Vi=1,...,t.

De esta manera, los super-pixeles son componentes conexas dentro de la imagen
formadas por pixeles que estuvieron en el mismo grupo en todas las segmentaciones
que se desean combinar. Igualmente, se dice que dos super-pixeles spy, sps son vecinos
si existe al menos un par de pixeles p, p’ vecinos, de forma tal que p € sp; y p’ € sps.

Para desarrollar el método propuesto en este capitulo, es necesario dar una defi-
nicion formal de los conceptos Imagen y Segmentacion a partir de los super-pixeles.
Como se puede apreciar en la Figura 4.2, es posible tener un grafo asociado a una
imagen de forma tal que este represente las relaciones de conectividad entre los super-
pixeles que la conforman. Este grafo serd de vital importancia para la definicién de

Imagen y Segmentacion dadas a continuacion.

En este caso se define la 4-vecindad en una imagen (ver [62] para mas informacién sobre Topologia
Digital).
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(@) {a, b, c,d} (b)

TN

{a}{b,c,d}  {b}{a,c,d}  {c}{ab,d} {d}{ab,c} {ab}{cd} {ac}{b,d} {ad}b,c}

{a}{b}{c, d} {a}{c}{b,d}  {a}{d}{b,c} {a b}{c}{d} f{a,c}{b}{d} {a,d}{b}{c}

L e e e

{a}{b}{c}{d}
(d)

Figura 4.2: Imagen compuesta por el conjunto de super-pixeles {a,b,c,d} como se
muestra en (a). La relacion de conectividad de estos super-pixeles queda expresada
en el grafo presentado en (b). En (¢) se muestran en rojo las segmentaciones posibles
con este conjunto de super-pixeles. Se debe notar que es un subconjunto del conjunto
de todas las posibles particiones del conjunto de super-pixeles.

Definiciéon 4.1. Una imagen es un par I = (Is,1g), donde Ig = {sp1,spa,...,Spn}
es un conjunto de super-pizeles. l¢ = (V, E) es el grafo de conectividad de los super-
pizeles, donde existe un nodo v; € V asociado a cada super-pizel sp; y existe una

arista e;; € E si y solo si los super-pizeles sp; y sp; son vecinos.
Proposicion 4.1. El grafo Ig es un grafo planar.

Esta proposicion se enuncia sin demostracion debido a que no es complicado com-
probar que es cierta a partir de la construccion del grafo. En este grafo solo existen
aristas entre super-pixeles vecinos, por tanto es posible dibujar todas las aristas de
manera tal que ninguna de estas se cruce con otra en puntos distintos de los nodos

del grafo.

Definicion 4.2. Una segmentacion S = {Ry, Ry, -+ , Rq} es un conjunto de regiones
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R; C Is que satisface las cuatro propiedades siquientes:

Ri#A0Ni=1,....4d

U?:l R; =1g

RNR;=0,Yi,j=1,...,d, coni#j

VR € S, se cumple que el grafo Rg es un grafo conexo. Rg es el subgrafo
de Ig que se obtiene al eliminar todos los nodos que no estin asociados a un

super-pizel de R.

Las tres primeras propiedades aseguran que una segmentacion es una particion
del conjunto de super-pixeles. Por otra parte, la dltima propiedad garantiza que en
una segmentacion, cualquier par de super-pixeles en una region estén conectados por
un camino de super-pixeles que también pertenezcan a dicha region. En la Figura 4.2
(c) se ve como solo las particiones en color rojo satisfacen esta tltima propiedad.

A partir de las definiciones anteriores, se puede observar que, dada una imagen I
el conjunto de todas las segmentaciones posibles Sy es un subconjunto del conjunto
de todas las posibles particiones del conjunto de super-pixeles que conforman la ima-
gen. De esta manera, dado un conjunto de segmentaciones S = {51, 5s,...,5,}, la

segmentacion de consenso S* se define como:
S* = argm E w; - k(S,S; 4.2
arg Imax 2 (S,S;) (4.2)

donde w; es un peso asociado a cada segmentacion S; y k es una medida de similitud
entre particiones que cumple la propiedad de ser una funcion nicleo. Para calcular
los pesos w; se puede utilizar el mecanismo de asignacion de pesos propuesto en la
Seccion 2.1. La funcion de similitud puede ser una de las propuestas en la Seccién
2.2.

4.2.2. Meétodo propuesto

El primer paso del algoritmo propuesto es el computo de los super-pixeles. Sin
embargo, con el objetivo de obtener una mejor representacion de la imagen, cada
super-pixel estara conformado por una tupla de caracteristicas. Esta tupla de carac-
teristicas debe, de alguna manera, extraer las propiedades comunes de los pixeles que

son representados por dicho super-pixel. En esta representacién de los super-pixeles
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existen dos tipos de informacién que se desea extraer de cada regién que representa

un super-pixel. La primera es informacion relacionada con la forma de las regiones,

es decir, seria conveniente que cada super-pixel pueda almacenar informaciéon que

permita comparar dos super-pixeles de acuerdo a su forma geométrica. La segunda,

es informacion relacionada con el color, la cual debe permitir una comparacion entre

super-pixeles de acuerdo a los valores de color de los pixeles que conforman cada

region. En este caso, se definen 11 caracteristicas para representar cada super-pixel:

10.

. NP: Numero de pixeles en la region que representa el super-pixel.

R: Promedio de los valores de las componentes rojas (R) de cada pixel en la

region que representa el super-pixel.

G: Promedio de los valores de las componentes verdes (G) de cada pixel en la

region que representa el super-pixel.

B: Promedio de los valores de las componentes azules (B) de cada pixel en la

region que representa el super-pixel.

R _e: Promedio de error en la componente roja (R). Este se calcula sumando los
valores absolutos de la diferencia entre el valor de la componente roja de cada

pixel y el valor promedio para esa componente en la regiéon del super-pixel.

. G_e: Promedio de error en la componente verde (G) y se calcula de manera

andloga al R _e.

B_e: Promedio de error en la componente azul (B) y se calcula de manera

anadloga al R _e.

. X: Promedio de las coordenadas x de todos los pixeles en la region del super-

pixel.

Y: Promedio de las coordenadas y de todos los pixeles en la region del super-

pixel.

Ra: Radio de la region del super-pixel. Este representa la mayor distancia desde

un pixel en esta region hasta la posicion (X,Y) calculada previamente’.

"La posicion (X,Y) representa la posicién del centro de gravedad de la region del super-pixel.
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11. Pe: Perimetro de la region del super-pixel. Este viene dado por el nimero de
pixeles en esta region que tienen al menos un pixel vecino en otra region o se

encuentran en uno de los limites de la imagen.

Todas estas caracteristicas asociadas a un super-pixel pueden ser calculadas du-
rante el mismo proceso de generacion de los super-pixeles sin aumentar la complejidad
computacional de este proceso.

Luego del célculo de los super-pixeles, se aplica el mecanismo de asignacién de
pesos segln se presentd en la Seccidon 2.1. Sin embargo, en este caso, se definen indices
de validacion capaces de extraer informacion valiosa de las segmentaciones a combinar.
En particular en los experimentos realizados se utilizaron los cuatro indices® siguientes
|130|: Discrepancia, Ecw, Compacidad y Circularidad. Los dos primeros son indices
que permiten evaluar una segmentacion de acuerdo al comportamiento del color en
las regiones que la componen y los dos tltimos evalian una segmentacion de acuerdo
a la forma geométrica de sus regiones.

En el planteamiento del problema (4.2) se puede utilizar cualquiera de las medidas
de similitud que satisfacen la propiedad de ser una funcion ntcleo. Sin embargo, en
los experimentos, al igual que en secciones anteriores, se utilizo la medida kg (ver
Seccion 2.2.2). En este caso, se puede seguir la misma estrategia que en la Seccion
2.3 para hallar la particion de consenso. No obstante, como el espacio de bisqueda en
este problema es un subconjunto del espacio de biisqueda en el problema general de la
particion mediana, es necesario modificar la meta-heuristica recocido simulado para
trabajar con las caracteristicas del nuevo problema. En realidad, solo es necesario
cambiar la definicion de vecindad entre dos estados (en este caso segmentaciones®) de
forma tal que el proceso de definir una segmentacion vecina de cierta segmentacion

inicial satisfaga las siguientes propiedades:

= Solo sean generadas segmentaciones que satisfagan la definicion de segmentacion
dada en la seccion anterior. Es importante garantizar que mediante el proceso
de construccion de un nuevo estado se asegure que la segmentacion generada

satisface la definicion (sin una verificacion adicional).

» Empezando por una segmentacion inicial, se pueda alcanzar cualquier segmen-

tacion en Sy en O(n) pasos del algoritmo.

8Estos indices fueron adaptados de su definicién original para trabajar sobre la representacién de
la imagen a partir de los super-pixeles.
9Tener en cuenta que también son particiones del conjunto de super-pixeles.
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Dada una imagen I = (Ig,Ig), con Iz = (V,E) y una segmentacion de esta
imagen S, se propone el siguiente proceso de generacion de segmentaciones vecinas.
Se seleccionan aleatoriamente un super-pixel sp € Is y una arista (sp,sp’) € E, la
cual tiene al nodo que representa el super-pixel sp como uno de los nodos que la
conforman. Si el super-pixel sp’ no pertenece a la misma region que sp en S, se mueve
el super-pixel sp a la region del super-pixel sp’. Por otra parte, si sp y sp’ estan en la
misma region, se crea una nueva region que solo contiene al super-pixel sp. Con este
procedimiento se satisfacen las dos propiedades enunciadas previamente. La primera
es facil de verificar debido a que los super-pixeles se mueven de una region a otra de
acuerdo a las aristas en el grafo [5. Para la segunda, se observa que mediante este
proceso se puede llegar a la segmentacion donde cada super-pixel es una region, en
O(n) y de ahi a cualquier otra segmentacion también en O(n).

Como el grafo I = (V, E) es planar se cumple que si |V| > 3 entonces |E| <
3-|V| =6, por tanto |E| = O(|V|), es decir, se pueden almacenar todas las aristas
del grafo en memoria con una complejidad espacial lineal respecto a la cantidad de
super-pixeles en la imagen. De esta forma, el proceso de generacion de segmentaciones

vecinas propuesto no afecta la complejidad del algoritmo.

4.2.3. Resultados experimentales

Se denominard al método propuesto en este capitulo Combina-
cion de  Segmentaciones  basado en  Combinacion de  Agrupamientos

(Segmentation Combination based on Clustering Ensemble; SCCE).

En estos experimentos se utilizan las imagenes a color de la coleccion de datos
Bekerley [74]. Esta es una coleccién de datos muy utilizada para la evaluacion de
algoritmos de segmentacion y esta formada por 300 imagenes naturales de tamatio
481 x 321. Por cada imagen se utilizaron dos algoritmos de segmentacion TBES [87] y
UCM [5] para generar, por cada uno, un conjunto de 10 segmentaciones a partir de las
cuales se buscara la segmentacion de consenso. Las diferentes segmentaciones se ob-
tuvieron en ambos casos variando los parametros de los algoritmos de segmentacion.
El conjunto de las 10 segmentaciones obtenidas con el algoritmo TBES se denotaran
por TBES en la Tabla 4.3, de igual manera, el conjunto de las 10 segmentaciones
obtenidas con el algoritmo UCM se denota por UCM. Cada imagen en esta colec-
cion de datos cuenta con varias segmentaciones hechas por especialistas humanos o
segmentaciones de referencia (ground-truth). En los experimentos, los resultados son

comparados contra las segmentaciones de referencia utilizando las medidas Informa-
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Tabla 4.3: Comparacion del método propuesto (SCCE) con los algoritmos de com-
binaciéon de agrupamientos BOK, BOEM, CSPA, HGPA, MCLA, EA-SL, EA-AL y
QMI para la combinacion de segmentaciones.

1 - NMI VI 1-RI
Segm. | Método | Mejor GT Todos GT | Mejor GT Todos GT | Mejor GT Todos GT
BOK 0,41 0,48 1,34 1,73 0,21 0,28
BOEM 0,35 0,42 1,52 1,82 0,16 0,22
CSPA 0,33 0,39 1,75 1,99 0,14 0,21
AGPA 0,32 0,38 1,75 1,08 0,14 0,21
TBES [ MCLA 0,34 0,41 1,47 1,77 0,16 0,22
EA-SL 0,33 0,39 1,43 1,71 0,16 0,21
EA-AL 0,32 0,39 1,51 1,78 0,15 0,21
QMI 0,33 0,39 1,68 1,93 0,15 0,21
SCCE 0,30 0,37 1,41 1,71 0,14 0,20
BOK 0,34 0,40 1,90 2,17 0,15 0,21
BOEM 0,41 0,46 2,20 2,44 0,19 0,25
CSPA 0,34 0,40 1,90 2,17 0,15 0,21
HGPA 0,42 0,49 3,67 4,00 0,18 0,27
UCM [ MCLA 0,36 0,42 1,01 2,18 0,16 0,22
EA-SL 0,35 0,41 1,89 2,16 0,15 0,23
EA-AL 0,35 0,41 1,90 2,17 0,15 0,21
QMI 0,37 0,43 2,26 2,52 0,16 0,24
SCCE 0,30 0,37 1,36 1,66 0,14 0,20

W7
LEONE:

a) Algunas seg

b

mentaciones obtenidas con el algoritmo de segmentacién UCM.

AT

1

b) Imagen original ¢) BOEM CSPA e) SCCE

g) Imagen original h) EAC AL i) QMI j) SCCE

Figura 4.3: Segmentaciones de consenso obtenidas con diferentes algoritmos.
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cion Mutua Normalizada (NMI)', Variacion de Informacion (VI) y el indice de Rand
(RI). En la Tabla 4.3 se presenta la comparacion de los resultados contra la segmen-
tacion de referencia mas parecida al resultado, denotado por Mejor GT y ademas se
presenta el promedio de la comparaciéon contra todas las segmentaciones de referencia,
denotado por Todos GT.

En la Tabla 4.3 se compara el algoritmo propuesto contra varios algoritmos de
combinaciéon de agrupamientos aplicados al problema de la combinacién de segmen-
taciones. Estos algoritmos son BOK y BOEM [30], CSPA, HGPA y MCLA [99],
EA-SL y EA-AL [37] y QMI [101]. Los resultados que se presentan en esta Tabla, son
el promedio de los resultados obtenidos para cada una de las 300 imagenes estudiadas.

En la Figura 4.3 se muestran algunos ejemplos de segmentaciones y los resultados
obtenidos utilizando algunos algoritmos de combinaciéon. En esta Figura se puede ver
el tipo de imagenes utilizadas y evaluar visualmente algunos de los resultados.

A pesar de que es posible aplicar algoritmos de combinacién de agrupamientos a
problemas de combinacion de segmentaciones, el diseno de un algoritmo que utilice
las particularidades de las imégenes y las segmentaciones debe proporcionar mejo-
res resultados. Esto queda evidenciado experimentalmente en la Tabla 4.3 donde el
método propuesto obtiene mejores resultados que los algoritmos de combinaciéon de

agrupamientos en todos los experimentos.

10Fn la Tabla 4.3 se presentan los valores 1 — RI v 1 — NMI para normalizar estas evaluaciones.
De esta manera el RI y la NM1I son presentadas como medidas de disimilitud al igual que la VI,
por tanto en todos los casos, menores valores implican mejores resultados.
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CONCLUSIONES

Como conclusiones del trabajo presentado en esta tesis se tiene:

= Entre los enfoques utilizados para la definicion de la particiéon de consenso, el
enfoque basado en la busqueda de la particion mediana es el que mayores ga-
rantias teoricas brinda. La demostraciéon de la robustez de la particion mediana

corrobora la afirmaciéon anterior.

= Una simple combinacion de todas las particiones no es siempre la solucion mas
apropiada, es posible hacer un analisis previo del conjunto de particiones a
combinar y extraer informacion que puede ser utilizada convenientemente para
mejorar los resultados del proceso de combinacion. Se demostrd que a partir de
los indices de validaciéon es posible determinar pesos que representen la impor-

tancia de cada particiéon en el proceso de combinacion.

= Las funciones niicleo son de gran utilidad para el desarrollo de algoritmos de
combinacion de agrupamientos. A partir del uso de estas medidas se obtiene
una medida global para evaluar la cercania de cada particion a la particion
de consenso. Esta medida global puede utilizarse para desarrollar heuristicas
de soluciéon para el problema de la busqueda de la particion mediana pesada.
Se demostré que pueden desarrollarse medidas de similitud ezpresivas entre
particiones que cumplen la propiedad de ser funciones ntcleo y que pueden

calcularse de manera eficiente (O(n)).

» El conjunto de objetos originales X y sus valores de (di)similitud es una in-
formacion adicional que puede ser convenientemente utilizada para mejorar los

resultados del proceso de combinaciéon de particiones.

= Es posible definir el nivel representativo de una jerarquia de particiones de ma-
nera fundamentada a partir de la filosofia de la combinacion de agrupamientos.

De esta manera, es posible hallar una particiéon representativa utilizando maés
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informacion del problema que siguiendo el enfoque tradicional, donde la parti-
cion representativa queda determinada por el criterio, totalmente arbitrario, de
un indice de validacion. Esto quedo evidenciado a partir del método propuesto

en la tesis.

En problemas de segmentacion de imégenes, el uso de la relacion espacial de los
pixeles permite desarrollar algoritmos de combinacién de segmentaciones méas
apropiados para resolver estos problemas que los algoritmos de combinaciéon de
agrupamiento de proposito general. Esto quedd corroborado a partir del método

introducido en la tesis.

Los diferentes estudios experimentales realizados utilizando diferentes coleccio-
nes de datos ratificaron en la préctica la eficacia de los algoritmos propuestos

en esta tesis.
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A partir de los resultados alcanzados en este trabajo se han generado un conjun-
to de nuevos problemas que por su importancia deben ser abordados en un futuro

inmediato.

= Los resultados y algoritmos presentados en este trabajo fueron desarrollados
para dar soluciéon al problema de combinacién de particiones. En la practica
aparecen problemas en lo cuales son necesarias estructuraciones solapadas o
incluso difusas. Se propone extender estos resultados para estos tipos de estruc-

turaciones.

= Es conocido que el problema de la busqueda de la particion mediana usando
la distancia de Mirkin es N'P-duro, sin embargo se pueden encontrar medidas
de (di)similitud para la cual el problema puede ser resuelto en tiempo polino-
mial. Pero estas medidas no tienen relevancia en la practica. Por tanto, se puede
formular la siguiente pregunta: ;Existird una medida de (di)similitud suficien-
temente expresiva como (di)similitud entre particiones, que permita resolver el
problema de la particion mediana en tiempo polinomial? Esta pregunta no ha
sido estudiada en la literatura y una respuesta positiva permitiria el desarrollo
de algoritmos de combinacion de agrupamientos con repercusiones tebricas y

practicas.

» El algoritmo HPCK propuesto en el Capitulo 3 tiene como principal desven-
taja su costo computacional cuadratico. Este se debe a la utilizaciéon de una
nueva representacion de los objetos a partir del enfoque de representacion por
(di)similitudes para problemas de reconocimiento de patrones [83]. Como tra-
bajo futuro, se propone la utilizacion de las técnicas de seleccion de prototipos
|82] utilizadas para disminuir el costo computacional de los algoritmos basados

en representacion por (di)similitudes.
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» Recientemente, se propuso en [47] la idea de la busqueda de la particion repre-
sentativa de una jerarquia, no solo en los niveles explicitos de la jerarquia, si no
en un conjunto extendido de particiones. Como trabajo futuro, se propone gene-
ralizar el enfoque introducido en la tesis (PSCE) para trabajar en este conjunto

extendido de particiones donde podrian alcanzarse mejores resultados.
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ANEXOS

Anexo 1: Terminologia

Tabla A. 1: Terminologia

CVI1

Cluster Validity Index

SL

Single-Link

CL

Complete-Link

AL

Average-Link

PV

Plurally Voting

VM

Voting Merging

VAC

Voting Active Clusters

CV

Cumulative Voting

EA

Evidence Accumulation

PA

Probability Accumulation

NMI

Normalize Mutual Information

EM

Expectation Maximization

CSPA

Cluster-based Similarity Partitioning Algorithm

HPGA

Hiper Graph Partitioning Algorithm

MCLA

Meta CLustering Algorithm

BOK

Best of K Algorithm

BOM

Best One-element Move Algorithm

QMI

Quadratic Mutual Information

HCE

Heterogeneous Clustering Ensemble

NMF

Non-negative Matrix Factorization

sCSPA

Soft Cluster-based Similarity Partitioning Algorithm

sMCLA

Soft Meta CLustering Algorithm

RKHS

Reproducing Kernel Hilbert Space

WPCK

Weighted Partition Consensus via Kernels

CER

Clustering Error Rate

WEA

Weighted Evidence Accumulation

HPCK

Heterogeneous Partition Consensus via Kernels

CH

Calinski-Harabasz index

HA

Hartigan index

HL

Highest Lifetime index

PSCE

Partition Selection based on Clustering Ensemble

SCCE

Segmentation Combination based on Clustering Ensemble
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Anexo 2: Comparacion de los métodos de combinacion

de agrupamientos

Kuncheva et al. [66] realizaron una comparacion experimental de los algoritmos
de combinacion de agrupamientos, pero considerando solamente diferentes versiones
de métodos basados en co-asociacién (ver Seccion 1.2.3) y en particionamiento de
(hiper)grafos (ver Seccion 1.2.4). Bertolacci y Wirth [15] y Goder y Filkov [42] hicie-
ron una comparacion experimental de los métodos basados en la distancia de Mirkin
(ver Seccion 1.2.7). Sin embargo, estas comparaciones fueron hechas solamente desde
el punto de vista experimental, donde los resultados fueron obtenidos aplicando los
diferentes métodos sobre un nimero fijo de colecciones de datos. Ademas, estas com-
paraciones fueron hechas entre un pequeno nimero de algoritmos de combinacion de
agrupamientos con caracteristicas similares.

En este anexo, se presenta una comparacion de las funciones de consenso presen-
tadas en el Capitulo 1 teniendo en cuenta 6 propiedades. Ademas, se incluye en este
estudio las funciones de consenso basadas en funciones ntcleo presentadas en este
documento. El principal objetivo de esta comparacion es ayudar en la seleccion de
una funcion de consenso apropiada para resolver un problema dado. Se presenta el
comportamiento general de los diferentes tipos de funciones de consenso, es decir, se
unifican todos los métodos basados en el mismo tipo de funcién de consenso en una
fila de la Tabla A.2. De esta manera, para cada tipo de funciéon de consenso, se pone
en la Tabla A.2 el comportamiento general con respecto a cada una de las propiedades
que son analizadas. En este proceso son resaltadas en algunas casillas de la Tabla A.2
algunas excepciones que se considera que son importante tenerlas en cuenta.

Los diferentes tipos de funciones de consenso son comparados teniendo en cuenta

las siguientes propiedades:

1. Ndmero de grupos en cada particion (NGP). Esta propiedad expresa si los mé-
todos pueden combinar particiones con diferentes niimero de grupos o no. Un
método que pueda combinar particiones con un nimero variable de grupos pue-
de ser utilizado en un mayor nimero de situaciones practicas. Exigir que las
particiones a combinar tengan el mismo nimero de grupos es una restriccion

fuerte al problema de la combinaciéon de agrupamientos.

2. Dependencia del mecanismo de generacion (DMG). Esta caracteristica se refiere

a si la funcion de consenso es dependiente o no de un mecanismo de generacion
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Tabla A. 2: Comparacion de las funciones de consenso

NGP DMG CCO GPC DT CcC
@ (2) (3) 4 (5) (6)
Re- Fijo No No Si Co- Dependiente de
etiquetamiento ) ocurrencia heuristica
.. (Cumulative X
y Votacion Voting[8], de objetos
Variable)
Matriz Variable No No No Co- Alta
de (Voting-k- ocurrencia
Co- L means[38], Si) de objetos
asociacién
Particiona- Variable No No Si Co- Baja
miento de ocurrencia
(hiper)grafos de objetos g?ifA[ggl’
Distancia Variable No No No Particion Dependiente de
de Mirkin Mediana heuristica
Teoria de Variable No No Si Co- Baja
la  Informa- ocurrencia
cién de objetos
Modelos Variable No No Si Co- Baja
de Mezclas ocurrencia
de objetos
Algoritmos Variable No No No Particion Dependiente de
Genéticos Mediana heuristica
Meétodos Variable No No No Particion Dependiente de
NMF Mediana heuristica
Meétodos Variable No No Si Co- Baja
difusos ocurrencia
de objetos
Métodos Variable No Si No Particion Dependiente de
nicleo Mediana heuristica

fijo. Una funcion de consenso conectada a un mecanismo de generacion fijo, po-
dria hacer uso de caracteristicas particulares del mecanismo de generaciéon para
mejorar los resultados del consenso. Sin embargo, si el mecanismo de genera-
cion no es apropiado para un problema en particular los resultados no van a
ser los mejores. Ademaés, una funcién de consenso que pueda ser aplicada inde-
pendientemente del mecanismo de generacion utilizado puede ser mas flexible y

adaptarse mejor a diversas condiciones.

3. Considera el conjunto de objetos originales (CCO). La mayoria de las funciones
de consenso no consideran los objetos originales y solo trabajan con el conjunto
de particiones. Sin embargo, los objetos originales del problema y sus valores
de (di)similitud son informacion adicional que podria ser utilizada para mejo-
rar los resultados de la combinacién. Por otra parte, una funcion de consenso
estrictamente dependiente de los objetos originales no podria ser aplicada en
situaciones donde estos no estan disponibles. Por lo tanto, una funcién de con-
senso que puede hacer uso de los objetos originales si estos estan disponibles,

pero que también pueda trabajar sin estos, puede ser una opcién adecuada.
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4. El nimero de grupos en la particion de consenso es un pardmetro de la funcion

de consenso (GPC). Una funcion de consenso capaz de determinar el niime-
ro 6ptimo de grupos en la particion de consenso es preferible generalmente.
Sin embargo, si en un problema particular los usuarios conocen cuantos grupos
necesitan, una funcion de consenso donde el niimero de grupos pueda ser especi-
ficado debe ser mas apropiada. No obstante, los algoritmos que pueden trabajar
sin una previa especificacion de la cantidad de grupos a formar, normalmente
pueden ser transformados, de manera sencilla, para hacer uso del nimero de
grupos como un parametro y restringir la solucién final encontrada a este para-
metro. Por otra parte, los métodos que necesitan la especificacion del nimero de
grupos en la particion de consenso usualmente no pueden ser transformados de
manera sencilla para trabajar independientemente de este parametro. De esta
forma, las funciones de consenso capaces de trabajar sin la especificacion del

nimero de grupos son mas flexibles y faciles de adaptar a diferentes escenarios.

Definicion tedrica (DT). Las funciones de consenso pueden estar basadas en dos
enfoques co-ocurrenicia de objetos y particion mediana, (ver Seccion 1.2). Los
métodos de combinacién que enfrentan el problema a través de la bisqueda de
la particion mediana tienen una mejor fundamentacion teérica. Sin embargo,
en la practica, muchos de estos son heuristicas para enfrentar un problema
combinatorio exponencial, por tanto, la fortaleza tedrica de estos métodos esta

determinada por las heuristicas particulares utilizadas en cada caso.

Complejidad Computacional (CC). En el caso de la complejidad computacional,
se utilizan tres valores cualitativos (baja, alta y dependiente de la heuristica)
por la siguientes razones. En cada tipo de funcién de consenso pueden haber
diferentes métodos con diferentes complejidades computacionales. Para todos
los métodos de combinacion de agrupamientos, su complejidad computacional
exacta no estd dada en términos de las mismas variables. La complejidad compu-
tacional de algunos métodos es dificil estimarla, debido a que muchos métodos
son heuristicas y no es sencillo estimar cuantos pasos seran necesarios aplicar
para alcanzar una condicion de parada del algoritmo. Ademas, los algoritmos de
combinaciéon de agrupamientos con una complejidad computacional cuadratica
o superior en el numero de objetos no pueden ser aplicados en grandes colec-
ciones de datos. Por tanto, se utiliza el costo computacional cuadratico en el
nimero de objetos como umbral para determinar si un algoritmo tiene alta o

baja complejidad computacional. Se usa el valor dependiente de la heuristica
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cuando es dificil determinar la complejidad computacional ya que depende de
la heuristica aplicada, del problema particular a resolver o de los criterios de

convergencia utilizados en cada caso.
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Anexo 3: Estudio de la robustez de la particiéon me-

diana

En estadistica robusta (robust statistic) [73|, el concepto punto de quiebre

(breakdown point) es una herramienta comin para medir la robustez de un esti-

mador. Intuitivamente, el punto de quiebre de un estimador es el porciento de objetos
atipicos (por ejemplo, valores arbitrariamente grandes) que el estimador puede ma-
nejar sin que el resultado se convierta arbitrariamente grande. De esta manera, es
de esperar que el maximo valor posible de punto de quiebre para cualquier estima-
dor sea 0.5, ya que no tendria sentido considerar mas del 50 % de las muestras como
valores atipicos. Dos casos ilustrativos son el promedio y la mediana de un conjunto
de ntmeros reales {1, ..., a;}. El promedio tiene un punto de quiebre igual a 0, ya
que este puede hacerse arbitrariamente grande haciendo suficientemente grande cual-
quiera de los valores «;. Por otra parte, la mediana tiene un punto de quiebre igual
a 0.5, ya que la mitad de los objetos pueden hacerse tender a infinito sin obtener
un aumento considerable de la mediana. En este anexo se presenta un estudio sobre

la robustez del concepto mediana generalizada (generalized median concept) [56], del

cual la particion mediana es un caso particular.

Notacion

Sea §2 un conjunto de objetos (cualquier tipo de objetos). Este puede ser un

conjunto finito o infinito.
Sea d : 2 x 2 — R, una distancia (métrica) definida sobre el conjunto €.
Sea X C Q un conjunto de n objetos X = {x1,z9,...,2,}.

La mediana generalizada z* del conjunto X se define como:
= argglelgzd(x,xi) (1)

Para cada objeto x € €) la suma de distancias desde él a cada objeto en X se

denota como:

Sx(x) = Z d(x, x;)

Entonces, x* es un objeto con un valor minimo de Sy.
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Ademas, se define el radio del conjunto X, r(X') como:

r(X) = maxd(z*, x;)

xr;€X

Planteamiento del problema

Sea X un conjunto de n objetos y * € () la mediana generalizada para el conjunto
X. Se anaden m (m < n) nuevos objetos Y = {y1,vs,...,yn} al problema. Entonces,
se tienen n + m objetos denotados por Z = X UY. Sea 2* la mediana generalizada

del conjunto Z. Para este problema, se formula la siguiente proposicion:

Proposiciéon A. 1. La distancia entre x* y z* estd acotada y esta cota no depende
de la posicion de los nuevos objetos Y respecto a los objetos existentes X. Especifica-

mente, se cumple:

d(a*, 2") < ( 2 ) () 2

n—m

Demostracion. Como z* es la mediana generalizada de Z, Sz(z*) < Sz(x*). Entonces,

dz*,z) + ... +d(Z" x,) +d(Z5y) + .o+ A2 ym) < d(x¥ ) + . d(x )+
+d(z*,y1) + ...+ d(z”, ym)

(3)
Sin embargo, como z* es la mediana generalizada de X, Sx(z*) < Sx(z*), en otras
palabras:
dx*,z1) + ... +d(x*,x,) <dz"z)+ ... +d(Z" x,)

Por tanto, con el objetivo de satisfacer la desigualdad (3), deben cumplirse las dos

siguientes propiedades:
w (3) d(z5p) + . A2 ym) < d(@Fy) 4+ d(E ym)

w (i) d(zfz)+ ..o+ d(2Fx,) — (d(a*z) + ..+ d(atxy,)) < d(z®y) + ..+
A", ym) = (d(2" 1) + .+ d(2", Ym))

Agrupando los términos en la segunda desigualdad (i), se obtiene que:

(d(z",x1) —d(z",21)) + ...+ (d(z", x,) — d(z",2p,)) < (d(x*, 1) —d(z",91)) + ...+

(A", ym) — d(2", ym))
(4)
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Usando las propiedades de simetria y desigualdad triangular de d, para cada y; se

cumple que:
d(@*,y;) — d(z", ;) < |d(2",y;) — d(z", yi)| < d(27,27)

Usando esta ultima desigualdad en cada término del miembro derecho de la inecua-

cion (4), se obtiene:
(d(z*,z) —d(z*,21)) + ...+ (d(z", x,) — d(x",2,)) <m-d(x", 2%) (5)

En el miembro izquierdo de la inecuacion (5), se tienen n términos de la forma
(d(z*,z;) — d(z*, x;)). Para que se satisfaga la desigualdad (5), al menos uno de los

términos en el miembro izquierdo debe satisfacer lo siguiente:

(d(z*,zp) — d(z",zp)) < — - d(x*, 2") (6)

=3

Esto es facil de verificar ya que si ninguno de los términos satisface esta tltima
propiedad, no se cumple la desigualdad (5). De esta manera, se puede asumir sin
pérdida de generalidad que el k-ésimo término satisface esta tltima propiedad (6).

Ahora, usando la simetria y la desigualdad triangular de d, se obtiene:
d(z*, 2*) < d(z*, x) + d(z", x) (7)

Despejando d(z*, z) en la desigualdad (6) y sustituyendo en el miembro derecho
de la desigualdad (7), se obtiene:

d(z*, 2") < d(z*,x) + d(z*, xp) + . d(z*, z%)
n

n—m

cd(x*,2%) < 2-d(x”, )
n

2n

n—m

d(z*,z") < ~d(z*, xy,)

Finalmente, asumiendo el peor caso, i.e., 3 es el objeto a mayor distancia de z*,

en otras palabras, asumiendo que 7(X) = d(z*, z), se tiene:

2n

d(z*,z") <

y la proposicion queda probada. O
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Esta cota superior es totalmente independiente de las posiciones de los nuevos
objetos. Es decir, dado un conjunto de n + m objetos con m < n se pueden hacer
tender a infinito m objetos que la mediana generalizada de este conjunto se mantendré
relativamente cerca. Por tanto, se puede concluir que el punto de quiebre de la mediana
generalizada y por tanto de la particion mediana es 0.5. La demostracion propuesta en
este anexo esta basada en el hecho de que la medida utilizada para definir la mediana
generalizada es una distancia (métrica). No obstante, los resultados propuestos en
este anexo son también validos para la definicion del problema usando una funciéon
nicleo, ya que el problema de la particion mediana con una funcién nicleo puede ser
reducido al problema de la particion mediana usando una distancia. Esto es posible
porque una funciéon nucleo induce una distancia entre los objetos ya que la funcion

niicleo puede ser calculada como un producto interno en un espacio de Hilbert.
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Anexo 4: Indice de Rand como funcion ntucleo

Dado un conjunto de objetos X = {x1,...,z,} y el conjunto de todas las posibles
particiones de los objetos X, Py, el indice de Rand [86] RI : Px x Px — R se define
entre dos particiones P, = {Cf,...,C4 } vy B, ={C?,...,C} } como:

NP+ Ngb

RI(P,, B,) = YY) (8)

donde N¥ es la cantidad de pares de objetos que estan agrupados en el mismo grupo
en P, y en P,, mientras que N es la cantidad de pares de objetos que estin en

diferentes grupos tanto en P, como en F.

Donde estas medidas pueden ser escritas como:

Nab_Z?zlzg;légjﬁg 1 . L ost (#£HANEBCEPR iz, €C Ay EC)
g = onde 0;; =
2 0, en otro caso.

D1 2 Ve v donde . — 1, si fCe P :a; € CAzj€C;
2 “ 0, en otro caso.

luego el indice de Rand puede ser reescrito como:

ST ogegh S ST e b
RI(P, P,) = 2o 21 n( _Zl)” 2o 06 (9)

ab __
NOO -

Proposicion A. 2. En indice de Rand (RI) es una funcidn nicleo.
Demostracion. Para probar que la funcion RI es un ntcleo es necesario probar que:
= RI es simétrica.

» Vi e N, Va,ag,...,a0, ERy VP, P, ..., P, € Px se cumple que:

t t
> ) 0w, RI(Py, B) > 0

a=1 b=1

La simetria es evidente de la definicion del indice de Rand. Para demostrar la segunda
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propiedad, se sustituye en la expresion anterior la ecuacion (9).

71]' >0

Zzt: Z’L 12] 15’?]5'?]—’_21 12 1/713
[0 %%0% )

a=1 b=1 n(n —1)

reorganizando los términos se tiene

t t

nn—1) ZZZZ%% (0500 +7i570) = 0

zl]lalbl

n. o n t t t t
Z Z (Z Z aadfjendy; + Z Z %7%%7%) >0
b=1

=1 j=1 \a=1 b= a=1 b=1

donde nuevamente al organizar los términos se obtiene

t 2 ¢ 2
n—l ZZ (Zlo‘a‘sfj) + <Z%%“j> >0
a= a=1

zljl

con lo cual queda demostrada la proposicion. O
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Anexo 5: Plataforma de experimentacién para la com-

binacion de agrupamientos

Para apoyar el estudio realizado acerca de los algoritmos de combinaciéon de agru-
pamientos se desarroll6 una plataforma!! de experimentacion de algoritmos de com-

binaciéon de agrupamientos llamada Clustering Ensemble Suite. En esta se realizo la

implementacion de diversos tipos de métodos tales como: algoritmos de agrupamien-

to jerarquicos: Single Link, Complete Link y Average Link, asi como no jerarquicos:

K-Means. También se incorporaron algoritmos basados en particionamiento de gra-
fos (METIS y HMETIS). Para la validacion de estructuraciones se implementaron
indices internos y externos. Ademas, se adicionaron diferentes algoritmos de com-
binacién de agrupamientos basados fundamentalmente en métodos de co-asociacion

(Co-association, Weigthed association y Probability association), algoritmos basados

en la Teoria de la Informacion (QMI) y basados en particionamiento de grafos e hi-
pergrafos (CSPA, HGPA y MCLA). Estos algoritmos son capaces de trabajar con
diferentes tipos de datos: numéricos, categoricos y mezclados, ademas de ser robustos

ante la ausencia de informacion (missing values). La plataforma desarrollada brinda

al usuario la oportunidad de seleccionar diferentes configuraciones para los algorit-
mos seleccionados asi como la visualizacion de los resultados obtenidos, facilitando
el analisis y comprension de los experimentos realizados. Esta plataforma esta com-
pletamente implementada en el lenguaje de programacion C# 3.0, soportado por el

NET Framework 3.5 de Microsoft Corporation. El entorno visual est4 implementado

en Windows Presentation Fundation (WPF), una tecnologia también soportada por

el .NET Framework 3.5. La programacion de dicha plataforma es lo suficientemente

flexible para admitir la incorporaciéon de nuevos algoritmos relacionados con el tema,
que permitan hacer de la misma una herramienta mas completa. Una parte considera-
ble de los experimentos presentados en esta tesis fueron realizados en esta plataforma.
Actualmente, se contintia en el proceso de incorporacion de nuevos algoritmos a dicha
plataforma, con el fin de convertirla en una herramienta de gran utilidad para futuras

investigaciones en temas relacionados con la combinacion de agrupamientos.

I Esta plataforma computacional fue desarrollada por los licenciados en Ciencias de la Compu-
tacion, Joan Sosa Garcia y Alejandro Guerra Gandén de la facultad de Matematica y Computacion
de la Universidad de la Habana como parte de su trabajo de tesis de diploma bajo la tutoria del
autor de este documento.
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