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SÍNTESIS

En esta tesis se investigan los métodos de combinación de agrupamientos. A pesar
del auge que han tenido estos métodos en los últimos años debido a su utilidad en
problemas prácticos, no existe un estudio completo de los diferentes tipos de métodos
propuestos. En este documento, primeramente, se presenta un análisis de los diferen-
tes métodos de combinación de agrupamientos existentes en la literatura, teniendo en
cuenta las diferentes formas de formular teóricamente el problema, así como las diver-
sas herramientas matemáticas y computacionales utilizadas en cada tipo de método.
Posteriormente, a partir de las de�ciencias encontradas en los algoritmos estudiados,
se proponen los métodos de combinación de agrupamientos basados en funciones nú-
cleo, los cuales presentan algunas ventajas con respecto a los métodos existentes. Dos
partes fundamentales de este tipo de métodos son: el uso de un mecanismo automá-
tico de análisis de la calidad de las particiones y el uso de una medida de similitud
entre particiones que cumpla la propiedad de ser una función núcleo. De esta manera,
se proponen tres medidas de similitud entre particiones que satisfacen dicha propie-
dad. Por otra parte, se estudia la importancia del uso de la información contenida
en el conjunto de objetos originales del problema para el paso de combinación de los
agrupamientos. Se desarrollan algoritmos capaces de utilizar dicha información en el
proceso de combinación y trabajar en problemas con datos numéricos, no numéricos
y mezclados. Además, se estudia la relación existente entre el problema de la combi-
nación de agrupamientos y otros problemas de Reconocimiento de Patrones de gran
importancia práctica como son: la selección de la partición representativa en una je-
rarquía de particiones y la combinación de diferentes segmentaciones de una imagen.
De esta forma se propone un nuevo enfoque para la selección de la partición repre-
sentativa en una jerarquía utilizando los resultados obtenidos en el desarrollo de los
métodos de combinación de agrupamientos basados en funciones núcleos. También,
se propone un nuevo método de combinación de segmentaciones donde se tiene en
cuenta la posible alta dimensionalidad de la imagen y se respeta la relación espacial
existente entre los pixeles que la conforman. Todos los algoritmos presentados en esta
tesis fueron probados en colecciones de datos internacionales, demostrando experi-
mentalmente una mayor e�cacia que los reportados en la literatura para los mismos
propósitos.
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INTRODUCCIÓN

Durante los últimos años, ha existido un aumento acelerado de los datos alma-

cenados, provenientes de una gran variedad de disciplinas. Estos datos describen ca-

racterísticas de objetos y fenómenos naturales, resumen resultados de experimentos

cientí�cos, etc. Una de las actividades más importantes dentro del análisis de datos

es clasi�carlos o agruparlos en categorías, clases o grupos (clusters), de tal manera

que los objetos ubicados en un mismo grupo compartan más propiedades entre sí que

con objetos de otros grupos. De esta forma, el estudio y desarrollo de algoritmos y

sistemas computacionales capaces de realizar tal tarea, se ha convertido en un área

de investigación muy activa en los últimos años.

Los sistemas de clasi�cación pueden ser supervisados, parcialmente supervisados

o no supervisados [17, 26]. De manera general, la clasi�cación supervisada se basa

en la disponibilidad de un conjunto de objetos de entrenamiento, donde para cada

objeto, se conoce la clase a la cual está asociado. De esta forma, un nuevo objeto

se clasi�cará en al menos una de las clases existentes (representada por una etiqueta

en particular), de acuerdo a su relación de parecido con los objetos en el conjunto

de entrenamiento1. Sin embargo, en la clasi�cación no supervisada o agrupamiento

(clustering) no existe conjunto de entrenamiento. Su propósito general consiste en

crear una estructuración (clustering) de un conjunto de objetos en grupos (clusters).

Estos grupos se construyen de manera tal que objetos en un mismo grupo tienden

a ser similares en algún sentido, mientras que objetos en distintos grupos tienden

a ser diferentes. En estos problemas se dan dos situaciones: cuando se conoce el

número de grupos en los que se debe estructurar el conjunto de objetos (clasi�cación

no supervisada restringida); y cuando este número es parte del problema a resolver

(clasi�cación no supervisada libre). En los problemas de clasi�cación parcialmente

supervisados, la situación es en cierto sentido un híbrido de las dos anteriores: se

1En este documento no se están considerando los algoritmos basados en reglas de asociación u
otros que en lugar del �parecido� entre los objetos se basan en el cumplimiento de propiedades que
caracterizan a las clases dadas en los problemas.

1



2 Introducción

conocen algunas de las clases del problema, se tienen muestras de algunas de ellas

pero no de todas e incluso pueden aparecer nuevas clases que no se sabía que existían.

El problema de la clasi�cación no supervisada es una de las etapas más importantes

en un gran número de ciencias, en particular, las naturales y sociales. La Taxonomía

es el primer período de trabajo cientí�co en muchas de las áreas del conocimiento y es

una de las herramientas necesarias en muchas de las investigaciones en la actualidad.

Todos los procesos taxonómicos, en cualquier ciencia, son instancias de este tipo de

problemas. La clasi�cación no supervisada es la piedra angular en la mayoría de

los problemas de Minería de Datos y de extracción de conocimiento. Los algoritmos

de agrupamiento son de gran utilidad para la solución de un número considerable

de problemas prácticos, estos encuentran aplicación directa en diversas ingenierías,

ciencias de la computación, ciencias médicas y naturales, astronomía, ciencias sociales,

ciencias económicas, entre otras [28, 55, 124].

En la actualidad existe una gran cantidad de algoritmos de agrupamiento repor-

tados en la literatura. Estos se pueden catalogar en extensionales o conceptuales, en

dependencia de la forma en que se determinen los grupos; en duros o difusos, en

dependencia de la Teoría de Conjuntos que se emplee; en particionales o jerárquicos,

si la estructuración obtenida es una sola o si se determina una sucesión anidada de

estructuraciones que pueden ser particiones o cubrimientos en dependencia de las

relaciones conjuntuales entre los grupos, si todos son o no disjuntos. De manera ge-

neral, entre los algoritmos de agrupamiento más conocidos se encuentran: k-Means

[72], Expectation Maximization (EM) [76], algoritmos basados en teoría espectral de

grafos [96, 117], algoritmos jerárquicos como el Single-Link o Complete-Link [54],

algoritmos de agrupamiento de datos mezclados e incompletos [91], algoritmos de es-

tructuración difusa como Fuzzy c-Means [16], etc. (ver resumen en [55, 124]). Como

se ha mencionado, todos estos algoritmos pueden ser empleados en la solución de

muchos problemas prácticos. Sin embargo, a la selección de un algoritmo en parti-

cular debe llegarse a partir de un proceso de modelación matemática que, en alguna

medida, asegure un empleo metodológicamente fundamentado del algoritmo. Pero,

frecuentemente es muy difícil determinar a priori cuál algoritmo de agrupamiento va

a funcionar correctamente para un problema en particular. Además, como se conoce,

no existe un algoritmo de agrupamiento que pueda ser utilizado en cualquier proble-

ma de clasi�cación no supervisada con resultados satisfactorios. Es importante notar

que cuando se aplica un algoritmo de agrupamiento a un conjunto de objetos, este

impone una organización en los datos de acuerdo al criterio de agrupamiento interno
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del algoritmo, las características de la medida de similitud o disimilitud entre objetos

utilizada y de las propias características de los datos. Por tanto, si se tienen diferen-

tes algoritmos de agrupamiento y se aplican sobre el mismo conjunto de objetos, se

pueden obtener resultados muy diferentes. Pero cuál es el correcto. ¾Cómo pueden

ser evaluados estos resultados? En clasi�cación no supervisada, la evaluación de los

resultados está relacionada con el uso de los Índices de Validación de Agrupamientos2

(Cluster Validity Indexes; CVI) [18], los cuales son usados para medir la calidad de

las estructuraciones obtenidas por los algoritmos de agrupamiento.

De manera general, los CVIs se dividen en dos grandes grupos: índices exter-

nos e índices internos. Los índices externos usan como referencia para comparar-

se, una estructuración especí�ca, la cual se obtiene a partir de información previa

acerca de los datos, donde esta estructuración es vista como la ideal o verdadera

(ground-truth). Una estructuración de los datos es mejor en la medida que se pa-

rece más a dicha estructuración de referencia. De esta forma, un índice externo es

una función de comparación entre estructuraciones, que evalúa el parecido entre una

estructuración obtenida por un algoritmo de agrupamiento y la estructuración de re-

ferencia del problema. Entre los índices externos más usados se encuentran la medida

F (F-measure) [107], el índice de Rand [86], el índice de Jaccard [13], la Variación de

Información (Variation of Information; VI) [77] y la Información Mutua Normalizada

(Normalized Mutual Information; NMI) [99]. Cualquier medida de (di)similitud entre

estructuraciones puede ser utilizada como índice externo. Sin embargo, en problemas

reales, una limitante que aparece frecuentemente es que esta estructuración de refe-

rencia no está disponible, pues de tenerla no sería necesario aplicar los algoritmos de

agrupamiento.

Los índices internos se basan solamente en la información contenida en la propia

estructuración de los datos, es decir, no necesitan información adicional para evaluar

una estructuración. Un gran número de estos índices asumen que las estructuraciones

obtenidas por los algoritmos de agrupamiento deben cumplir que los objetos en un

mismo grupo deben ser más parecidos entre sí que objetos de grupos diferentes. Por

tanto, estos evalúan la compacidad u homogeneidad de cada grupo y la separación

de cada uno de los grupos en la estructuración, por ejemplo: el índice de validación

SD [48], el índice de Davies-Bouldin y el Ancho de la Silueta [90]. Por otra parte,

otros índices evalúan qué tanto cumple una estructuración con el concepto de co-

nectividad [49]. Existe una gran cantidad de estos índices, cada uno de los cuales

2Por simplicidad, a lo largo del documento se llamarán: índices o CVI.
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aplica un criterio de evaluación diferente o la combinación de un conjunto de éstos,

ya sea compacidad, separación, conectividad, etc. Un índice interno puede decir en

qué medida se cumple una o un conjunto de propiedades en una estructuración, pero

esto no signi�ca que pueda decir cuándo una estructuración es correcta o mejor que

otra, estos conceptos dependen en gran medida del problema particular. Debido a la

naturaleza no supervisada de los problemas de agrupamiento de datos, no siempre

es posible conocer qué características o propiedades son relevantes para el problema

en cuestión. Como consecuencia, la evaluación de los resultados con índices internos

podría no responder a las necesidades reales del problema abordado si las propiedades

medidas por el índice y las propiedades relevantes en el problema en cuestión no se

corresponden.

Por tanto, el uso de CVIs no representa una solución de�nitiva al problema de

hallar la estructuración más adecuada para un problema de agrupamiento dado. De

hecho, en términos generales, el problema de buscar la estructuración más adecuada

no tiene solución, su solución solo puede ser alcanzada en función del conocimiento

especí�co que se tenga del problema, por ejemplo, si se sabe que la estructuración

a obtener debe ser compacta y separada, los índices que midan compacidad y se-

parabilidad serán los más adecuados en este problema. Cuando este conocimiento

no está presente, no se puede hablar de la estructuración más adecuada, sino que

pueden existir diferentes estructuraciones donde cada una de las cuales aporta una

cierta información sobre el problema. La cuestión a resolver es cómo conciliar todas

estas informaciones para obtener una estructuración de consenso. De ahí surge la idea

de la combinación de agrupamientos3 (Clustering Ensemble). Esta idea está basada

en el éxito obtenido en la combinación de clasi�cadores supervisados [65]. Además,

responde a la idea intuitiva de que si no se conoce la calidad de ciertos resultados in-

dividuales, la opción de combinarlos puede ser superior a seleccionar algún resultado

simple.

La mayoría de los algoritmos de agrupamiento forman particiones4 de un con-

junto de datos, es decir, dado un conjunto de objetos X = {x1, x2, . . . , xn}, des-
pués de aplicar un algoritmo de agrupamiento, se obtiene una estructuración P =

{C1, C2, . . . , Cd} tal que:

Ci ̸= ∅,∀i = 1, . . . , d

3Los términos combinación de agrupamientos y combinación de resultados de clasi�cadores no

supervisados son utilizados indistintamente en este documento.
4Se asume que son particiones duras de los datos.
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i=1Ci = X

Ci ∩ Cj = ∅,∀i, j = 1, . . . , d, con i ̸= j

Consecuentemente, la mayoría de los métodos de combinación de agrupamientos es-

tán diseñados para la combinación de particiones de los datos. Por tanto, en este

documento cuando se habla de agrupamiento, estructuración o resultado de algorit-

mo de clasi�cación no supervisada, se hace referencia a particiones según la de�nición

anterior. En caso de hablarse de otro tipo de estructuración será dicho explícitamente.

Con el objetivo de formalizar el concepto de combinación de agrupamientos, dife-

rentes autores han de�nido un conjunto de propiedades que sería deseable encontrar

en este tipo de algoritmos [37, 100]. Algunas de estas propiedades son:

E�cacia: Los resultados obtenidos por algoritmos de combinación de agrupa-

mientos deben ser, de manera general, más adecuados para la solución de pro-

blemas de estructuración que los resultados obtenidos por los algoritmos de

agrupamiento simples.

Consistencia: El resultado de la combinación debe ser, de alguna manera, muy

similar a todas las particiones que se combinaron.

Novedad : Los algoritmos de combinación de agrupamientos deben permitir en-

contrar estructuraciones de los datos inalcanzables por los algoritmos de agru-

pamiento simples.

Robustez : Los resultados deben presentar una baja sensibilidad al ruido y valores

atípicos (outliers).

Sin embargo, estas propiedades son difíciles de veri�car en la práctica debido a la poca

formalidad en sus de�niciones y a la propia naturaleza no supervisada del proceso de

agrupamiento. Además, no se han desarrollado medidas para evaluar este tipo de

propiedades en los algoritmos de combinación de agrupamientos.

No obstante, en esta última década se han propuesto numerosos algoritmos de

combinación de agrupamientos, motivados principalmente por los buenos resultados

alcanzados por los mismos en la solución de problemas prácticos de clasi�cación no

supervisada (ver Sección 1.3). De manera general, los métodos de combinación de

agrupamientos consisten en dos pasos fundamentales: Generación y Consenso5. En

la generación se obtiene un conjunto de estructuraciones (particiones) del conjunto

5También conocido por Mecanismo de Combinación o Función de Consenso.
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de objetos originales y en el consenso estas particiones se combinan para obtener el

resultado �nal: la partición de consenso (ver Figura 1.1).

En la literatura de los métodos de combinación de agrupamientos, se pueden

encontrar diferentes de�niciones de la partición de consenso. En ocasiones, esta se

de�ne de manera implícita como la función objetivo del algoritmo propuesto, lo cual

imposibilita el análisis teórico de la misma. Por otra parte, existen algoritmos donde la

partición de consenso se de�ne rigurosamente a partir de la búsqueda de la partición

mediana [11]. Esto es, dado un conjunto de objetosX = {x1, x2, . . . , xn} y un conjunto
de particiones de X, P = {P1, P2, . . . , Pm}, la partición mediana se de�ne como:

P ∗ = arg max
P∈PX

m∑
j=1

Γ (P, Pj) (1)

donde PX es el conjunto de todas las posibles particiones de X y Γ es una medida de

similitud6 entre particiones.

Los primeros estudios matemáticos del problema de la partición mediana (1) se

remontan a los trabajos de Régnier [88] y Mirkin [79]. Posteriormente, se realizaron

diferentes estudios acerca del problema de la partición mediana. Sin embargo, los

principales resultados teóricos han sido obtenidos para el caso particular de cuando

Γ es la diferencia simétrica o distancia de Mirkin [81]. Krivanek y Moravek [63]

probaron que el problema de la partición mediana (1) con la distancia de Mirkin es

NP-duro (NP-hard).
Este problema, con otras medidas de (di)similitud, no ha sido apropiadamente es-

tudiado. Sin embargo, en la práctica, otras medidas de (di)similitud entre particiones

como el índice de Rand, Información Mutua Normalizada, Variación de Información

entre muchas otras, son ampliamente utilizadas debido a su capacidad para la com-

paración de particiones.

Por otra parte, existen otros problemas de Reconocimiento de Patrones de gran

importancia práctica que se encuentran estrechamente relacionados con el problema

de la búsqueda de la partición mediana (1). Sin embargo, estos se de�nen y enfrentan

usualmente desde otras perspectivas. En particular se hace referencia al problema de

encontrar un nivel representativo en una jerarquía de particiones y al problema de la

combinación de segmentaciones de una imagen.

De esta forma, al analizar el problema de la partición mediana, los algoritmos

6Este problema puede de�nirse de manera análoga como P ∗ = argminP∈PX

∑m
j=1 Γ (P, Pj) cuan-

do Γ es una medida de disimilitud entre particiones.
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de combinación de agrupamientos existentes en la literatura y los dos problemas de

Reconocimiento de Patrones mencionados anteriormente, se encuentran las siguientes

motivaciones para realizar esta investigación:

En la actualidad, el desarrollo de algoritmos de combinación de agrupamien-

tos ha ganado un gran auge, sin embargo, no existe un estudio comparativo

completo de los métodos propuestos.

Un problema fundamental en combinación de agrupamientos es cómo de�nir

teóricamente la partición de consenso. En este sentido, el enfoque basado en

la búsqueda de la partición mediana es el que mayores garantías presenta. Sin

embargo, este enfoque implica la solución de un problema combinatorio ex-

ponencial. Por tanto, los algoritmos basados en este enfoque siguen diferentes

heurísticas. No obstante, muchas de estas heurísticas no enfrentan directamente

el problema combinatorio planteado, en otras palabras, no van en la dirección

de encontrar la solución de este problema.

La gran mayoría de estos algoritmos combinan los agrupamientos sin tener en

cuenta la calidad de cada agrupamiento. Sin embargo, en el proceso de genera-

ción puede que se obtengan particiones de muy baja calidad, que solo represen-

ten ruido para el proceso de combinación. Por tanto, un análisis de la calidad de

las particiones antes del proceso de combinación podría mejorar los resultados

�nales.

Los algoritmos de combinación de agrupamientos, en el paso de consenso, sólo

utilizan información del conjunto de particiones para obtener la partición de

consenso. Sin embargo, el conjunto de objetos originales del problema y sus

valores de (di)similitud son informaciones valiosas que podrían aumentar la

e�cacia de estos algoritmos.

Los problemas de la selección del nivel representativo de una jerarquía de par-

ticiones y de la combinación de segmentaciones de una imagen pueden ser mo-

delados como subproblemas del problema de la combinación de agrupamientos.

De esta manera, ambos podrían bene�ciarse de los resultados obtenidos para el

problema general de la combinación de agrupamientos.

El objetivo general de esta tesis es obtener un conjunto de resultados que per-

mita el desarrollo de algoritmos e�caces de combinación de agrupamientos y con un
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fundamento teórico adecuado, que además permitan resolver problemas tales como la

selección de un nivel representativo en una jerarquía de particiones y la combinación

de diferentes segmentaciones de una imagen. Desde el punto de vista metodológico

este problema se abordó de acuerdo a los siguientes objetivos especí�cos:

Realizar un análisis crítico de los algoritmos de combinación de agrupamientos

existentes en la literatura. Haciendo énfasis en las diferentes maneras de de-

�nir la partición de consenso y en las diferentes herramientas matemáticas y

computacionales utilizadas para desarrollar los algoritmos existentes.

Desarrollar nuevas medidas de similitud entre particiones que faciliten el proceso

de combinación de particiones.

Desarrollar métodos para la estimación de la relevancia de cada partición con el

objetivo de aumentar la in�uencia de las particiones más informativas y reducir

la in�uencia de particiones ruidosas en el proceso de combinación.

Desarrollar nuevos algoritmos de combinación de agrupamientos que sean:

• E�caces y e�cientes.

• En los cuales el método computacional propuesto responda a la de�nición

teórica del problema.

• Permitan encontrar la partición de consenso sin necesidad de especi�car

como parámetro el número de grupos en la misma.

Desarrollar algoritmos de combinación de agrupamientos que tengan en cuenta

la información de los objetos originales del problema, incluso capaces de trabajar

con objetos descritos en términos de datos mezclados e incompletos.

Desarrollar un nuevo algoritmo para la selección del nivel representativo en una

jerarquía de particiones basado en los resultados obtenidos en la combinación

de agrupamientos.

Desarrollar un nuevo algoritmo de combinación de segmentaciones de una ima-

gen basado en los resultados obtenidos en la combinación de agrupamientos.

En esta investigación se formularon las siguientes hipótesis:

H1- La de�nición de la partición de consenso a partir de la búsqueda de la partición

mediana, utilizando un mecanismo de asignación de pesos a las particiones y una
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medida de similitud entre particiones que sea una función núcleo (kernel functions)

[94], permite desarrollar algoritmos de combinación de agrupamientos más e�caces

que los existentes en la literatura.

H2- El uso de los objetos originales del problema y sus valores de similitud en el

proceso de combinación de particiones permite aumentar la e�cacia de los algoritmos

de combinación de agrupamientos.

H3- Los problemas de la selección del nivel representativo de una jerarquía de

particiones y de la combinación de segmentaciones de una imagen pueden modelarse

como subproblemas de la combinación de agrupamientos. De esta manera, se pue-

den desarrollar algoritmos e�caces para solucionar ambos problemas a partir de los

resultados obtenidos para la combinación de agrupamientos.

La novedad cientí�ca de la investigación radica en:

Dos medidas de similitud entre particiones que satisfacen la propiedad de ser

funciones núcleo. Demostración que el índice de Rand es una función núcleo. Un

nuevo método de combinación de agrupamientos basado en el uso de funciones

núcleo.

Demostración de la robustez de la partición mediana como fundamentación del

uso de la misma como partición de consenso.

Un mecanismo automático de análisis de la calidad de las particiones que per-

mite asignarle un peso a cada partición en el proceso de combinación.

Un nuevo enfoque para la selección de la partición representativa en una je-

rarquía utilizando los resultados obtenidos en el desarrollo de los métodos de

combinación de agrupamientos. Un nuevo método de combinación de segmen-

taciones donde se tiene en cuenta la posible alta dimensionalidad de la imagen

y se respeta la relación espacial existente entre los pixeles que la conforman.

Incremento de la e�cacia de los métodos basados en co-asociación mediante el

uso de la información contenida en el conjunto de objetos originales del pro-

blema en el paso de combinación de agrupamientos. Extensión del algoritmo

de combinación de agrupamiento basado en funciones núcleo para trabajar en

problemas con datos numéricos, no numéricos y mezclados.

Desarrollo de una taxonomía de las diferentes técnicas de combinación de agru-

pamientos existentes en la literatura a partir de un estudio comparativo de las

mismas.
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El contenido fundamental de la tesis está estructurado en cuatro capítulos. En el

Capítulo 1 se realiza un estudio crítico de los principales métodos de combinación

de agrupamientos existentes, y se presenta una taxonomía de los mismos teniendo

en cuenta las diferentes formas de de�nir el problema, así como las herramientas

matemáticas y computacionales que son utilizadas para enfrentarlo. A partir de este

estudio, en especial de las ventajas y desventajas de los métodos analizados, surgen las

motivaciones para desarrollar los métodos y resultados presentados en los capítulos

posteriores. En el Capítulo 2 se introduce el enfoque de combinación de agrupamien-

tos basado en funciones núcleo. Como parte de este enfoque se introduce un procedi-

miento automático de asignación de pesos a las particiones para mejorar la calidad del

proceso de combinación, se introducen nuevas medidas de similitud entre particiones

que cumplen la propiedad de ser funciones núcleo y se desarrolla un mecanismo de

consenso basado en estas. En el Capítulo 3 se presentan algoritmos de combinación

de agrupamientos capaces de utilizar la información de los objetos originales y sus

valores de similitud en el proceso de combinación. Se estudia y analiza la ventaja que

brinda el uso de los objetos originales y los problemas que pueden surgir al utilizarlos.

Además, se presenta una vía de solución efectiva para estos problemas. En el Capí-

tulo 4 se estudian dos problemas de reconocimiento de patrones desde la perspectiva

de la combinación de agrupamientos. En la sección 4.1 se analiza el problema de la

selección de un nivel representativo en una jerarquía de particiones, obtenida por la

aplicación de un algoritmo de agrupamiento jerárquico. Se estudia el enfoque usual

para enfrentar este problema y se presenta un nuevo enfoque de solución basado en la

�losofía de la combinación de agrupamientos usando funciones núcleo. En la sección

4.2 se aborda el problema de la combinación de diferentes segmentaciones de una ima-

gen como un problema con características similares al problema de la combinación

de agrupamientos. Se propone un nuevo algoritmo de combinación de segmentaciones

donde se tiene en cuenta la estructura espacial de la imagen para aumentar la e�cacia

y e�ciencia del algoritmo. En cada capítulo, se presentan resultados experimentales

de los distintos algoritmos propuestos utilizando diferentes conjuntos de datos. Final-

mente se presentan las conclusiones, recomendaciones, referencias bibliográ�cas y un

conjunto de anexos que completan el trabajo presentado.

La mayor parte del contenido de esta tesis es una recopilación de los métodos y

resultados que aparecen publicados en los siguientes artículos del autor [35, 110, 111,

112, 113, 114, 115, 116].



Capítulo 1

ENFOQUES DE LA

COMBINACIÓN DE

AGRUPAMIENTOS

En este documento se utilizará la siguiente notación. Sea X = {x1, x2, . . . , xn}
un conjunto de objetos, donde cada xi es una tupla de cierto espacio de caracterís-

ticas f -dimensional Ωf para todo i = 1, . . . , n. P = {P1, P2, . . . , Pm} es un conjunto

de particiones, donde cada Pi = {Ci
1, C

i
2, . . . , C

i
di
} es una partición del conjunto de

objetos X con di grupos. Ci
j es el j-ésimo grupo de la partición i-ésima, para todo

i = 1, . . . ,m. Además, se denota PX al conjunto de todas las posibles particiones de

X, (P ⊂ PX). La partición de consenso (objetivo de todo algoritmo de combinación

de agrupamientos) se denota por P ∗ (P ∗ ∈ PX).

Por otra parte, en este documento se utilizan los conceptos similitud y disimilitud

para los cuales no existe un acuerdo a nivel mundial. En esta tesis, se asume una

de�nición general de estos conceptos basado en la de�nición de similitud propuesta

en [75]. Dado un conjunto de objetos X, una medida de similitud (disimilitud) es

una función Γ : X × X → R (π : X × X → R) acotada tal que Γ(x, x) = M

(π(x, x) = m) ∀x ∈ X donde M (m) es el máximo (mínimo) valor que alcanza la

función. Además, el concepto de medida de similitud (disimilitud) se asocia a la idea

intuitiva de que grandes valores de la función de similitud (disimilitud) signi�can un

mayor (menor) parecido entre los objetos comparados, mientras que valores pequeños

de la función de similitud (disimilitud) se interpretan como un menor (mayor) parecido

entre los objetos. Al añadirle otras propiedades a estas medidas se obtienen conceptos

ampliamente conocidos y utilizados, como por ejemplo, una disimilitud π que satisface

11
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(π(x, y) = 0) ⇔ (x = y), π(x, y) = π(y, x) y π(x, y) ≤ π(x, z) + π(z, y) ∀x, y, z ∈ X
se dice que es una distancia o métrica.

 

⋮ 
Objetos 

Partición 1 

Partición 2 

Partición m 

Generación 

Función de 

Consenso Partición de 

Consenso 

Consenso 

Figura 1.1: Diagrama del proceso general de los algoritmos de combinación de agru-
pamientos.

Los algoritmos de combinación de agrupamientos pueden dividirse en dos pasos

fundamentales: el mecanismo generación y la función de consenso (ver Figura 1.1).

Los diferentes mecanismos de generación se describen en la Sección 1.1 y en la Sección

1.2 se analizan las principales funciones de consenso y se presenta una taxonomía de

las mismas. Posteriormente, se presentan algunas aplicaciones de estos métodos en la

Sección 1.3 y �nalmente en la Sección 1.4 se presentan las consideraciones �nales de

este capítulo.

1.1. Mecanismos de generación

La generación es el primer paso de los algoritmos de combinación de agrupamien-

tos. En este paso se genera el conjunto de particiones que serán combinadas. En un

problema particular es muy importante aplicar un mecanismo de generación apropia-

do, ya que el resultado �nal va a estar condicionado por la calidad de las particiones

iniciales obtenidas en este paso.

Existen algoritmos de combinación de agrupamientos como el Voting-k-means [38]

que funcionan con un proceso de generación bien determinado, es decir, no combinan

cualquier conjunto de particiones. En este caso todas las particiones deben obtenerse

mediante la aplicación del algoritmo k-Means con diferentes inicializaciones del pa-

rámetro k que representa el número de grupos. Este método usa un valor grande de

k, con el objetivo de obtener una estructura compleja en la partición de consenso a
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partir de la combinación de pequeños grupos de forma hiperesférica en las particiones

iniciales.

Sin embargo, de manera general, en el paso de generación de los algoritmos de

combinación de agrupamientos no hay restricciones acerca de cómo las particiones

deben obtenerse. Por lo tanto, en el proceso de generación pueden ser aplicados dife-

rentes algoritmos de agrupamiento o el mismo algoritmo con distintas inicializaciones

de los parámetros. Además, pueden ser usados diversas representaciones de los ob-

jetos, diferentes funciones de similitud entre los objetos, distintos subconjuntos de

objetos o proyecciones de los objetos en diversos subespacios (ver Figura 1.2).

Mecanismos 

de Generación 

Diferentes 

algoritmos de 

agrupamiento 

Diferentes  

valores de 

parámetros 

Diferentes 

subconjuntos 

de objetos 

Diferentes 

representaciones 

de los objetos 

Proyección 

en diferentes

subespacios 

Figura 1.2: Diagrama de las principales técnicas utilizadas en la etapa de generación.

En la etapa de generación, es aconsejable utilizar aquellos algoritmos que mejor

se ajusten a las características del problema en cuestión. Sin embargo, en la mayoría

de los casos es muy difícil conocer a priori cuál algoritmo de agrupamiento va a ser

apropiado para un problema especí�co. La experiencia de los expertos en el área

del problema y una adecuada modelación matemática [20] pueden ser muy útiles en

estos casos. Además, si no hay información acerca del problema, se recomienda hacer

un conjunto de particiones diversas, ya que mientras más variado es el conjunto de

particiones, mayor es la información disponible en la etapa de combinación, debido a

que, como se mencionó anteriormente, cada algoritmo de agrupamiento introduce una

estructuración de los objetos, basada en las propiedades intrínsecas del propio criterio

de agrupamiento. Esta diversidad puede obtenerse usando diferentes mecanismos de

generación como se muestra en la Figura 1.2.

1.2. Funciones de consenso

La función de consenso es el paso principal en cualquier algoritmo de combinación

de agrupamientos. En este paso, se obtiene la partición �nal de los datos o partición

de consenso P ∗. Sin embargo, esta no se de�ne formalmente de la misma manera en
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todos los métodos existentes. En la siguiente sección se presenta un estudio de las

dos formas fundamentales de de�nición de la partición de consenso. Posteriormente,

se presenta una taxonomía de los diferentes tipos de mecanismos de combinación de

agrupamientos basado en las herramientas matemáticas y computacionales que se

utilizan en cada caso.

1.2.1. De�niciones de la partición de consenso

Después de un estudio de los métodos de combinación de agrupamientos reporta-

dos en la literatura, se detectaron dos enfoques fundamentales para la de�nición de

la partición de consenso, los cuales se nombrarán co-ocurrencia de objetos y partición

mediana [115].

Co-ocurrencia de objetos

En este enfoque, la idea es determinar cuál debe ser la etiqueta de grupo1 asociada

a cada objeto en la partición de consenso. Para hacer esto, se analiza cuántas veces un

objeto pertenece a un grupo determinado o cuántas veces dos objetos pertenecen al

mismo grupo en todas las particiones a combinar. La partición de consenso se obtiene

mediante un proceso de votación entre objetos, de alguna manera, cada objeto debe

votar por el grupo al cual va a pertenecer en la partición de consenso. En estos casos

no es posible obtener una expresión matemática de la partición de consenso, sino

que esta se de�ne implícitamente a partir de los pasos de cada uno de los algoritmos

basados en este enfoque. Esto limita el estudio teórico de las propiedades de este

tipo de métodos. No obstante, una gran parte de los algoritmos de combinación de

agrupamientos existentes están basados en este enfoque, por ejemplo, los métodos

basados en re-etiquetamiento y votación (Sección 1.2.2) y en matriz de co-asociación

(Sección 1.2.3).

Partición mediana

En este enfoque, la partición de consenso se de�ne como la solución de un proble-

ma combinatorio: el problema de encontrar la partición mediana de un conjunto de

1Identi�cador que denota cada uno de los grupos en una partición.
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particiones. Formalmente, la partición mediana se de�ne como:

P ∗ = arg max
P∈PX

m∑
j=1

Γ (P, Pj) (1.1)

donde Γ es una medida de similitud entre particiones. La partición mediana se de�ne

como la partición que maximiza la similitud con todas las particiones en el conjunto

de particiones2. Este enfoque está relacionado con la noción de valor central en es-

tadística, en particular con la mediana. En el Anexo 3 se demuestra la robustez de

la partición mediana, que signi�ca que dada la partición mediana de un conjunto de

n particiones, al añadir m < n particiones tan ruidosas como se quiera, la partición

mediana de este nuevo conjunto se mantiene relativamente cerca de la partición me-

diana inicial. Este resultado fundamenta la utilización de la partición mediana como

partición de consenso.

El problema (1.1) puede analizarse en la estructura algebraica asociada al conjunto

de todas las particiones de un conjunto de objetos, dada por la siguiente relación de

orden parcial.

De�nición 1.1. Sea X un conjunto de objetos y PX el conjunto de todas las posibles

particiones del conjunto X. Sobre PX se puede de�nir la relación de orden parcial3

�anidado en�4 denotada por ≼, donde P ≼ P ′ si y solo si, para todo grupo C ′ ∈ P ′

existen grupos Ci1 , Ci2 , . . . , Civ ∈ P , con v ≥ 1 tal que C ′ =
∪v
j=1Cij . En este caso se

dice que P es más �na (�ner) que P ′ (o P ′ es más gruesa (coarser) que P ).

Una estructura de retículo está asociada con esta relación de orden (ver ejemplo

en Figura 1.3). En esta, para cada par de particiones P , P ′ se de�nen las operaciones

binarias: ín�mo (meet) P ∧P ′ que es la mayor de las cotas inferiores, i.e., la partición

más gruesa de las particiones más �nas que P y P ′; supremo (join) P ∨ P ′ que es la

menor de las cotas superiores, i.e., la partición más �na de las particiones más gruesas

que P y P ′.

El problema de la partición mediana, utilizando la diferencia simétrica o distancia

de Mirkin [81] como medida de disimilitud entre particiones, ha sido estudiado desde

los años sesenta del pasado siglo. Precisamente, el primer tratamiento matemático

del problema de la partición mediana (1.1) fue presentado por Régnier [88] y poste-

2La partición mediana se puede de�nir equivalentemente minimizando la disimilitud respecto al
conjunto de estructuraciones en el caso de que Γ sea una medida de disimilitud entre particiones.

3Relación binaria re�exiva, antisimétrica y transitiva.
4También conocida como re�namiento.
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Figura 1.3: Diagrama de Hasse o representación grá�ca del retículo asociado al con-
junto de las particiones del conjunto de objetos X = {a, b, c, d}.

riormente por Mirkin [79], desde el punto de vista de la combinación de relaciones de

equivalencia5. Como es conocido, una partición de un conjunto de objetos X induce

una relación de equivalencia sobre X y viceversa. Por tanto el problema de hallar

la partición de consenso es equivalente a hallar la relación de equivalencia consenso.

En estos trabajos, junto a [11, 10, 12, 68], se presenta un tratamiento axiomático

del problema utilizando las propiedades del retículo asociado a PX , donde se prueban
algunos resultados que permiten conocer un poco acerca de la posición de la partición

mediana en dicho retículo, como son:

Principio de Pareto:
∧

1≤i≤m Pi ≼ P ∗

Principio de Co-Pareto: P ∗ ≼
∨

1≤i≤m Pi

No obstante, ninguna de estas propiedades permite hallar una solución polinomial

para el problema (1.1). Krivanek y Moravek [63] y también Wakabayashi [118] pro-

baron por vías diferentes que el problema de la partición mediana (1.1) de�nido con

la distancia de Mirkin es NP-duro. Esta demostración fue dada para el caso cuando

hay un número variable de particiones m en el conjunto de particiones. Sin embargo,

no se conoce si es un problema NP-duro para cualquier valor m en particular [30].

Para m = 1 o m = 2 la solución del problema es trivial, pero para m ≥ 3 no se co-

noce nada acerca de la complejidad computacional. Este problema desde el punto de

vista de la combinación de relaciones fue extensivamente estudiado por Wakabayashi

[119], donde se probó que para relaciones transitivas, el problema de hallar la relación

mediana es NP-duro. Siendo así el problema de hallar la relación de equivalencia

mediana un caso particular de este.

5Relación binaria re�exiva, simétrica y transitiva
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A pesar de que este problema es NP-duro, se han propuesto algunos algoritmos

para encontrar su solución exacta [119, 46]. Sin embargo, estos algoritmos solo pueden

ser aplicados en pequeñas instancias del problema, es decir, en problemas con un

número pequeño de objetos y de particiones.

El problema de la partición mediana (1.1) con otras medidas de (di)similitud ha

sido muy poco estudiado. Sin embargo, además de la distancia de Mirkin, existen un

gran número de medidas de (di)similitud entre particiones que pueden ser utilizadas

en la de�nición de este problema. Un análisis detallado de las diferentes medidas

de (di)similitud entre particiones puede ser encontrado en Meil  [77], P�tzner et al.

[84] y Amigó et al. [3]. Sin embargo, estos análisis han sido motivados por el hecho

de encontrar el mejor índice de validación externo. Por lo tanto, las propiedades de

estas medidas no han sido estudiadas desde la perspectiva de cómo ellas pueden ser

apropiadas para la de�nición del problema de la partición mediana.

Entre las principales medidas de (di)similitud entre particiones se pueden encon-

trar:

Medidas basadas en conteo de pares de objetos. Estas medidas cuentan los pares

de objetos en los cuales dos particiones concuerdan o discrepan. Algunas de estas

son el Índice de Rand [86], el Índice de Fowlkes-Mallows [34], el Coe�ciente de

Jaccard [13], la distancia de Mirkin [81] y algunas versiones de estas medidas.

Medidas basadas en cotejo de conjuntos. Estas medidas están basadas en la

comparación de la cardinalidad de conjuntos. Algunas de ellas son la Pureza y

la Pureza Inversa [132], la medida F [107] y la medida de Dongen [106].

Medidas basadas en teoría de la información. Estas medidas cuanti�can la infor-

mación compartida por dos particiones. Algunas de estas son la Clase Entropía

[9], la Información Mutua Normalizada [99], la Función de Utilidad [80], la

Variación de Información [77] y la medida V [89].

De manera general, este enfoque permite de�nir el problema de la combinación de

agrupamientos de una manera más rigurosa. Sin embargo, en este caso el problema

es de�nido a partir de un problema combinatorio exponencial. No obstante, existen

algoritmos que siguen este enfoque, en los cuales el problema es abordado siguiendo

diferentes heurísticas para tratar de encontrar o acercarse a la solución óptima de este

problema. Este es el caso, por ejemplo, de los métodos basados en factorización de

matrices no negativas (Sección 1.2.9) y los métodos basados en distancia de Mirkin

(Sección 1.2.7).
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Tipos de funciones de consenso

Siguiendo cualquiera de los dos enfoques de de�nición de la partición de consenso

se pueden encontrar diferentes tipos de mecanismos de combinación de particiones. El

problema de la combinación de agrupamientos ha sido abordado utilizando diferentes

herramientas matemáticas y computacionales. En la literatura pueden encontrarse

métodos basados en re-etiquetamiento y votación, matriz de co-asociación, particio-

namiento de (hiper)grafos, distancia de Mirkin, Teoría de la Información, modelos de

mezclas, algoritmos genéticos, factorización de matrices no negativas y estructuracio-

nes difusas. En la Figura 1.4 se presenta una taxonomía de las principales funciones

de consenso.

 

Funciones 
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Partición Mediana 

Basados en Co-
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de 
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Figura 1.4: Diagrama de las principales funciones de consenso. Los métodos basados
en el enfoque de co-ocurrencia de objetos son representados por un rectángulo (iz-
quierda) y los basados en el enfoque de la partición mediana son representados por
un rectángulo redondeado en las puntas (derecha).

En la Figura 1.4, además de la taxonomía basada en las herramientas matemáticas
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o computacionales utilizadas en cada método de combinación de agrupamientos, se

presenta una correspondencia entre cada tipo de método y uno de los dos enfoques

de de�nición de la partición de consenso (co-ocurrencia de objetos o búsqueda de

la partición mediana). Es importante notar que algunas de las funciones de consenso

presentan la peculiaridad de ser de�nidas a través del enfoque de la partición mediana,

pero en la práctica, la partición de consenso se obtiene mediante un mecanismo más

relacionado con el enfoque de co-ocurrencia entre objetos. Este es el caso, por ejemplo,

de los métodos basados en particionamiento de (hiper)grafos y los métodos basados

en teoría de la información. En la Figura 1.4 estos métodos son clasi�cados según el

enfoque de co-ocurrencia entre objetos.

En las siguientes secciones se presenta un análisis de cada uno de los tipos de

métodos de combinación de agrupamientos. Además, en el Anexo 2 se realiza un es-

tudio comparativo de los diferentes tipos de funciones de consenso teniendo en cuenta

su comportamiento respecto a un conjunto de características, lo cual permitirá una

mejor comprensión de las ventajas y desventajas de las mismas. En estos estudios, se

analizan algunas propiedades de cada tipo de método, a partir de las cuales surgieron

algunas de las motivaciones para realizar esta investigación.

1.2.2. Métodos basados en re-etiquetamiento

Los métodos basados en re-etiquetamiento y votación se proponen resolver como

primer paso el problema de la correspondencia de las etiquetas de los grupos6 y des-

pués, en un proceso de votación, cada objeto selecciona la etiqueta de grupo que le

será asignada en la partición de consenso.

Por ejemplo, Dudoit y Fridlyand [27], Fischer y Buhmann [31] presentaron algorit-

mos de votación para calcular la partición de consenso similares al voto mayoritario

usado en la combinación de clasi�cadores supervisados [67]. En estos métodos, se

asume que el número de grupos en cada partición es el mismo e igual al número de

grupos en la partición de consenso. El problema de la correspondencia de las etique-

tas se resuelve utilizando el algoritmo Húngaro [64]. Después de esto, se aplica un

procedimiento de votación mayoritaria para obtener la etiqueta del grupo ganador

para cada objeto en la partición de consenso.

Entre otros algoritmos basados en re-etiquetamiento se encuentran:

6El problema de la correspondencia de las etiquetas consiste en que la etiqueta asociada a cada
objeto en una partición es simbólica, es decir, no existe una relación entre los conjuntos de etiquetas
utilizados por diferentes algoritmos de agrupamiento.
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Plurally Voting (PV) [31], Voting-Merging (VM) [25], Voting Active Clusters

(VAC) [104], Cumulative Voting (CV) [8] y los métodos propuestos por Zhou y Tang

[133] y Gordon y Vichi [44].

De este tipo de método existen muchas variantes, sin embargo todas ellas tienen

como objetivo enfrentar y tratar de dar solución al problema de la correspondencia de

las etiquetas de los grupos. Sin embargo, este problema solo puede ser resuelto, con

cierto grado de e�cacia, si todas las particiones a combinar tienen el mismo número de

grupos, lo cual impone una restricción muy fuerte al problema de la combinación de

agrupamientos. Por lo tanto, estos métodos no son recomendables cuando el número

de grupos en todas las particiones no es el mismo.

1.2.3. Métodos basados en matrices de co-asociación

La idea de co-asociación se usa para evitar el problema de la correspondencia entre

etiquetas de grupos en diferentes particiones. Los métodos basados en co-asociación

[37] utilizan la información en las particiones para generar una representación inter-

media de los datos: la matriz de co-asociación. Esta es una matriz de n × n, donde
cada posición (i, j) tiene el siguiente valor:

CA(i, j) =
m∑
t=1

δij(Pt), donde δij(P ) =

{
1, ∃C ∈ P (xi ∈ C ∧ xj ∈ C)
0, en otro caso

(1.2)

Es decir, el valor en cada posición (i, j) de la matriz es una medida acerca de

cuántas veces los objetos xi y xj están en el mismo grupo para todas las particiones

en P. Esta matriz puede ser vista como una nueva matriz de similitud entre objetos.

Mientras más veces los objetos xi y xj aparezcan en el mismo grupo más similares

estos serán. De esta forma, la partición de consenso se puede obtener mediante la

aplicación de un algoritmo de agrupamiento sobre esta matriz de similitud de los

objetos.

Fred [38] propuso una primera variante de uso de la matriz CA donde la partición

de consenso se obtiene mediante la aplicación de un umbral �jo igual a 0.5. Objetos

con valor de co-asociación mayor que 0.5 se unen en el mismo grupo para formar la

partición de consenso.

Fred y Jain [37] propusieron una modi�cación al método anterior, donde después

de obtener la matriz de co-asociación se aplica un algoritmo para hallar un árbol abar-

cador de costo mínimo (minimum spanning tree), es decir, viendo a la matriz de co-
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asociación como la matriz de adyacencia de un grafo, encontrar un árbol que contenga

todos los nodos del grafo y que el peso de sus aristas sea mínimo. Posteriormente, las

aristas de este árbol son cortadas usando un umbral r. Esto es equivalente a cortar

el dendrograma producido por el algoritmo de agrupamiento jerárquico Single-Link

(SL) [55] utilizando el umbral r. Los algoritmos Complete-Link (CL), Average-Link

(AL) [55] y otros algoritmos de agrupamiento jerárquicos también han sido utilizados

como alternativas para obtener la partición de consenso en este tipo de métodos.

Otras variantes de esta matriz fueron presentadas en [70] y [120] con el objetivo de

extraer más información del conjunto de particiones a la hora de conformar dicha ma-

triz. Sin embargo, de manera general, en todos los métodos basados en co-asociación,

como primer paso, se construye una nueva matriz de similitud entre objetos a partir

de la información en el conjunto de particiones a combinar y posteriormente, se aplica

un algoritmo de agrupamiento jerárquico para obtener la partición de consenso. Por

tanto, la partición de consenso estará condicionada por la manera en que se construye

la nueva matriz de similitud y por el algoritmo de agrupamiento aplicado (y los valo-

res asignados a sus parámetros). Además, este tipo de algoritmo tiene un alto costo

computacional O(n2 ·m), por lo que no pueden ser aplicados en grandes volúmenes

de datos.

1.2.4. Métodos basados en particionamiento de grafos e hiper-

grafos

Este tipo de algoritmos de combinación de agrupamientos transforman el problema

de combinación de las particiones en un problema de particionamiento de grafos

o hipergrafos. Las principales diferencias entre estos métodos se encuentran en la

manera en que el (hiper)grafo es construido a partir del conjunto de estructuraciones

y cómo son de�nidos los cortes en el (hiper)grafo para obtener la partición de consenso.

Strehl y Ghosh [99] de�nieron la partición de consenso como la partición que más

información comparte con todas las particiones que se quieren combinar. Para medir

esta información compartida por dos particiones se de�ne la Información Mutua Nor-

malizada (Normalized Mutual Information; NMI) basada en los conceptos, Entropía

e Información Mutua de Teoría de la Información [22]. La NMI es una medida de

similitud entre particiones de�nida de la siguiente manera:

Sea Pa = {Ca
1 , C

a
2 , . . . , C

a
da
} y Pb = {Cb

1, C
b
2, . . . , C

b
db
} dos particiones de X, siendo

da el número de grupos en Pa y db el número de grupos en Pb. Sea nia el número de

objetos en el i-ésimo grupo de la partición Pa, nbj el número de objetos en el grupo
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j-ésimo de la partición Pb y nij el número de objetos que están juntos en el grupo

i-ésimo de la partición Pa y en el grupo j-ésimo de la partición Pb. La NMI entre Pa
y Pb se de�ne de la siguiente manera:

NMI(Pa, Pb) =
−2
∑da

i=1

∑db
j=1

nij
n
log(

nij ·n
nia·nbj

)∑da
i=1 nialog(

nia
n
) +

∑db
j=1 nbjlog(

nbj
n
)

y toma valores en el intervalo real [0, 1].

De esta manera, la partición de consenso se de�ne como:

P ∗ = arg max
P∈PX

m∑
j=1

NMI(P, Pj) (1.3)

donde PX es el conjunto de todas las particiones posibles con el conjunto X.

Es decir, se propone como partición de consenso a la partición mediana utilizando

la medida NMI como similitud entre particiones. Sin embargo, una búsqueda exhaus-

tiva para resolver este problema es computacionalmente intratable. Por tanto, para

enfrentar este problema fueron propuestas en [99] tres heurísticas (CSPA, HGPA y

MCLA) basadas en el particionamiento de grafos e hipergrafos. Las tres comienzan

representando el conjunto de particiones como un hipergrafo, donde cada grupo en

cada partición es representado por un hiperarista.

En el método Cluster-based Similarity Partitioning Algorithm(CSPA), a partir

del hipergrafo se construye una matriz n× n de similitud (la matriz de co-asociación

CA (1.2)). Esta es vista como la matriz de adyacencia de un grafo completamente

conectado, donde los nodos son los objetos y una arista entre dos objetos tiene un

peso asociado igual al número de veces que los objetos fueron colocados en el mismo

grupo en todas las particiones. Posteriormente, el algoritmo de particionamiento de

grafos METIS [57] se usa para obtener la partición de consenso.

El método HyperGraphs Partitioning Algorithm (HGPA) particiona el hipergrafo

directamente, eliminando el mínimo número de hiperaristas. Se considera que todas

las hiperaristas tienen el mismo peso y se particiona el hipergrafo en k componentes

de aproximadamente la misma dimensión cortando el menor número de hiperaristas.

Para la implementación de este método, se utiliza el algoritmo de particionamiento

de hipergrafos HMETIS [58].

En el método Meta-CLustering Algorithm (MCLA), primero que todo, se de�ne

la similitud entre dos grupos Ci y Cj en términos de la cantidad de objetos que están

agrupados juntos. Para esto se utiliza el índice de Jaccard [13]. Entonces, se conforma



1.2. Funciones de consenso 23

una matriz de similitud entre todos los grupos de todas las particiones a combinar, la

cual representa la matriz de adyacencia del grafo que se forma al considerar los grupos

como nodos y asignando un peso a cada arista igual a la similitud entre los grupos

que componen la arista. Después, este grafo se particiona utilizando el algoritmo

METIS [57] y los nuevos grupos obtenidos son llamados meta-grupos. Finalmente,

para encontrar la partición de consenso, se calcula la cantidad de veces que cada

objeto pertenece a un meta-grupo y se asigna al meta-grupo al cual perteneció en

más ocasiones.

Otras variantes de métodos basados en particionamiento de (hiper)grafos se pue-

den encontrar en [29] y [1]. Este tipo de método es bastante popular debido a que

son sencillos y en la mayoría de los casos tienen un bajo costo computacional, i.e.,

lineal respecto al número de objetos. Por ejemplo, HGPA (O(k · n · m)) y MCLA

(O(k2 · n ·m2)) donde n es el número de objetos, m el número de particiones y k el

número de grupos en la partición de consenso. Solamente el método CSPA tiene una

complejidad computacional igual a O(k ·n2 ·m), la cual es cuadrática en el número de

objetos. Se le presta mayor atención a la complejidad respecto al número de objetos

ya que en la práctica m << n y k casi siempre toma valores relativamente pequeños.

En este trabajo se considera que la mayor debilidad de este tipo de métodos es que

en estos la partición de consenso se de�ne como solución al problema de la partición

mediana (1.3) utilizando la medida de similitud NMI, pero en la práctica, estos no

resuelven ni se enfrentan directamente a este problema. Estos métodos están más

relacionados con el enfoque de co-ocurrencia entre objetos ya que en el proceso de

formación del (hiper)grafo, lo que se tiene en cuenta de manera implícita son las

relaciones entre objetos individuales. Además, estos métodos necesitan un algoritmo

de particionamiento de (hiper)grafos en el paso �nal, por lo tanto, si se cambia el

algoritmo el resultado �nal puede ser totalmente distinto. A pesar de que el METIS y

HMETIS son los más utilizados, estos no tienen por qué producir los resultados más

apropiados en todas las situaciones.

1.2.5. Métodos basados en Teoría de la Información

Topchy et al. [102] propusieron otro método basado en la búsqueda de la

solución del problema (1.1). En este caso, la función de utilidad de categoría

(category utility function) [41] U : PX × PX → R se de�ne como una medida de

similitud entre las particiones Ph = {Ch
1 , C

h
2 , . . . , C

h
dh
} y Pi = {Ci

1, C
i
2, . . . , C

i
di
} de la
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siguiente manera:

U(Ph, Pi) =

dh∑
r=1

ρ(Ch
r )

di∑
j=1

ρ(Ci
j|Ch

r )
2 −

di∑
j=1

ρ(Ci
j)

2
(1.4)

donde ρ(Ch
r ) =

|Chr |
n
, ρ(Ci

j) =
|Cij |
n

y ρ(Ci
j|Ch

r ) =
|Cij∩Chr |
|Chr |

.

En este caso, esta función puede interpretarse como la diferencia entre la predicción

de los grupos de la partición Pi teniendo en cuenta la partición Ph y sin tenerla en

cuenta. De esta manera, a mayores valores de esta función, mayor parecido entre las

dos particiones.

Entonces, la partición de consenso puede de�nirse utilizando U como medida de

similitud entre particiones:

P ∗ = arg max
P∈PX

m∑
i=1

U(P, Pi)

En [80] se probó que este problema es equivalente a agrupar el conjunto de objetos

minimizando la varianza intra-grupo, utilizando un nuevo espacio de representación

para los objetos. Por tanto, la solución de este puede ser aproximada mediante la

aplicación del algoritmo de agrupamiento k-Means sobre ese nuevo espacio de repre-

sentación. Por otra parte, utilizando una de�nición general de entropía [22], la función

de utilidad U puede ser transformada en la información mutua normalizada. Luego,

este método propone el mismo criterio de consenso que la información mutua norma-

lizada (NMI), con la ventaja de que el algoritmo k-Means puede ser utilizado como

heurística de solución.

Este algoritmo de�ne el problema de la combinación de particiones según la bús-

queda de la partición mediana y se propone una heurística de solución. En este mé-

todo, la función de utilidad de categoría se usa como medida de similitud entre par-

ticiones. Sin embargo, la heurística propuesta para obtener la partición de consenso

utiliza el algoritmo k-Means para determinar las etiquetas de grupo asociadas a cada

objeto en la partición de consenso. En la práctica, este método está más relacionado

con el enfoque de co-ocurrencia que con el de la partición mediana. Por otra parte,

la partición �nal está condicionada por la estructura impuesta sobre los datos por

el algoritmo k-Means. Además, este algoritmo requiere ser aplicado en varias ocasio-

nes para evitar la convergencia a mínimos locales de baja calidad. Sin embargo, la

complejidad computacional de este método es baja O(k · n ·m).
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1.2.6. Métodos basados en modelos de mezclas

Topchy et al. [100] propusieron un método de combinación de agrupamientos, don-

de la partición de consenso se obtiene como la solución de un problema de estimación

de máxima verosimilitud. El problema de máxima verosimilitud es resuelto mediante

el uso del algoritmo de agrupamiento Expectation Maximization; EM [76].

Este enfoque está basado en un modelo de mezclas �nitas para modelar la proba-

bilidad de asignar cada etiqueta a los objetos en la partición de consenso. La principal

asunción es que las etiquetas yi (etiqueta asignada al objeto xi en la partición de con-

senso) se modelan a partir de variables aleatorias con una distribución de probabilidad

descrita a partir de una mezcla de componentes multivariadas:

ρ(yi|Θ) =
k∑
t=1

λtρt(yi|θt) (1.5)

donde cada componente es parametrizada por θt. Las k componentes en la mezcla

son identi�cadas con los k grupos en la partición de consenso P ∗ = {C1, C2, . . . , Ck}.
Los coe�cientes de las mezclas λt corresponden a las probabilidades a priori de los

grupos. Todos los datos Y = {y1, . . . , yn} se asumen independientes e idénticamente

distribuidos.

Esto permite representar la función de verosimilitud logarítmica con parámetros

Θ = {λ1, . . . , λk, θ1, . . . , θk} dado el conjunto Y como:

logL (Θ|Y) = log
n∏
i=1

ρ (yi,Θ) =
n∑
i=1

log
k∑
t=1

λtρt (yi|θt) (1.6)

La búsqueda de la partición de consenso se formula como un problema de estimación

de máxima verosimilitud:

Θ∗ = argmax
Θ
{logL (Θ|Y )}

El problema de máxima verosimilitud (1.6) generalmente no puede ser resuelto en

forma cerrada (en términos de funciones y operaciones elementales) cuando los pará-

metros Θ son desconocidos. Sin embargo, la función de verosimilitud (1.5) puede ser

optimizada utilizando el algoritmo EM, asumiendo la existencia de datos ocultos7 Z

y la verosimilitud de los datos completos (Y, Z). Para hacer esto, se comienza con una

7Datos desconocidos
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inicialización arbitraria de los parámetros {λ′1, . . . , λ′k, θ′1, . . . , θ′k}. Posteriormente, se

aplica un proceso iterativo dado por dos pasos: Esperanza (E) y Maximización (M),

los cuales se repiten hasta que se satisfaga algún criterio de parada.

El paso E calcula los valores esperados de las variables ocultas y el pasoM ma-

ximiza la verosimilitud calculando una nueva y mejor estimación de los parámetros.

Los criterios de convergencia pueden estar basados en el incremento del valor de la

función de verosimilitud entre dos pasosM consecutivos.

La partición de consenso se obtiene mediante una simple inspección de los valores

esperados de las variables ocultas E[zit] ya que E[zit] representa la probabilidad de

que un patrón yi haya sido generado por la t-ésima componente de la mezcla, la cual

representa el t-ésimo grupo. Cuando se alcanza algún criterio de parada, cada etiqueta

yi se asigna a la componente que tiene el mayor valor de la variable oculta.

En este método, se asume que las etiquetas asociadas a los objetos en la parti-

ción de consenso pueden ser modeladas a partir de variables aleatorias independientes

e igualmente distribuidas. Además, el número de grupos en la partición de consen-

so debe �jarse ya que es necesario conocer el número de componentes en el modelo

de mezclas. Finalmente, el algoritmo de EM se utiliza para obtener la partición de

consenso, la cual dependerá de los parámetros de dicho algoritmo y de las condicio-

nes de parada utilizadas. Por otra parte, este método tiene una baja complejidad

computacional O(k · n ·m).

1.2.7. Métodos basados en la distancia de Mirkin

Dadas dos particiones Pa y Pb del mismo conjunto de objetos X, se pueden de�nir

las siguientes cuatro categorías:

n00: Número de pares de objetos que fueron agrupados en diferentes grupos

tanto en Pa como Pb.

n01: Número de pares de objetos que fueron agrupados en diferentes grupos en

Pa, pero en el mismo grupo en Pb.

n10: Número de pares de objetos agrupados en el mismo grupo en Pa y en

diferentes grupos en Pb.

n11: Número de pares de objetos que fueron agrupados en el mismo grupo en

ambas particiones.
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La diferencia simétrica o distancia de Mirkin M se de�ne como M(Pa, Pb) =

n01 + n10, la cual representa el número de desacuerdos entre ambas particiones. El

problema de la partición mediana utilizando esta medida queda de la siguiente ma-

nera:

P ∗ = arg min
P∈PX

m∑
j=1

M(P, Pj) (1.7)

Como se dijo en la Sección 1.2.1, se demostró que este problema es NP-duro. No
obstante, numerosas heurísticas se han introducido para enfrentarlo, destacándose en

esta dirección los trabajos de Filkov y Skiena [30], Gionis et al. [40], Bertolacci y

Wirth [15] y Goder y Filkov [42].

Por ejemplo, la más simple de estas heurísticas es la llamada Best-of-k (BOK),

la cual simplemente consiste en seleccionar la partición P ∈ P que más se aproxima

a la solución del problema (1.7). En otras palabras, la salida de esta heurística es la

partición en P que minimiza la distancia desde ella a todas las demás particiones en

P.

Best One-element Move (BOM), sigue la idea de comenzando con una partición

inicial, ir haciendo cambios iterativamente mediante movimientos de objetos de un

grupo a otro. De esta forma se trata de encontrar particiones mejores que la inicial. La

partición inicial puede ser seleccionada al azar o puede ser, por ejemplo, el resultado

del algoritmo BOK. En este caso se utiliza un algoritmo glotón. En cada paso, si se

encuentra una mejor partición, esta se toma como nueva solución.

Por otra parte, CC-Pivot se basa en la idea del conocido algoritmo de ordena-

miento Quicksort. En el CC-Pivot, se seleccionan repetidamente objetos pivote y se

obtiene una partición a partir de la relación existente entre los objetos y estos pivo-

tes. Los pivotes son usualmente seleccionados aleatoriamente, sin embargo otro tipo

de heurísticas se pueden utilizar para su selección [108]. Este método tiene una baja

complejidad computacional O(n ·m · k).

Sin embargo, no todas las heurísticas basadas en distancia de Mirkin son e�cientes,

muchas de ellas tienen una complejidad cuadrática respecto al número de objetos del

problema, lo que impide el uso de las mismas en grandes volúmenes de datos.

De manera general, en este tipo de métodos, la partición de consenso se obtiene

mediante la solución del problema de la partición mediana usando la distancia de

Mirkin (1.7). La distancia de Mirkin como medida de disimilitud entre particiones

ha sido la más estudiada en el problema de la partición mediana. Sin embargo, en la

práctica, esta no es la más apropiada en todas las situaciones. Por otra parte, muchas
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de las heurísticas basadas en este enfoque son demasiado simples y no presentan

garantías teóricas acerca de la e�cacia de los resultados, mientras que otras sufren de

una alto costo computacional.

1.2.8. Métodos basados en algoritmos genéticos

Estos métodos utilizan las capacidades de búsqueda de los algoritmos genéticos

para obtener la partición de consenso. Generalmente, se crea la población inicial

con el conjunto de particiones a combinar y se aplica una función de ajuste para

determinar cuáles particiones están más cerca de la partición de consenso buscada.

Después de esto, se aplican los pasos de cruzamiento y mutación para obtener una

nueva descendencia y renovar la población. Durante este proceso, si se alcanza algún

criterio de parada, la partición con mayor valor de función de ajuste se selecciona

como partición de consenso.

Entre los métodos basados en algoritmos genéticos, uno de los más conocidos es

el (Heterogeneous Clustering Ensemble; HCE) [126, 127]. En este método se obtiene

la población inicial utilizando cualquier mecanismo de generación, donde con todo

par de particiones obtenidas en el paso de generación se crea un par ordenado. El

proceso de reproducción utiliza una función de ajuste que determina si un par de

particiones (cromosoma) sobrevivirá o no en el próximo estado. En este algoritmo,

la función de ajuste se obtiene por la comparación de la cantidad de solapamientos

entre los grupos en ambas particiones en el cromosoma. En cada iteración, se aplica

un algoritmo de cruzamiento al par de particiones que tiene un mayor valor de la

función de ajuste. En este proceso de cruzamiento, se obtiene nueva descendencia a

partir del par seleccionado, manteniendo en las nuevas particiones la mayor cantidad

de información posible de los padres. Finalmente, las particiones padres se reemplazan

por las nuevas (descendientes) y se aplica otra iteración del algoritmo completo.

Otros algoritmos de combinación de particiones basados en algoritmos genéticos

fueron propuestos en [71] y [4]. De manera general, en este tipo de métodos se utilizan

las capacidades de búsqueda de los algoritmos genéticos. Esto permite explorar par-

ticiones que no son fácilmente encontrables por otros métodos. Sin embargo, en estos

algoritmos la solución encontrada es solo mejor en comparación con otra; este tipo de

algoritmo carece de un concepto global de solución óptima, y de una manera de saber

si una solución es óptima o no. Además, sucesivas corridas de este tipo de algoritmos

puede producir resultados muy diferentes debido a la naturaleza extremadamente

heurística de los mismos.
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1.2.9. Métodos basados en factorización de matrices no nega-

tivas

Li et al. [69] introdujeron los métodos de combinación de estructuraciones basados

en factorización de matrices no negativas (Non Negative Matrix Factorization; NMF).

La factorización de matrices no negativas [21] se re�ere al problema de factorizar una

matriz no negativa8 M en dos matrices factores, es decir, M ≈ AB, de tal forma que

tanto A como B sean no negativas [69].

En este método de combinación de agrupamientos, dado el conjuntoX de n objetos

y el conjunto P de m particiones a combinar, primero que todo se de�ne la siguiente

medida de disimilitud entre particiones:

µ(P, P ′) =
n∑

i,j=1

µij(P, P
′) (1.8)

donde µij(P, P ′) = 1 si xi y xj pertenecen al mismo grupo en una partición y diferente

grupo en la otra, en cualquier otro caso µij(P, P ′) = 0.

Además, la matriz de conectividad se de�ne como:

Mij(Pv) =

{
1, ∃Cv

t ∈ Pv, tal que xi ∈ Cv
t y xj ∈ Cv

t ;

0, en otro caso.
(1.9)

Es sencillo ver que µij(P, P ′) = |Mij(P )−Mij(P
′)| = (Mij(P )−Mij(P

′))2

La partición de consenso P ∗ se de�ne a través del enfoque de la partición mediana

usando µ como medida de disimilitud entre particiones.

P ∗ = arg min
P∈PX

1

m

m∑
v=1

µ(P, Pv) = arg min
P∈PX

1

m

m∑
v=1

n∑
i,j

(Mij(P )−Mij(Pv))
2

Sea Uij = Mij(P
∗) la solución a este problema de optimización, la cual es la matriz

de conectividad de P ∗. Este problema de optimización puede ser transformado de la

siguiente manera:

min
U

n∑
i,j=1

(M̃ij − Uij)2 = min
U
∥M̃ − U∥2

F

donde M̃ij =
1
m

∑m
v=1Mij(Pv) y ∥ · ∥F denota la norma de Frobenius.

A partir de este momento, se hacen diferentes transformaciones del problema para

8Matriz con todos los elementos mayores o iguales que cero.
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transformarlo en el siguiente problema de optimización:

min
Q≥0,S≥0

∥M̃ −QSQT∥2
F
, sujeto a QTQ = I (1.10)

donde la matriz solución U es expresada en términos de dos matrices Q y S.

El problema (1.10) puede ser solucionado utilizando el siguiente proceso de actua-

lización de las matrices Q y S:

Qab ← Qab

√√√√ (M̃QS)ab

(QQTM̃QS)ab
y Sbc ← Sbc

√
(QTM̃Q)bc

(QTQSQTQ)bc

mediante este proceso se obtienen las matrices Q y S, y con estas dos matrices se

obtiene U = QSQT la cual, como se vió anteriormente, es la matriz de conectividad

de la partición de consenso P ∗.

Este método de�ne la partición de consenso a través del enfoque de la partición

mediana, utilizando la distancia µ (1.8) como medida de proximidad entre particiones.

El planteamiento original del problema se modi�ca consecutivamente hasta transfor-

mar el problema original en uno que puede ser resuelto mediante un proceso iterativo.

Sin embargo, la solución encontrada no se corresponde con la solución del problema

original y no existe un estudio detallado sobre cómo puede afectar en la calidad de la

solución las modi�caciones realizadas al problema original.

1.2.10. Métodos basados en estructuración difusa

Hasta ahora, se han presentado los principales métodos de combinación de agrupa-

mientos que utilizan particiones duras de los datos en el proceso de combinación. Sin

embargo, existen algoritmos de combinación de estructuraciones que trabajan con par-

ticiones difusas. Algoritmos de agrupamiento tan populares como EM y fuzzy-c-means

[16] de manera natural producen estructuraciones difusas de los datos. Si estas par-

ticiones difusas se convierten en particiones duras para combinarse después, puede

perderse información valiosa. Por lo tanto, combinar estas particiones en su variante

difusa directamente puede ser más apropiado que convertirlas primero en particiones

duras y posteriormente combinarlas utilizando alguno de los métodos de combina-

ción de particiones duras presentados en las secciones anteriores [23]. La partición de

consenso obtenida por algoritmos de combinación de agrupamientos difusos puede ser

difusa o dura. En esta sección, solo se abordarán métodos que producen una partición
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de consenso dura, es decir, las particiones difusas de los datos solo son utilizadas en

pasos internos de los métodos.

Como en el caso de las particiones duras, se de�ne el conjunto de objetos X =

{x1, x2, . . . , xn} y P = {P1, P2, . . . , Pm} es el conjunto de particiones difusas de X a

combinar, donde Pi = {Si1, Si2, . . . , Sidi} para todo i = 1, 2 . . .m. Sin embargo, en los

algoritmos de combinación de particiones difusas cada Sij tiene asociado una función

de pertenencia µSij : X → [0, 1], donde µSij(xr) es el grado de pertenencia del objeto

xr ∈ X al j-ésimo grupo de la partición i-ésima.

Entre este tipo de métodos, se encuentran el sCSPA, sMCLA y sHBPA [85] los

cuales son versiones difusas de los algoritmos CSPA, MCLA y HGBPA respectiva-

mente (ver Sección 1.2.4).

Por ejemplo, el sCSPA extiende el método CSPA cambiando la forma de calcular

la matriz de similitud. En vez de usar la matriz de co-asociación como nueva matriz

de similitud entre objetos, se calcula la matriz SC de la siguiente manera: cada objeto

es visto como un vector en un espacio de dimensión
∑m

i=1 di, donde di es la cantidad

de grupos en la partición Pi y se calcula la distancia πa,b entre los objetos xa y xb
como:

πa,b =

√√√√ m∑
i=1

di∑
j=1

(
µSij(xa)− µS

i
j(xb)

)2
(1.11)

Esta puede interpretarse como una medida de la diferencia en el grado de per-

tenencia de los objetos para cada grupo. La matriz SC se obtiene convirtiendo esta

distancia en una medida de similitud donde SCa,b = e−π
2
a,b . Finalmente, se usa el

algoritmo METIS para obtener la partición de consenso de igual manera que en el

método CSPA.

De manera similar, existen las versiones difusas de los otros métodos basados en

particionamiento de (hiper)grafos. Por tanto, estos tienen las mismas limitantes que

sus versiones duras (ver Sección 1.2.4). No obstante, si para el proceso de generación

se cuenta con algoritmos de agrupamiento difusos, el uso de este tipo de algoritmos

de combinación de agrupamientos permite hacer una mejor modelación del problema.

1.3. Aplicaciones

El reciente progreso en combinación de agrupamientos se debe en gran medida a

su empleo en diferentes campos de investigación aplicada. Existe una gran variedad

de problemas en los cuales los algoritmos de combinación de agrupamientos pueden
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emplearse. En principio, como los algoritmos de combinación de agrupamientos tratan

de mejorar la calidad de los resultados obtenidos por algoritmos de agrupamiento,

estos se pueden aplicar directamente en casi todos los problemas de clasi�cación no

supervisada, los cuales aparecen con frecuencia en disciplinas como bioinformática,

recuperación de información y minería de datos [55].

Además, existen algunos trabajos acerca de aplicaciones directas de los algoritmos

de combinación de agrupamientos en varios campos de investigación como son la seg-

mentación de imágenes [19, 32, 105, 121, 122, 129, 131]; agrupamiento de documentos:

[43, 45, 97, 125]; extracción de rasgos: [51, 52]; bioinformática: [7, 24, 30, 53, 59, 128];

problemas físicos: [123]; aplicaciones médicas: [95]; entre otros.

En particular, Gionis et al. [40] mostraron cómo los algoritmos de combinación

de agrupamientos pueden ser útiles para mejorar la robustez de los agrupamientos,

para agrupar datos categóricos, para identi�car el número correcto de grupos en un

problema y para la detección de valores atípicos (outliers).

1.4. Consideraciones �nales del capítulo

Las funciones de consenso basadas en el enfoque de la partición mediana (1.1) han

sido teóricamente más estudiadas que las basadas en co-ocurrencia de objetos. Sin

embargo, en ambos enfoques existen problemas sin solución de�nitiva, por ejemplo,

en el enfoque de co-ocurrencia generalmente es necesaria la aplicación de un algoritmo

de agrupamiento como paso �nal para encontrar la partición de consenso, pero: ¾Qué

algoritmo de agrupamiento se debe aplicar? ¾Cuáles son los parámetros correctos?

En el enfoque de la partición mediana, es necesaria una medida de (di)similitud

entre particiones, pero: ¾Cuál es la más apropiada? Además, la partición de consenso

usualmente se de�ne como el óptimo de un problema de optimización exponencial,

sin embargo: ¾Cuál es la mejor heurística para resolver el problema o acercarse a

su solución? Siguiendo cualquiera de estos enfoques de de�nición de la partición de

consenso, es necesario crear algoritmos de combinación de agrupamientos con una

adecuada fundamentación teórica, donde el proceso de combinación esté sustentado

por un análisis que justi�que el uso de dicho método. De manera general, el estudio

presentado en este capítulo, unido a los resultados del Anexo 2, permitieron detectar

un conjunto de problemas sin solución de�nitiva, los cuales motivaron esta investiga-

ción y a partir de los cuales se de�nieron los objetivos trazados, los cuales junto a las

motivaciones fueron presentados en la Introducción de este documento.



Capítulo 2

COMBINACIÓN DE

AGRUPAMIENTOS BASADA EN

FUNCIONES NÚCLEO

En este capítulo, se presenta el enfoque de combinación de agrupamientos basado

en funciones núcleo. En este enfoque la partición de consenso se de�ne a partir de la

búsqueda de la partición mediana pesada, expresada de la siguiente manera:

P ∗ = arg max
P∈PX

m∑
i=1

ωi · k(P, Pi) (2.1)

donde ωi es un peso asociado a la partición Pi, y k es una medida de similitud entre

particiones.

El objetivo de los pesos asignados a las particiones es mover la partición de con-

senso en la dirección de las particiones que mayor valor de peso tienen asociado.

De esta manera, es necesario el desarrollo de un mecanismo de asignación de pesos

automático, capaz de determinar qué particiones tienen mayor importancia para el

proceso de combinación. En la Sección 2.1, se presenta el proceso de determinación

del peso asociados a cada una de las particiones.

Por otra parte, la medida de similitud k por motivos que se verán en la Sección

2.2 es una función núcleo de�nida positiva1 (positive de�nite kernel). Esta medida de

similitud debe cumplir las siguientes dos características:

Expresividad: Se espera que utilice su�ciente información de ambas particiones

1La de�nición formal de este concepto será dada en la Sección 2.2. Por simplicidad, en lo adelante,
estas funciones se nombrarán como núcleos solamente.
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para decidir si estas se parecen o no. Esta propiedad se re�ere a qué tan buena

es la función k como medida de similitud entre particiones.

Idoneidad: Se espera que de alguna manera ayude a solucionar el problema

combinatorio planteado (2.1). Esta propiedad se re�ere a qué tan apropiada

es la medida k para la de�nición del problema (2.1), en el sentido de cuánto

simpli�ca la solución del mismo.

En la Sección 2.2 se muestra cómo las funciones núcleo permiten de�nir medidas de

similitud que satisfacen estas características. En particular se de�nen dos medidas de

similitud, las cuales son funciones núcleo. Además, en el Anexo 4 se prueba que el

índice de Rand es una función núcleo. Posteriormente, en la Sección 2.3 se presenta la

función de consenso o mecanismo de combinación, el cual está basado en la utilización

de una medida de similitud núcleo en la de�nición del problema (2.1). Finalmente, en

la Sección 2.4 se presentan y discuten algunos resultados experimentales del método

propuesto en este capítulo.

2.1. Análisis de la importancia de las particiones

En esta sección, se presenta un mecanismo para estimar la importancia de cada

partición para el proceso de combinación. Esto se lleva a cabo teniendo en cuenta

el cumplimiento de un conjunto de propiedades elementales dadas por un conjunto

de índices de validación de agrupamientos (CVI). La idea es evaluar en qué medida

cada partición satisface un conjunto de características, con el objetivo de asignarle

un peso, de forma tal que este peso represente la relevancia de cada partición para

el proceso de combinación. Utilizando estos pesos se puede disminuir la in�uencia de

particiones que solo representen ruido para el proceso de combinación y aumentar la

in�uencia de las mejores particiones en el proceso de determinación de la partición

de consenso.

Al usar CVIs para asignar un peso a cada partición, se encuentran dos situaciones

prácticas que deben ser consideradas separadamente para realizar un mejor proceso

de asignación de pesos. Estas dos situaciones se nombran en este trabajo Agrupamien-

to Sin Información (ASI) y Agrupamiento Con Información (ACI) y se presentarán

en las secciones 2.1.1 y 2.1.2 respectivamente. En ambos casos, el proceso de asigna-

ción de pesos está basado en el uso de CVIs para medir el comportamiento de cada

partición respecto a las propiedades que miden estos índices. Para resaltar que estos
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índices miden una propiedad, se llamarán en este documento Índices de Validación

de Propiedades (IVP) y quedan de�nidos formalmente de la siguiente manera:

De�nición 2.1. Sea X un conjunto de objetos y PX el conjunto de todas las posibles

particiones de X. Un Índice de Validación de Propiedades (IVP) es una función

I : PX → R+, donde para cada P ∈ PX , I(P ) se interpreta como el grado en que la

partición P satisface la propiedad representada por I. Por lo tanto, si P, P ′ ∈ PX e

I(P ) > I(P ′), entonces la partición P satisface la propiedad representada por I en

un mayor grado que P ′.

2.1.1. Agrupamiento sin información

Este es el caso en que los usuarios no tienen conocimiento acerca de cómo validar

los resultados. El usuario tiene un problema de agrupamiento y decide aplicar una

técnica de combinación de agrupamientos para enfrentarlo, pero no conoce o no tiene

completa certeza de las propiedades que serán buenas para sus resultados. En este

caso, como no se tiene información acerca de qué partición es más apropiada se opta

por seguir la decisión de la mayoría. Esto signi�ca que se asignará pequeños pesos a

particiones que se comporten muy diferentes del resto. Por otra parte, a particiones

con un comportamiento similar al promedio se le asignará un valor alto de peso.

En este caso, se recomienda el uso de un conjunto de IVPs que evalúe el cumpli-

miento de un conjunto de propiedades tan variadas como sea posible. Cualquier IVP

puede ser utilizado ya que estos son usados para extraer información del comporta-

miento de las particiones respecto a la propiedad medida por cada índice.

Supóngase que se tiene un conjunto de l propiedades representadas por un conjun-

to de IVPs, I = {I1, I2, . . . , Il}. Para cada índice Ij ∈ I, se calcula Aj=
∑m

i=1 Ij (Pi),

y se de�ne la función φj : PX → [0, 1] tal que φj(P ) =
Ij(P )

Aj
, por tanto∑m

i=1 φj (Pi)= 1, ∀j= 1, . . . ,l. Entonces, cada φj puede ser relacionada con la fun-

ción de distribución de cierta variable aleatoria discreta Yj. Entonces, se de�ne:

H (Ij) = H (Yj) = −
m∑
i=1

φj (Pi) log (φj (Pi))

donde H (Yj) es la entropía de Yj [22]. Usando las propiedades de la entropía, se tiene

que H (Ij) ≥ 0, H (Ij) ≤ log |P| = logm, y H (Ij) alcanza el máximo valor cuando

φj (P1) = . . . = φj (Pm). Utilizando la propiedad de continuidad de H (Yj) , se puede

concluir que a mayores valores de H (Yj), mayor es el parecido entre los valores Ij (Pi).
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Por lo tanto, H(Ij) es una buena medida para determinar qué tan informativa es la

propiedad medida por el índice Ij.

Finalmente, a cada partición Pi, se le asigna un peso ωi que viene dado por:

ωi =
l∑

j=1

(
H (Ij)

(
1−

∣∣∣∣Ij (Pi)− 1

m
Aj

∣∣∣∣)) (2.2)

En esta expresión la entropía se usa como una medida de cuán discriminativo es

cada índice y el segundo factor de la sumatoria es una evaluación de Ij(Pi), basada

en el valor absoluto de la diferencia de este valor y el valor medio 1
m
Aj.

2.1.2. Agrupamiento con información

Este es el caso en que el usuario conoce qué características se consideran buenas

para los resultados. El usuario conoce un índice o un conjunto de índices2 que desea

maximizar3. En este caso, el peso asociado a una partición es una medida de qué tan

cerca del valor máximo para cada índice está cada una de las evaluaciones de cada

índice en dicha partición. Particiones con un comportamiento más similar al máximo

valor para cada índice se bene�cian asignándoseles un alto valor de peso. De esta

manera, se asignan los mayores valores de pesos a particiones con el comportamiento

más parecido al esperado por los usuarios.

Dado un conjunto de IVPs I = {I1, I2, . . . , Il}, para cada índice Ij se calcula

Mj = maxPi∈P Ij(Pi). El peso asignado a cada partición Pi se obtiene mediante:

ωi =
l∑

j=1

(1− |Ij(Pi)−Mj|) (2.3)

En este caso el uso de la entropía no es necesario ya que no se necesita evaluar los

índices debido a que los índices utilizados son aquellos que el usuario desea maximizar

en sus resultados �nales. Por tanto, todos los índices se asumen como relevantes.

De una forma u otra, en el proceso de Análisis de la Importancia de las Particiones

se calcula un conjunto de pesos Ω = {ω1, ω2, . . . , ωm}, donde el peso ωi está asociado
a la partición Pi, y representa su importancia en el proceso de combinación de agru-

2El usuario podría asignarle un peso a cada índice para diferenciarlos de acuerdo a su importancia.
Por simplicidad se asume que todos estos pesos son iguales a 1.

3Se asume que el usuario quiere maximizar los índices, porque en la práctica si el usuario tiene
un índice que desea minimizar, este puede ser fácilmente transformado en su inverso u opuesto el
cual debe ser maximizado, preservando la misma semántica del índice inicial.
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pamientos. En un problema práctico, para aumentar la e�cacia de este mecanismo de

asignación de pesos es importante determinar a qué situación (ASI o ACI) se ajusta

más el problema.

2.2. Medidas de similitud entre particiones

Como se puede apreciar en la ecuación (2.1), la medida de similitud entre parti-

ciones k es una pieza fundamental en la de�nición de la partición de consenso.

Entre las medidas de similitud existentes, los productos internos son medidas que

tienen un gran atractivo matemático. Dados dos vectores x, x′ (normalizados a longi-

tud 1), el producto interno de éstos ⟨x, x′⟩ puede interpretarse geométricamente como

el coseno del ángulo entre los mismos. De igual manera, un producto interno permite

calcular la longitud o norma de un vector de la siguiente manera ∥x∥ =
√
⟨x, x⟩.

Además, la distancia entre los mismos puede calcularse como la norma del vector

diferencia. Por tanto, poder calcular productos internos permite la utilización de las

herramientas matemáticas que pueden formularse en términos de ángulos, longitudes

y distancias.

Sin embargo, los productos internos son un subconjunto muy limitado del conjun-

to de todas las posibles medidas de similitud entre objetos. Para de�nir una medida

de similitud que sea un producto interno, es necesario que los objetos estén represen-

tados como elementos de un espacio vectorial. Lo cual, en ocasiones no es posible, las

características de los objetos no se ajustan a los requerimientos de un espacio vecto-

rial, es decir, forzar que los objetos sean representados como elementos de un espacio

vectorial conllevaría a una mala modelación del problema. Este es, por ejemplo, el

caso en cuestión, donde se necesitan crear medidas de similitud entre particiones, sin

embargo las particiones no son, de manera natural, elementos de un espacio vectorial.

Uno de los grandes atractivos que representa utilizar una función núcleo como

medida de similitud entre objetos es que esta permite calcular la similitud como un

producto interno en un cierto espacio vectorial asociado al núcleo [14]. Esto se cumple

para cualquier tipo de datos, es decir, datos en los cuales su dominio de de�nición no

tiene asociado ninguna estructura, solamente se asume la existencia de un conjunto

no vacío de objetos. Luego, las funciones núcleo permiten generalizar las bondades de

los productos internos a problemas donde una representación vectorial de los objetos

no es posible o no es apropiada.

Formalmente, un núcleo se de�ne de la siguiente manera [94]:
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De�nición 2.2. Sea X un conjunto no vacío. Una función k : X ×X → R simétrica

se llama núcleo ( de�nido positivo4) si ∀t ∈ N, todo x1, . . . , xt ∈ X y toda secuencia

de números reales α1, . . . , αt ∈ R se cumple que:

t∑
i=1

t∑
j=1

αiαjk(xi, xj) ≥ 0 (2.4)

Si k : X × X → R es un núcleo, existe una función ϕ : X → H de X en cierto

espacio de Hilbert H tal que:

k(x, x′) = ⟨ϕ(x), ϕ(x′)⟩H

para todo x, x′ ∈ X (⟨·, ·⟩H denota el producto interno en el espacio de Hilbert H).
Este espacio de Hilbert H es conocido como espacio de Hilbert con núcleo reproductor

(Reproducing Kernel Hilbert Space; RKHS)5 [6, 92] y viene dado por la clausura to-

pológica del conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de funciones k(x, ·)

H = span {k (x, ·) / x ∈ X}

donde k(x, ·) es una función de X en R de�nida para cada x ∈ X , la cual asocia cada
objeto x

′ con el número real k(x, x′).

A continuación, se expone cómo una medida de similitud que sea una función

núcleo puede ayudar a solucionar el problema (2.1), en otras palabras, cómo in�uye

el hecho de que una medida de similitud sea un núcleo en la idoneidad de dicha

medida para el problema de la partición mediana pesada (2.1).

Sea k : PX × PX → R una función núcleo de�nida sobre el conjunto de todas

las posibles particiones y supóngase que esta es una función núcleo normalizada, i.e.,√
k(P, P ) =

√
⟨ϕ(P ), ϕ(P )⟩H = ∥ϕ (P )∥H = 1, ∀P ∈ PX . Se puede asumir sin perder

generalidad que k es normalizada ya que para una función núcleo k̃ cualquiera se puede

de�nir su versión normalizada de la siguiente forma k (Pi, Pj) =
k̃(Pi,Pj)√

k̃(Pi,Pi)k̃(Pj ,Pj)
. De

esta manera, dado el problema (2.1) se puede considerar el problema equivalente en

4Aquí se sigue la terminología utilizada en [94] donde la ecuación (2.4) se asocia al término
de�nido positivo. Por otra parte, el caso en que el valor 0 solo se obtiene si α1 = . . . = αt = 0 se
nombra estrictamente de�nido positivo.

5También se nombrará a este espacio simplemente como espacio de Hilbert.
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el espacio de Hilbert H asociado a k:

ϕ (P ∗) = arg max
ϕ(P )∈H

m∑
i=1

ωi⟨ϕ (P ) , ϕ (Pi)⟩H (2.5)

y usando las propiedades del producto interno, este puede ser reescrito como:

ϕ (P ∗) = arg max
ϕ(P )∈H

⟨
ϕ (P ) ,

m∑
i=1

ωiϕ(Pi)

⟩
H

(2.6)

Como ϕ es la aplicación asociada al núcleo normalizado k, para cada partición P , se

tiene que ∥ϕ (P )∥H = 1. Por lo tanto, con el objetivo de simpli�car el problema de

optimización (2.1), se considera la versión normalizada de los pesos ω′
i:

ω′
i =

ωi∥∥∥∑m
j=1 ωjϕ(Pj)

∥∥∥
H

(2.7)

De esta manera ∥
∑m

i=1 ω
′
iϕ (Pi)∥H = 1, y �nalmente el problema se reduce a:

ϕ (P ∗) = arg max
ϕ(P )∈H

⟨
ϕ (P ) ,

m∑
i=1

ω′
iϕ(Pi)

⟩
H

(2.8)

Proposición 2.1. Si ψ es una solución del problema de optimización (2.8), entonces

i) Existen escalares α1, α2, . . . , αm ∈ R, tal que ψ =
∑m

i=1 αiϕ(Pi)

ii) Para todo i = 1, . . . ,m, αi = ω′
i.

Demostración. Sea H = H1

⊕
H⊥

1 , donde H1 es la clausura topológica del conjunto

span {ϕ (P1) , ϕ (P2) , . . . , ϕ (Pm)} y H⊥
1 = {z ∈ H : ⟨z, y1⟩H = 0, ∀y1 ∈ H1} es el

complemento ortogonal de H1 en H. Sea ψ una solución del problema de optimización

(2.8), entonces ψ = y1 + y⊥1 con y1 ∈ H1 y y⊥1 ∈ H⊥
1 .⟨

ψ,
m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

⟩
H

=

⟨
y1,

m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

⟩
H

+

⟨
y⊥1 ,

m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

⟩
H

Considerando que y⊥1 ∈ H⊥
1 y

∑m
i=1 ω

′
iϕ (Pi) ∈H1, se tiene que:⟨

y⊥1 ,
m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

⟩
H

= 0

y por lo tanto ⟨ψ,
∑m

i=1 ω
′
iϕ (Pi)⟩H = ⟨y1,

∑m
i=1 ω

′
iϕ (Pi)⟩H. Esto signi�ca que, si ψ es
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una solución del problema de optimización (2.8), entonces su proyección y1 sobre el

subespacio H1 es también solución de este problema.

Ahora, utilizando la desigualdad de Cauchy-Buniakovski [33] se tiene que:⟨
ψ,

m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

⟩
H

≤ ∥ψ∥H

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

∥∥∥∥∥
H

Pero,

∥ψ∥H =

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

∥∥∥∥∥
H

= 1,

luego, ⟨
ψ,

m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

⟩
H

≤ 1.

Como la igualdad en la desigualdad de Cauchy-Buniakovski se obtiene solamente

cuando los vectores son linealmente dependientes, se cumple que:

ψ = α
m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi) = y1

para algún α ∈ R+. Entonces

∥ψ∥H = |α|

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

∥∥∥∥∥
H

= ∥y1∥H

1 = |α| · 1

Se concluye que:

ψ =
m∑
i=1

ω′
iϕ (Pi)

con lo que la demostración queda probada.

Una vez que se tiene la solución en el espacio de HilbertH, solo se necesita resolver
el problema de la pre-imagen. Este problema consiste en encontrar la partición P ∗

en el espacio de las particiones dada la solución ψ = ϕ (P ∗) en el espacio de Hilbert.

Cuando se trabaja con datos estructurados, por ejemplo, árboles, grafos o como en

este caso, particiones, este problema puede ser complejo y obtener la solución exacta

puede ser una tarea difícil desde el punto de vista computacional, debido al problema

de optimización combinatorio que tiene asociado. De hecho, dada ψ ∈ H, la solución
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exacta P ∗ ∈ PX tal que ψ = ϕ (P ∗) no tiene por qué existir, dado queH es usualmente

un espacio mucho más grande que PX . Por estas razones, se escoge P ∗ como a una

solución aproximada del problema de la pre-imagen:

P ∗ = argmin
P∈PX

∥ϕ (P )− ψ∥2H (2.9)

donde ∥ϕ (P )− ψ∥2H se calcula solamente en términos del producto interno de la

siguiente manera:

∥ϕ (P )− ψ∥2H = ⟨ϕ(P ), ϕ(P )⟩H−2
m∑
i=1

ω′
i⟨ϕ(P ), ϕ(Pi)⟩H+

m∑
i=1

m∑
j=1

ω′
iω

′
j⟨ϕ(Pi), ϕ(Pj)⟩H

Como k es un núcleo normalizado y como los pesos ω′
i son también normalizados

según la ecuación (2.7), el primer y el tercer término del miembro derecho de esta

ecuación son iguales a 1. Luego esta ecuación queda de la forma:

∥ϕ (P )− ψ∥2H = 2− 2
m∑
i=1

ω′
i⟨ϕ(P ), ϕ(Pi)⟩H

Finalmente, utilizando la propiedad k(Pi, Pj) = ⟨ϕ(Pi), ϕ(Pj)⟩H, se obtiene que

∥ϕ (P )− ψ∥2H = 2− 2
m∑
i=1

ω′
ik(P, Pi) (2.10)

La ecuación (2.10) es de gran importancia para el desarrollo del algoritmo propuesto

en este capítulo. Como se puede apreciar, esta permite calcular, de manera simple, la

distancia entre la imagen de cualquier partición ϕ(P ),∀P ∈ PX y el consenso ψ en el

espacio de Hilbert. Esta ecuación nos brinda una medida global que permite decidir

qué tan cerca o lejos se encuentra cualquier partición de la partición de consenso.

El atractivo computacional de este método es que todo el trabajo en el espacio de

Hilbert H se hace de manera implícita, es decir, no es necesario conocer ϕ, H, ni
calcular explícitamente productos internos en H, sino que en la práctica todos los

cálculos quedan en función de k. Esto es conocido en la literatura como kernel trick

[94], lo cual es fundamental para el desarrollo de métodos basados en funciones núcleo

para la solución de problemas de reconocimiento de patrones [2, 93, 109].

En las secciones 2.2.1 y 2.2.2 se de�nen dos medidas de similitud para las cuales se

prueba que son funciones núcleo y en el Anexo 4 se presenta la demostración de que
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el índice de Rand es una función núcleo. En la Sección 2.3, se presenta el algoritmo de

combinación propuesto el cual está basado en los resultados obtenidos en esta sección.

2.2.1. Similitud basada en representación por grafos

La medida de similitud propuesta en esta sección está basada en la representación

de las particiones mediante grafos. Para cada partición P ∈ PX , se de�ne un grafo

GP = (V,E), donde V = {v1, . . . , vn} tal que vi es el nodo asociado al objeto xi.

Además, existe una arista eij entre los nodos vi y vj si los objetos xi y xj pertenecen

al mismo grupo en P . De esta manera, por cada partición P ∈ PX se obtiene un grafo

donde cada grupo de P se representa por una componente conexa en el grafo, la cual

es además un grafo completo.

Sea G : PX → GX donde GX es el espacio de todos los posibles grafos obtenidos

a partir de una partición de X. No es difícil veri�car que G es una función biyectiva,

por tanto, trabajar en PX es equivalente a trabajar en GX .

La medida de similitud propuesta está basada en la idea de utilizar variables ocul-

tas6 [50] para medir la similitud entre grafos. En este caso, se toman como variables

ocultas los caminos (paths) sobre cada grafo. Dado un grafo G = (V,E) ∈ GX , se

de�ne como Σ(G) el conjunto de todos los caminos del grafo G. Un camino h ∈ V l es

una secuencia de nodos h1h2 . . . hl, donde existe una arista entre todo par de nodos

consecutivos (hi, hi+1) y hi ̸= hj, ∀i, j = 1, . . . , l con i ̸= j, donde l es la longitud del

camino. Basado en la idea de los núcleos marginalizados para grafos [103] se de�ne la

siguiente medida de similitud entre grafos kG:

kG(G,G
′) =

∑
h∈Σ(G)

∑
h′∈Σ(G′)

δ(h, h′)ρ(h/G)ρ(h′/G′) (2.11)

donde δ(h, h′) = 1 si h = h′ y cero en otro caso. Por otra parte, ρ(h/G) viene dado

por:

ρ(h/G) = ρs(h1)

(
l∏

i=2

ρt(hi/hi−1)

)
ρe(hl)

donde ρs(h1) representa la probabilidad de que el camino empiece en el vértice h1,

ρt(hi/hi−1) la probabilidad de estando en el vértice hi−1 moverse al vértice hi y ρe(hl)

6La similitud entre dos objetos se calcula como la suma de las similitudes de estructuras más
simples que componen a cada objeto. Por ejemplo, la similitud entre dos grafos puede calcularse a
partir de la suma de las similitudes entre los subgrafos, árboles o caminos que componen a cada
grafo.



2.2. Medidas de similitud entre particiones 43

es la probabilidad de terminar en el vértice hl. En este caso, ρs(h1) = 1
n
ya que se

asume que todos los nodos tienen la misma probabilidad de ser tomados como primer

nodo del camino y ρt(hi/hi−1) = ρe(hl) = 1
|Ch|

, donde |Ch| representa la cantidad

de nodos en la componente conexa que contiene a h. Estos valores son calculados

teniendo en cuenta que estando en un nodo hi existen |Ch| posibilidades, moverse a

uno de los |Ch| − 1 nodos vecinos o quedarse en el mismo nodo y terminar el camino

ahí mismo. Asumiendo que todas estas posibilidades son equiprobables se obtienen

los valores ρt y ρe.

Proposición 2.2. La función kG es un núcleo de�nido positivo.

Demostración. La simetría de kG es fácil de veri�car a partir de la de�nición de la

misma en la ecuación (2.11). Por otra parte, esta medida puede escribirse de manera

equivalente para dos grafos Gi, Gj de la siguiente forma:

kG(Gi, Gj) =
∑

h∈Σ(GX)

δ(h/Gi)δ(h/Gj)ρ(h/Gi)ρ(h/Gj)

donde Σ(GX) es el conjunto de todos los caminos de los grafos de GX y δ(h/G) = 1,

si h ∈ Σ(G) e igual a 0 en otro caso. De esta manera, para probar que kG es un

núcleo sólo faltaría probar que para todo t ∈ N, α1, α2, . . . , αt ∈ R y para todo

G1, G2, . . . , Gt ∈ GX se cumple que:

t∑
i=1

t∑
j=1

αiαjkG(Gi, Gj) ≥ 0

t∑
i=1

t∑
j=1

αiαj

 ∑
h∈Σ(GX)

δ(h/Gi)δ(h/Gj)ρ(h/Gi)ρ(h/Gj)

 ≥ 0

∑
h∈Σ(GX)

(
t∑
i=1

t∑
j=1

αiαjδ(h/Gi)δ(h/Gj)ρ(h/Gi)ρ(h/Gj)

)
≥ 0

donde agrupando los términos en la suma quedaría:

∑
h∈Σ(GX)

(
t∑
i=1

αiδ(h/Gi)δ(h/Gj)

)2

≥ 0

con lo que queda demostrada la proposición.

Esta similitud puede considerarse su�cientemente expresiva como medida de simi-
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litud entre este tipo de grafos (consecuentemente entre particiones), ya que se tienen

en cuenta todos los caminos comunes entre los dos grafos a la hora de determinar si

estos son similares o no. Por otra parte, esta similitud se puede calcular de manera

e�ciente (en O(n)) ya que desde el punto de vista computacional no es necesario

analizar todos los caminos de ambos grafos, pues todos los caminos con la misma

longitud que están en la misma componente conexa tienen el mismo valor ρ(h/G)7.

2.2.2. Similitud basada en conteo de subconjuntos

En esta sección se presenta una nueva medida de similitud entre particiones, en la

cual no es necesaria la representación auxiliar de las particiones a través de grafos. Al

igual que en la medida anterior, la similitud entre particiones se mide a partir del uso

de variables ocultas, las cuales son una vía común para de�nir una función núcleo para

datos estructurados tales como cadenas (strings), árboles y grafos [39, 60]. En este

caso, se utilizan los subconjuntos del conjunto de objetos X como variables ocultas

en las particiones.

Para cada subconjunto S ⊆ X, interesa medir cuán relevante es este para la

partición P . Intuitivamente, se dice que S es más relevante si es más similar a un

grupo C de P . Por tanto, S ⊆ X es relevante para la partición P , si existe un grupo

C de P tal que la diferencia simétrica entre S y C es pequeña, i.e., |S\C|+ |C\S| es
pequeño8.

Si S ⊆ C para algún grupo C ∈ P , formalmente se de�ne la relevancia básica de

S dado P como µB (S | P ) = |S|
|C| . Esta medida es fácil de interpretar y satisface las

siguientes tres propiedades:

1. 0 ≤ µB(S|C) ≤ 1, µB(S|C)→ 0 cuando S → ∅ y µB(S|C)→ 1 cuando S → C.

En otras palabras, para una secuencia S1 ⊆ · · · ⊆ St ⊆ · · · ⊆ C se cumple que

µB(S1|C) ≤ · · · ≤ µB(St|C) ≤ · · · ≤ 1.

2. Si S = S1 ∪ S2 ⊆ C para algún grupo C ∈ P y S1 ∩ S2 = ∅, entonces:

µB(S|P ) =
|S|
|C|

=
|S1 ∪ S2|
|C|

=
|S1|+ |S2|
|C|

=

= µB(S1|P ) + µB(S2|P )
7En la próxima sección se presenta otra medida de similitud la cual también puede calcularse en

O(n). Para esta otra similitud se hace un análisis más detallado de como se calcula y se presenta
el pseudo-código del algoritmo. Las ideas utilizadas en ese análisis permiten ver con mayor claridad
como es posible calcular en tiempo lineal la similitud presentada en esta sección.

8|S\C| = {x | x ∈ S y x ̸∈ C}.
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3. Si S1 ⊆ C, S2 ⊆ C, |S1| = |S2| para algún grupo C ∈ P , entonces:

µB(S1|P ) = µB(S2|P ).

La segunda propiedad dice que la relevancia de un conjunto S ⊆ C puede ser

medida como la suma de la relevancia de subconjuntos disjuntos de S tal que cada

subconjunto está contenido en el mismo grupo de P . Siguiendo este razonamiento, en

el caso que S no está contenido en un grupo de P , se tiene que S = (S ∩ C1) ∪ · · · ∪
(S ∩ Cd), donde cada Ci es un grupo de P , ∀i = 1 . . . d, y d es el número de grupos

en P . Entonces, se estima la relevancia de un conjunto S respecto a la partición P

como:

µB(S|P ) =
d∑
i=1

µB(S ∩ Ci|P ) =
d∑
i=1

|S ∩ Ci|
|Ci|

La relevancia básica no es la única manera de medir la relevancia de un conjunto S.

En un problema particular, es posible que grandes subconjuntos sean más importantes

que los pequeños o viceversa, entonces la relevancia apropiada no debe ser lineal

respecto a la fracción |S|
|C| . De esta forma, se da la siguiente de�nición con el objetivo

de generalizar este concepto:

De�nición 2.3. Sea X un conjunto de objetos. La función µ : 2X × PX → R+ es

una medida de relevancia de un subconjunto S ⊆ X, si se satisfacen las siguientes

condiciones:

i) ∀S ⊆ X
[
µ(S|P ) =

∑
C∈P µ(S ∩ C|P )

]
ii) ∀C ∈ P [S1 ⊆ S2 ⊆ C ⇒ µ(S1|P ) ≤ µ(S2|P )]
iii) ∀S1, S2 ⊆ C [(|S1| = |S2|)⇒ (µ(S1|P ) = µ(S2|P ))]
iv) µ(S|P ) es una función acotada.

Esta medida puede ser de�nida mediante la composición de cierta función f :

[0, 1]→ R+ y la relevancia básica µB, donde f es una función que permite modi�car

la linealidad de µB respecto a |S|
|C| , y mantiene el cumplimiento de las propiedades

i)− iv).
Ahora, se introduce una medida de similitud entre particiones.

De�nición 2.4. Sea X un conjunto de objetos y sea PX el conjunto de todas las

posibles particiones de dicho conjunto. La función kS : PX × PX → R+ tal que:

kS(Pi, Pj) =
∑
S⊆X

δPiS δ
Pj
S µ(S|Pi)µ(S|Pj)
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es una medida de similitud entre particiones, donde

δPS =

{
1, si ∃C ∈ P S ⊆ C

0, en otro caso

Proposición 2.3. La función kS de�nida anteriormente es una función núcleo.

Demostración. Para probar que kS es un núcleo, es su�ciente probar que, para todo

subconjunto �nito de PX , {P1, P2, . . . , Pt} y para toda sucesión �nita α1, α2, . . . , αt

de números reales9:
t∑
i=1

t∑
j=1

αiαjkS(Pi, Pj) ≥ 0

En este caso, la parte izquierda de la expresión puede ser reescrita como:

t∑
i=1

t∑
j=1

αiαj

(∑
S⊆X

δPiS δ
Pj
S µ(S|Pi)µ(S|Pj)

)

=
∑
S⊆X

(
t∑
i=1

t∑
j=1

αiαjδ
Pi
S δ

Pj
S µ(S|Pi)µ(S|Pj)

)
agrupando los términos en esta suma, se obtiene:

=
∑
S⊆X

(
t∑
i=1

αiδ
Pi
S µ(S|Pi)

)2

≥ 0

y la proposición queda probada.

A primera vista, si se tiene dos particiones P1 y P2, el cálculo de esta similitud pa-

rece ser muy costoso computacionalmente, debido al cálculo de la relevancia de todos

los posibles conjuntos de X para ambas particiones. Sin embargo, en la de�nición 2.4,

se puede ver que los subconjuntos S tales que S ⊆ C1
i y S ⊆ C2

j simultáneamente,

para algún C1
i ∈ P1 y C2

j ∈ P2 son los únicos que contribuyen a la similitud con un

valor mayor que cero. Si se considera L = {L1, L2, . . . , Lv} el conjunto de todas las

posibles intersecciones de un grupo de P1 con un grupo de P2 entonces, solamente es

necesario analizar los elementos de L y sus subconjuntos. De la de�nición 2.3 puede

verse que la función de relevancia µ(S|P ) solamente depende de la cardinalidad de

un subconjunto S y de la cardinalidad del grupo C ∈ P tal que S ⊆ C, por tanto,

9Además, habría que probar que la función es simétrica, pero en este caso la simetría es fácilmente
veri�cable a partir de la de�nición de la función.
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usando la tercera propiedad de�nida anteriormente para funciones de relevancia, se

puede ver que todos los subconjuntos de Li ∈ L con la misma cardinalidad tienen

el mismo valor de relevancia. Como hay
(|C|
|S|

)
= (|C|)!

(|S|)! (|C|−|S|)! subconjuntos diferentes

con cardinalidad |S| en C, todos ellos tienen el mismo valor de relevancia, y pueden

ser calculados una sola vez. Por esta razón, solamente es necesario calcular n valores

diferentes de relevancia para calcular la similitud entre dos particiones con n objetos.

En Algoritmo 1 se encuentra el pseudo código del algoritmo para calcular la similitud

entre dos particiones.

Algoritmo 1: Algoritmo para calcular la similitud entre dos particiones

Entrada: P1 ∈ PX , P 2 ∈ PX
Salida: Valor de similitud entre P1 y P2: Γ = kS (P1, P2)
Inicialización: Γ = 0

Calcular L = {L1, L2, . . . , Lv} el conjunto de todas las intersecciones de un
grupo de P1 con un grupo de P2.
forall Li = C1

i ∩ C2
j ∈ L do

for s = 1 to s = |Li| do
Γ = Γ +

(|Li|
s

)
· s

|C1
i |

s

|C2
j |

A pesar de la existencia de dos ciclos anidados en este pseudo código, el costo

computacional del algoritmo es O(n), ya que
∑v

i=1 |Li| = |X| = n, esto es fácil de

veri�car teniendo en cuenta que L es también una partición10 del conjunto de objetos

X.

2.3. Función de consenso

El mecanismo de combinación propuesto en esta sección está basado en el hecho de

que la función de similitud utilizada para de�nir el problema de la partición mediana

pesada (2.1) es una función núcleo k cualquiera. En la práctica, pueden ser utilizadas

la similitud basada en representación por grafos kG (Sección 2.2.1), la similitud basada

en conteo de subconjuntos kS (Sección 2.2.2), el índice de Rand kR (Anexo 4) u otra

función núcleo.

El resultado obtenido en la ecuación (2.10) permite obtener una medida global de

qué tan cercana está cualquier partición P de la solución del problema (2.1). Esto

10De hecho, es el ín�mo (P1 ∧ P2) de las particiones P1 y P2 en el retículo asociado a PX .
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permite, partiendo de una partición inicial, de�nir un proceso iterativo para apro-

ximarse a la solución del problema, donde cada solución parcial es más cercana al

consenso, que la anterior. Este proceso se repite hasta que no se encuentre una solu-

ción mejor o se cumpla cualquier otro criterio de parada del algoritmo. Esto signi�ca

que la búsqueda concluye en un óptimo local el cual no tiene por qué ser el óptimo

global. Una variante para enfrentar el problema de una posible convergencia tempra-

na a un óptimo local de baja calidad, es permitir movimientos a estados peores de

manera controlada. Esta es la idea subyacente en la meta-heurística recocido simulado

(simulated annealing) [61], donde estos movimientos a estados peores son controlados

por una función de probabilidad, la cual toma valores más pequeños a medida que

avanza la búsqueda haciendo menos frecuentes este tipo de movimientos.

Para aplicar el recocido simulado en un problema concreto es necesario de�nir un

conjunto de parámetros. La energía y la temperatura son dos parámetros importantes

en el recocido simulado. Estos términos deben su nombre al proceso de recocido en

metalurgia, a partir del cual está inspirado esta meta-heurística. La energía es una

medida de qué tan bueno es el estado analizado y el objetivo del proceso es encontrar

un estado con la menor cantidad de energía posible. La temperatura es un parámetro

global, el cual controla los movimientos a estados con un aumento de energía. A lo

largo de este proceso, la temperatura debe ir decreciendo, haciendo más difícil el

cambio a un estado con mayor valor de energía.

Además, es necesario de�nir: el estado inicial, la función de costo (la función que

calcula la energía), la función de generación de vecinos y la función de reducción de

la temperatura.

En este caso, los estados del sistema son particiones, y la idea consiste en comenzar

con una partición inicial, y a través de un proceso iterativo, obtener particiones más

cercanas al consenso. En el método propuesto, se puede de�nir como estado inicial

P0 la partición en P con un valor mínimo de distancia a ψ. En otras palabras

P0 = argmin
P∈P
∥ϕ (P )−ψ∥2H

Esto signi�ca que se comienza con la mejor partición en el conjunto de particiones

obtenidas en el paso de generación. Por otra parte, se de�ne la función de costo E

para cada estado P como:

E (P )=∥ϕ (P )−ψ∥2H

La mejor manera de evaluar un estado (partición) es calculando la distancia de su
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imagen a la imagen de la partición de consenso teórica11 ψ.

Se dice que dos estados (particiones) Pa y Pb son vecinos, si se puede obtener Pb
moviendo un objeto de Pa de un grupo hacia otro12 y viceversa. Luego, se de�ne la

vecindad de un estado (partición) P como

N(P ) = {P ′ ∈ PX |P ′ es vecino de P}

En este caso, se usa un programa de reducción de temperatura muy simple en el cual la

temperatura T decrece de la siguiente manera: Ti=βTi−1, donde Ti es la temperatura

del i-ésimo estado del proceso y β < 1 es una constante. El pseudo código de este

algoritmo para enfrentar el problema de la pre-imagen y por tanto para hallar la

partición de consenso se presenta en el Algoritmo 2.

La complejidad computacional de esta función de consenso viene dada por la

complejidad del recocido simulado, el cual es utilizado como heurística de solución.

Este problema básicamente consiste en solucionar el problema (2.9) utilizando la

ecuación (2.10).

Para resolver el problema (2.9) primeramente es necesario calcular los pesos no-

malizados ω′
i, para los cuales es necesario calcular

(∑m
i=1

∑m
j=1 ωiωj k̃(Pi, Pj)

)
el cual

es un valor constante y puede ser obtenido una sola vez en tiempo O(n ·m2), ya que

es necesario aplicar O(m2) veces la medida de similitud k, la cual puede ser calculada

en O(n) (ver Sección 2.2)13.

Posteriormente, en cada iteración del algoritmo, se debe generar un nuevo estado

vecino. Esto signi�ca, crear una nueva partición a partir del estado actual, la cual

di�era en solo una etiqueta de cluster para un objeto de la partición actual. Esto puede

ser hecho en O(1). Además, se tiene que calcular la energía del estado actual (calcular

la distancia de la partición actual P hasta la partición de consenso teórica) mediante

la ecuación (2.10). Esto implica hacer m aplicaciones de la medida de similitud, la

cual puede ser calculada en O(n). Por tanto, esta distancia puede ser calculada en

O(n · m). De esta manera, se puede decir que calcular cada iteración del recocido

simulado es O(n ·m) y como se puede asumir que m < n, este es inferior a n2.

El proceso de recocido simulado tiene como criterio de parada un máximo número

de iteraciones rMax, luego se puede estimar el costo computacional del proceso com-

pleto en O(n ·m2) +O(n ·m · rMax). Asumiendo que se hacen m o más iteraciones

11Por simplicidad, se denomina a ψ consenso teórico.
12O creando un nuevo grupo unitario con este elemento.
13Las tres medidas de similitud entre particiones, para las cuales se prueba en este documento que

son funciones núcleos (kG, kS y kR), pueden ser calculadas en tiempo O(n).
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Algoritmo 2: Función de consenso utilizando Recocido Simulado

Notaciones: P −Estado actual.
e −Energía del estado actual.
Pnext Próximo estado.
enext −Energía del próximo estado.
P̂ −Mejor solución actual.
eP̂ −Energía de la mejor solución actual.
r −Número de iteraciones.
rMax −Máximo número de iteraciones.
eMax −Umbral de energía.
neighbor (P ) −Devuelve un vecino de P

Entrada:
X -Conjunto de objetos.
P �Conjunto de particiones.
Ω -Conjunto de pesos asociados a las particiones.

Salida:
P̂ -Partición de consenso obtenida.

P0 = argminP∈P

∥∥∥ϕ̃ (P )− ϕ̃ (P ∗)
∥∥∥2
H
; //Se calcula el estado inicial.

P = P0; e = E (P ) =
∥∥∥ϕ̃ (P )− ϕ̃ (P ∗)

∥∥∥2
H
; //Inicializaciones.

P̂ = P ; eP̂ = e; r = 0;

while r < rMax y e > eMax do
Pnext = neighbor (P ); //Seleccionar un vecino.
enext = E (Pnext); //Calcular la energía.
if enext < eP̂ then

P̂ = Pnext; eP̂ = enext; //Actualizar mejor solución.

if exp
(
− enext−eP̂

T

)
> random then

P = Pnext; e = enext; //Cambiar estado actual.
T = βT //Actualizar la temperatura.
r = r + 1;
return P̂ ; //Se devuelve la mejor partición.

en este proceso, la complejidad �nal puede ser estimada en O(n ·m · rMax).

A pesar de que este algoritmo trata de encontrar el óptimo global de un problema

de optimización combinatorio exponencial, y que muchos algoritmos de combinación

de agrupamientos no enfrentan directamente este problema; la complejidad compu-

tacional de este algoritmo es comparable con la de los algoritmos de combinación de

agrupamientos más e�cientes, los cuales tienen una complejidad de O(n·m·d∗), donde
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n es el número de objetos, m el número de particiones y d∗ el número de grupos en

la partición de consenso.

El conjunto de todas las particiones de X, PX es �nito, por tanto se podría utilizar

un número de iteraciones su�cientemente grande con el cual se asegure la convergen-

cia al óptimo global del problema (2.1). Por supuesto, debido a que incluso para

problemas donde X es pequeño la cardinalidad de PX es un número considerable-

mente grande14, esto conllevaría a un algoritmo computacionalmente intratable. Sin

embargo, con un número razonablemente pequeño de iteraciones, es posible encontrar

en la práctica resultados muy cercanos al consenso teórico. De hecho, en el método

propuesto se comienza el recocido simulado con la partición en P más cercana a ψ, la

cual en muchas aplicaciones prácticas podría ser incluso una solución su�cientemente

buena.

2.4. Resultados experimentales

Con el objetivo de mostrar como funciona el método propuesto en la práctica, se

realizaron diversos experimentos con diferentes colecciones de datos. En estos experi-

mentos, se discute la utilidad de cada paso del algoritmo de combinación de agrupa-

mientos y se comparan los resultados obtenidos contra los resultados de algoritmos

de agrupamiento así como contra los resultados de otros algoritmos de combinación

de agrupamientos.

Para la aplicación del método propuesto, primeramente, es necesario seleccionar

los algoritmos de agrupamiento (y sus con�guraciones de parámetros) que se van a

usar para generar el conjunto de particiones. Posteriormente, con el objetivo de apli-

car el paso de Análisis de la Importancia de las Particiones, es necesario de�nir un

conjunto de Índices de Validación de Propiedades (IVP). Además debe ser identi�cada

la situación más apropiada para el problema en cuestión, es decir, Agrupamiento Sin

Información (ASI) o Agrupamiento Con Información (ACI) y aplicar su correspon-

diente mecanismo de asignación de pesos (ecuación (2.2) o (2.3)). Es importante tener

en cuenta que tanto los algoritmos de agrupamiento simples como los IVPs usan los

objetos originales del problema, por tanto, deben ser seleccionados cuidadosamente

teniendo en cuenta el tipo de datos del problema. Por ejemplo, en estos experimentos

solo serán usados datos numéricos, por tanto se usa el algoritmos de agrupamiento

14La cardinalidad de PX viene dada por el número de Bell, el cual responde a la siguiente fórmula
recurrente Bn+1 =

∑n
k=0

(
n
k

)
Bk
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k-Means y la distancia Euclidiana como distancia dI en la de�nición de los índices

(ver ecuación (2.12)).

Después de la aplicación del paso de Análisis de Relevancia de las Particiones, se

tiene un conjunto de particiones P y un conjunto de pesos Ω. Con esta información

se aplica el paso de combinación. En este último paso no se utiliza el conjunto de

objetos originales. Luego, el método propuesto puede ser usado sin importar el tipo

de datos originales del problema.

Además, en los experimentos presentados en este capítulo se utilizará la medida

de similitud entre particiones basada en conteo de subconjuntos kS (Sección 2.2.2),

debido a que con esta se obtuvieron los mejores resultados experimentales.

En el paso de consenso, es necesario con�gurar algunos parámetros especí�cos del

recocido simulado. En la Sección 2.3, se explicó cómo de�nir los parámetros genéricos

de esta meta-heurística con el objetivo de adaptarla al problema de combinación

de agrupamientos. Sin embargo, existen algunos parámetros especí�cos que deben

ser con�gurados para un problema particular, tales como: temperatura inicial T0,
constante de decrecimiento de temperatura β y los criterios de parada del algoritmo,

por ejemplo, número máximo de iteraciones rMax y un umbral de máxima energía

eMax. En los experimentos de este capítulo, se utiliza la siguiente con�guración

T0 = 100, β = 0.98, rMax = 10000 y eMax = 0. Estos parámetros fueron ajustados

empíricamente corriendo el algoritmo con diferentes con�guraciones. Se utiliza un alto

valor de β para obtener un proceso de enfriamiento lento, debido a que se corre solo

una iteración por cada valor de temperatura. Se hace eMax = 0 con el objetivo de

sólo usar el máximo número de iteraciones rMax como criterio de parada. De esta

manera, el algoritmo se ejecuta hasta alcanzar el máximo número de iteraciones. El

algoritmo fue ejecutado en una PC Intel Core 2 Quad a 2.50 GHz. El tiempo de

ejecución fue cercano a 1 minuto para los casos peores en las diferentes colecciones

de datos utilizadas (compuestas por 1000 o menos objetos).

En los experimentos, se nombrará al algoritmo propuesto por Combinación de

Particiones Pesadas basado en Núcleos (Weighted Partition Consensus via Kernels)

(WPCK).

2.4.1. Descripción de las colecciones de datos

En los experimentos, se utilizaron 6 colecciones de datos. Una de estas es una

colección de datos sintética compuesta por puntos en el plano bidimensional, la cual

es utilizada para mostrar el comportamiento del método de manera visual. Las otras
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Tabla 2.1: Descripción de las colecciones de datos
Nombre #Objetos #Atributos #Clases Objetos por clases

Ionosphere 351 34 2 126-225
Wine 178 13 3 59-71-48
Cassini 1000 2 3 400-300-300
Iris 150 4 3 50-50-50
Breast Cancer 699 9 2 458-241
Optical Digits 100 64 10 10-11-11-11-12-5-8-12-9-11

5 colecciones de datos son de la UCI Machine Learning Repository (ver Tabla 2.1)

[36]. Para todas estas colecciones de datos se tiene disponible una estructuración de

referencia (ground-truth) y los resultados son evaluados de acuerdo a su parecido con

la asignación de etiquetas en la estructuración de referencia. Como es conocido, en

muchos problemas de clasi�cación no supervisada no se conoce la estructuración de re-

ferencia (incluso esta no tiene que ser única) y la selección de un índice apropiado para

un problema en particular es una tarea compleja. Por tanto, para mostrar la efectivi-

dad del método propuesto, se utilizan estas colecciones de datos de referencia interna-

cional, en las cuales la estructuración de referencia está disponible. Los resultados son

evaluados a partir del índice Tasa de Error de Agrupamiento (Clustering Error Rate;

CER), el cual es obtenido para una partición P contando el número de objetos mal

clasi�cados respecto a la estructuración de referencia disponible para cada colección

de datos.

2.4.2. Índices de validación de propiedades utilizadas en los

experimentos

Con el objetivo de aplicar el paso de Análisis de la Importancia de las Particiones

(Sección 2.1) es necesario de�nir un conjunto de Índices de Validación de Propiedades

(IVP). En estos experimentos, se usan cuatro índices de validación sencillos [49],

donde cada uno mide el cumplimiento de una propiedad especí�ca. Dado un conjunto

de objetos X = {x1, . . . , xn}, una partición P = {C1, C2, . . . , Ct} y una distancia

dI : X ×X → R+, se de�ne la Varianza de la partición de la siguiente manera:

VI (P ) = 1√
1
n

∑
Ci∈P

∑
xj∈Ci dI (xj, ηi)

(2.12)

donde ηi es el centroide del grupo Ci. La varianza VI es una manera de medir la

compacidad de los grupos en la partición.
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El segundo índice es la Conectividad que viene de�nido por:

CI (P ) = 1∑n
i=1

∑nc
j=1 vi,j

donde vi,j =

{
1
j
, si @Ch : xi ∈ Ch y nn (i, j) ∈ Ch

0, en otro caso
, y nn (i, j) es el j-ésimo ve-

cino más cercano del objeto xi. nc es el número de vecinos que contribuyen a la

medida de conectividad vi,j. En estos experimentos se usa nc = 5. Este índice evalúa

el grado de conectividad de los grupos en una partición midiendo cuántos vecinos de

un objeto pertenecen al mismo grupo que el objeto.

El tercer índice usado en estos experimentos es el Ancho de la Silueta, de�nido a

partir de la siguiente expresión:

SI (P ) = 1

n

n∑
i=1

SI ′ (xi)

donde SI ′ (xi) = bi−ai
max(bi, ai)

y ai denota la distancia promedio entre el objeto xi y el

resto de los objetos en su grupo, bi denota la distancia promedio entre xi y los objetos

en el grupo más cercano. Este índice da una medida de la compacidad y separación

de cada grupo dentro de la partición.

Además, se utiliza el Índice de Dunn:

DI (P ) = min
Ci∈P

{
min
Cj∈P

dist (Ci, Cj)

maxCh∈P diam (Ch)

}
donde diam(Ch) es la máxima distancia intra-grupo en el grupo Ch y dist (Ci, Cj)

es la mínima distancia entre pares de objetos xa y xb tal que xa ∈ Ci y xb ∈ Cj.

Este índice es una medida de la proporción entre la menor distancia inter-grupo y la

mayor distancia intra-grupo, por tanto es otra medida de la relación entre compacidad

y separación entre los grupos en la partición.

En estos cuatro índices, mayores valores denotan mayor cumplimiento con la pro-

piedad representada por cada índice. Por tanto, son consistentes con la de�nición de

Índice de Validación de Propiedades (IVP) dada en la Sección 2.1.
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2.4.3. Experimentación y análisis

Para mostrar el comportamiento del método propuesto desde diferentes puntos

de vista, se realizan en esta sección cuatro tipos de experimentos. En el primero,

se discute en detalle el funcionamiento del algoritmo sobre las colecciones de datos

Ionosphere y Wine, mostrando la importancia de cada uno de los pasos del mismo y

las diferencias existentes entre los dos tipos de mecanismos de asignación de pesos. En

el segundo experimento, se presenta un análisis visual del desempeño del algoritmo

utilizando la colección de datos Cassini. En el tercer experimento, el método propues-

to es comparado contra el desempeño promedio de los algoritmos de agrupamiento,

en particular, el algoritmo k-Means. Finalmente, en el cuarto experimento, se com-

para el algoritmo propuesto con otros algoritmos de combinación de agrupamientos

reportados en la literatura. En todos los experimentos se utilizan los cuatro índices

(Varianza (VI), Conectividad (CI), Ancho de la Silueta (SI) y el Índice de Dunn

(DI)). También se muestra el valor dψ, el cual para una partición P , representa la

proximidad al consenso teórico ψ (calculada a través de la ecuación 2.10).

In�uencia del mecanismo de asignación de pesos

En este experimento se usan 10 particiones de la colección de datos Ionosphere

para ilustrar la in�uencia del mecanismo de asignación de pesos en el cálculo del

valor dψ. Las 10 particiones se obtuvieron mediante la aplicación del algoritmo de

agrupamiento k-Means con diferentes inicializaciones de los parámetros y usando

subconjuntos aleatorios de atributos para representar los objetos en cada corrida del

algoritmo k-Means. En la Tabla 2.2, se muestran la aplicación de los cuatro índices a

todas las particiones, los porcientos de CER para cada partición y los valores de dψ
para cuatro con�guraciones diferentes.

En la primera con�guración, no son usados los pesos en la de�nición de la función

de consenso, o dicho de otra manera, se le asigna el valor de peso 1 a cada partición

asumiendo que todas tienen la misma importancia para el proceso de combinación. En

la segunda con�guración, los pesos se calculan asumiendo la situación ASI, es decir,

no se tiene conocimiento acerca de los índices que se deben maximizar y los índices

son utilizados para descubrir información. La tercera con�guración es asumiendo la

situación ACI, es decir, asumiendo que los cuatro índices de�nidos previamente son los

que se deben maximizar. Finalmente, la cuarta con�guración es también asumiendo

la situación ACI pero solamente teniendo en cuenta Varianza (VI) y el Índice de

Dunn (DI). En la Tabla 2.2, la columna dψ(i) se re�ere a la i−ésima con�guración y
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Ω(i) denota el peso asociado a esta con�guración. No se muestra Ω(1) ya que este es

igual a 1 para todas las particiones.

Tabla 2.2: Experimentos con 10 particiones de la colección de datos Ionosphere. Se
muestran los diferentes tipos de mecanismos de asignación de pesos.

P VI CI SI DI CER(%) dψ(1) Ω(2) dψ(2) Ω(3) dψ(3) Ω(4) dψ(4)

P00 0,78 0,20 0,79 0,18 25,07 0,925 0,826 0,857 0,499 1,032 0,458 1,038
P01 1 1 1 0,81 28,77 0,767 0,205 1,042 1 0,530 0,906 0,682
P02 0,99 0,99 1 0,81 29,05 0,760 0,212 1,037 0,997 0,544 0,905 0,668
P03 0,99 0,76 0,99 1 30,76 0,883 0,255 1,074 0,982 0,770 1 0,654
P04 0 0,09 0,20 0,09 45,01 0,925 0,273 1,084 0,075 1,193 0 1,216
P05 0,13 0,43 0,44 0,93 17,66 0,855 0,999 0,645 0,497 0,969 0,515 0,944
P06 0,14 0,37 0,44 0,93 17,37 0,855 0,988 0,648 0,481 0,973 0,521 0,943
P07 0,02 0 0 0,1 29,62 0,925 0 1,196 0 1,222 0,012 1,211
P08 0,17 0,01 0,06 0 46,15 0,925 0,119 1,147 0,034 1,208 0,039 1,201
P09 0,84 0,27 0,84 0,72 27,92 0,925 1 0,786 0,697 0,957 0,779 0,913

Analizando la Tabla 2.2, se observa que:

La manera de calcular los pesos afecta el resultado �nal. Cada con�guración

produjo como resultado una partición diferente con menor valor de dψ asocia-

do. Por lo tanto, es muy importante la identi�cación de la situación correcta,

agrupamiento sin información (ASI) o con información (ACI) y la selección del

conjunto de índices.

Comparando las con�guraciones 1 y 2, se puede constatar que debido al cálculo

de los pesos, la partición con un valor menor de dψ fue una partición más

cercana a la estructuración de referencia (con un menor valor CER). El análisis

hecho con los índices y los pesos asignados a las particiones permite de�nir una

partición de consenso teórica más cercana a la estructuración de referencia.

Analizando la con�guración 3, nos damos cuenta de que cuando se asignan los

pesos maximizando los valores de los índices (situación ACI) la partición con

menor dψ no es la más cercana a la estructuración de referencia. Esto corro-

bora que a diferencia de como puede pensarse, la partición más compacta y

separada no es siempre la solución más apropiada para todo problema. En oca-

siones, la mejor partición para un problema de agrupamiento, es aquella que

satisface estas y otras propiedades con cierto grado de cumplimiento. Descubrir

estas propiedades y su grado de cumplimiento óptimo es precisamente lo que se

persigue con el proceso de asignación de pesos.

Observando la con�guración 4, se puede ver que cuando se usa un subconjunto

de índices la partición con menor dψ cambia a la partición que maximizó los
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valores de los índices analizados. De esta manera, en un problema de ACI, se

pueden cambiar los índices en el proceso de asignación de peso para mover el

consenso en la dirección de los resultados esperados.

En los siguientes experimentos, se usa el mecanismo de asignación de peso de la

situación ASI (ecuación (2.2)) debido a que realmente no se conocen las propieda-

des que se deben maximizar para acercarse a la estructuración de referencia en las

colecciones de datos utilizadas.

Tabla 2.3: Veinte particiones de la colección de datos Wine y la partición de consenso
P ∗. Se muestran los resultados de la aplicación de los índices, los pesos asociados
a cada partición, el porciento de CER y la posición según el valor de dψ de cada
partición.

P VI CI SI DI Ω CER (%) dψ

P00 0,39 0,53 0,42 0,16 0,97 2,80 6th
P01 0,34 0,57 0,47 0,16 0,95 5,16 2nd
P02 0,36 0,56 0,46 0,14 0,95 3,37 3rd
P03 0,42 0,61 0,44 0,08 0,97 5,02 11th
P04 0,38 0,60 0,38 0,16 0,99 7,86 12th
P05 0,77 0,78 0,27 0 0,68 15,73 17th
P06 0,37 0,60 0,42 0,17 1 10,11 15th
P07 0,40 0,67 0,38 0,04 0,92 13,48 16th
P08 0,85 1 0,12 0,01 0,49 30,89 18th
P09 0,38 0,55 0,45 0,19 0,95 3,37 9th
P10 0,37 0,55 0,43 0,16 0,97 3,93 1st
P11 0,34 0,54 0,48 0,16 0,93 4,49 4th
P12 0,38 0,59 0,43 0,10 0,97 6,74 8th
P13 0 0 1 1 0 29,77 20th
P14 1 0,98 0 0,06 0,41 38,76 19th
P15 0,35 0,53 0,45 0,16 0,94 6,74 10th
P16 0,37 0,53 0,43 0,16 0,96 2,80 5th
P17 0,47 0,63 0,40 0,08 0,97 4,49 13th
P18 0,36 0,58 0,44 0,16 0,97 6,17 7th
P19 0,52 0,66 0,38 0,08 0,93 6,17 14th

Prom. 0,44 0,60 0,45 0,16 0,84 10,39 -
P ∗ 0,39 0,55 0,44 0,16 - 3,88 -

En los experimentos cuyos resultados se muestran en la Tabla 2.3, se usó la co-

lección de datos Wine y se crearon 20 particiones de los datos (P00, P01, . . . , P19)

mediante la aplicación del algoritmo k-Means con diferentes parámetros. En dicha

tabla se presentan los valores de cada índice, los pesos asignados, el valor CER y la

posición de cada partición organizada por su valor de dψ. Además, se muestra el com-

portamiento promedio de todas las particiones y la partición de consenso obtenida

P ∗. Todos los valores de los índices y pesos fueron normalizados en el intervalo [0, 1]

para resaltar las diferencias entre particiones.

Al analizar estos experimentos se puede observar que:
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Figura 2.1: Arriba: Curvas de los índices evaluados en todas las particiones. Abajo:
Los pesos asociados a cada partición.

La partición de consenso tiene un valor CER más pequeño que el valor CER

promedio entre todas las particiones.

Sin embargo, la partición de consenso obtenida P ∗ no tiene el menor valor CER.

Esto es esperado debido a que el algoritmo de combinación de agrupamientos

no cuenta con la información de la estructuración de referencia. Ordenando las

particiones por su valor CER, la partición de consenso toma el cuarto lugar de

21, con un valor muy cercano al menor valor de CER, lo cual hace a la partición

de consenso una elección adecuada.

La partición de consenso tiene un comportamiento muy similar al comporta-

miento promedio de las particiones para cada índice.

La partición más cercana al consenso teórico (P10 en este caso) no es la que
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tiene un mayor peso asociado, sin embargo sí tiene un alto valor de peso.

Se asigna un peso pequeño a particiones bien diferentes al resto como son P8,

P13 y P14 (que a su vez tienen un alto valor de CER). Esto ocurre debido a que

estas particiones son las que presentan un comportamiento más irregular con

respecto al valor promedio para todos los índices. En la Figura 2.1, se puede

observar que picos pronunciados en las curvas de los índices implican valores

pequeños de peso y que particiones con valores de índices cercanos al promedio

tienen un alto peso asociado.

Las particiones P8, P13 y P14, las cuales tienen un alto valor de CER, son las

más alejadas al consenso teórico, es decir, estas particiones están en las últimas

tres posiciones respecto al valor dψ.

Análisis visual

En este experimento se utiliza la colección de datos Cassini. Esta consiste en 3

estructuras: dos externas con forma de banana y una con forma de círculo en el centro

(ver Figura 2.2). Utilizando el algoritmo k-Means, se generaron 5 particiones de los

datos (P0, P1, P2, P3, P4) (ver Tabla 2.4). Esta colección de datos está constituida por

puntos en el plano, donde cada objeto viene representado por dos características: la

coordenada x y la y. Las primeras 4 particiones se obtuvieron teniendo en cuenta

solamente la información de la coordenada y, y la última fue generada utilizando

la información de ambas coordenadas. La idea de utilizar solamente la coordenada

y se debe a que utilizando esta coordenada, los objetos son fácilmente separables

según la estructura de la partición de referencia (ver Fig. 2.2). Sin embargo, usando

ambas coordenadas, la forma de banana de las dos clases externas son bien difíciles

de obtener utilizando el algoritmo k-Means.

Tabla 2.4: Experimentos con la colección de datos Cassini
P Ω CER CER (%) dψ

P0 0,98 16 1,6 0,27
P1 0,97 5 0,5 0,46
P2 0,85 24 2,4 0,57
P3 1 17 1,7 0,28
P4 0 343 34,3 1
P ∗ - 14 1,4 0,19

En este experimento, como en el anterior, la partición más cercana al consenso

teórico (P0) no es la que tiene un menor valor de CER, sin embargo tiene un valor de



60
2. COMBINACIÓN DE AGRUPAMIENTOS BASADA EN FUNCIONES

NÚCLEO

−2 −1 0 1 2

−
1
.5

−
1
.0

−
0
.5

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

Base de datos original

−2 −1 0 1 2

−
1
.5

−
1
.0

−
0
.5

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

P0

−2 −1 0 1 2

−
1
.5

−
1
.0

−
0
.5

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

P1

−2 −1 0 1 2

−
1
.5

−
1
.0

−
0
.5

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

−2 −1 0 1 2

−
1
.5

−
1
.0

−
0
.5

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

−2 −1 0 1 2

−
1
.5

−
1
.0

−
0
.5

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

P2 P3 P4

Figura 2.2: Estructuración de referencia de la colección de datos Cassini y 5 particiones
obtenidas utilizando el algoritmo k-Means. Las primeras cuatro (P0 - P3) se obtuvieron
utilizando solamente la coordenada y de cada punto y la última (P4) utilizando ambas
coordenadas, x y y.
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Figura 2.3: La partición de consenso obtenida.

CER muy pequeño en comparación con la peor partición (P4). Además, la partición

más diferente al resto tiene el menor peso asociado y es la que más lejos se encuentra

del consenso teórico. La partición de consenso obtenida P ∗ (ver Figura 2.3) es la más

cercana al consenso teórico y solo se diferencia de la estructuración de referencia en

14 puntos de los 1000 que componen la colección de datos.
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Comparación con algoritmos de agrupamiento simples

En esta sección, se compara el algoritmo propuesto (WPCK) con el desempeño

promedio del algoritmo de agrupamiento simple k-Means utilizando las colecciones de

datos Ionosphere e Iris (ver Tabla 2.5). Los experimentos fueron realizados usando di-

ferentes números de particiones (m) para la combinación. Las columnas k-Means(min)

y k-Means(max) muestran el menor y mayor valor de CER entre todas las particiones.

Los resultados del método propuesto fueron superiores al desempeño promedio del al-

goritmo k-Means, presentado en la columna k-Means(prom), para todos los casos (ver

Tabla 2.5). Por otra parte, son cercanos a los resultados del k-Means con menor valor

de CER y lejanos de los resultados de k-Means con mayores valores de CER.

Tabla 2.5: Porciento (%) de CER del algoritmo k-Means y del algoritmo de combi-
nación de agrupamientos propuesto (WPCK).

Colección de datos m k-Means(prom) k-Means(min) k-Means(max) WPCK

Ionosphere 10 28,5 17,3 45,1 17,6
Ionosphere 20 26,3 16,2 45,1 16,5
Iris 10 22,3 9,3 49,3 11,3
Iris 20 18,6 4,0 49,3 7,3
Iris 30 15,1 4,0 49,3 5,3

Comparación con otros métodos de combinación de agrupamientos

En este último experimento, el método propuesto se compara contra otros algo-

ritmos de combinación de agrupamientos. Primeramente, en la Tabla 2.6 se muestra

una comparación del método propuesto contra métodos basados en particionamiento

de (hiper)grafos CSPA, HGPA, MCLA [99] y Teoría de la Información QMI [101]

sobre la colección de datos Iris, usando diferentes números de particiones m en la

combinación.

Tabla 2.6: CER (%) para la colección de datos Iris
m CSPA HGPA MCLA QMI WPCK

5 11,2 41,4 10,9 14,7 11,3
10 11,3 38,2 10,9 10,8 11,3
20 9,8 39,1 10,9 10,9 7,3
30 7,9 43,4 11,3 10,9 5,3
40 7,7 41,9 11,1 12,4 5,3

Finalmente, en la Tabla 2.7 se muestra la comparación del método propuesto con-

tra el método basado en co-asociación EA [37] y los métodos basados en (hiper)grafos

usando las colecciones de datos Breast Cancer y Optical Digits. EA-SL se re�ere al
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Tabla 2.7: CER(%) para las coleccións de datos Breast Cancer y Optical Digits
Colección de datos EA-SL EA-AL CSPA HPGA MCLA WPCK

Breast Cancer 4,0 4,0 17,3 49,9 3,8 3,6
Optical Digits 56,6 23,2 18,1 40,7 18,5 22,1

método EA utilizando el algoritmo Single-Link para obtener la partición de consenso

y el EA-AL usa el algoritmo Average-Link.

Los resultados obtenidos muestran que el método propuesto es otra alternativa

para enfrentar problemas de clasi�cación no supervisada y que pueden obtenerse

resultados mejores a los obtenidos por otros métodos.



Capítulo 3

COMBINACIÓN DE

AGRUPAMIENTOS

HETEROGÉNEOS

En este capítulo, se muestra cómo el uso de los objetos originales del problema

pueden mejorar la calidad del proceso de combinación. Sin embargo, el uso del con-

junto original de objetos después del proceso de generación de particiones no siempre

es una tarea fácil. Por ejemplo, en el paso de generación pueden utilizarse diferentes

representaciones de los objetos o la misma representación pero diferentes medidas

de (di)similitud entre objetos en el momento de generar las particiones. Por tanto,

si se desea utilizar los objetos originales después del paso de generación, se deben

responder las siguientes interrogantes: ¾Qué representación de los objetos debe ser

utilizada? ¾Qué medida de (di)similitud debe ser empleada?

Una posible respuesta a estas interrogantes se puede encontrar a partir de la de�-

nición de un procedimiento en el cual inmediatamente después del paso de generación

se resuma la información en el conjunto de particiones a combinar. Una idea similar

se encuentra en los métodos basados en co-asociación [37] (ver Sección 1.2.3). Estos

métodos tratan de uni�car la información de las particiones a combinar en la matriz

de co-asociación, la cual es vista como una nueva matriz de similitud entre objetos. En

este sentido, la matriz de co-asociación parece ser la herramienta ideal para acumular

toda la información en el conjunto de particiones a combinar. Sin embargo, como se

verá en más detalle en la Sección 3.1, existe información valiosa que no puede ser

extraída por la matriz de co-asociación.

Por tanto, se propone en la Sección 3.1 la matriz de asociación pesada, la cual es

63
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más expresiva como medida de similitud. Esta nueva matriz de similitud es el punto de

partida de los dos métodos de combinación de agrupamientos que se proponen en este

capítulo. En la Sección 3.2 se presenta un método de combinación de agrupamientos

basado en la idea de acumulación de evidencia utilizando la matriz de asociación

pesada. En la Sección 3.3 se utiliza la matriz de asociación pesada para obtener una

nueva representación de los objetos originales, la cual se puede utilizar en el proceso

de combinación sin importar el mecanismo de generación que haya sido aplicado.

Además, se presenta un nuevo algoritmo de combinación de agrupamientos, que es

una generalización del algoritmo presentado en el capítulo anterior. Finalmente, se

presentan y discuten en la Sección 3.4 algunos resultados experimentales.

3.1. Matriz de asociación pesada

La matriz de co-asociación CA se de�nió en [37] como una nueva medida de simi-

litud entre objetos basada en la información del conjunto de particiones a combinar.

Cada celda de esta matriz tiene el siguiente valor:

CA(i, j) =
m∑
t=1

δij(Pt), donde δij(P ) =

{
1, ∃C ∈ P (xi ∈ C ∧ xj ∈ C)
0, en otro caso

(3.1)

De esta forma, el valor en cada posición (i, j) de la matriz es una medida de

cuántas veces los objetos xi y xj están en el mismo grupo para todas las particiones

en P.
Siguiendo una idea similar se introduce la matriz de p-asociación PA [120] como

una extensión de la matriz de co-asociación antes presentada. Esta matriz se de�ne

como:

PA(i, j) =
m∑
t=1

γij(Pt), donde γij(P ) =


1, i = j

1

1+ f
√

|C|
, ∃C ∈ P (xi ∈ C ∧ xj ∈ C)

0, en otro caso
(3.2)

En esta nueva matriz los valores tienen una naturaleza continua en vez de binaria

como en la matriz de co-asociación. Además, se tiene en cuenta para su de�nición, el

tamaño de los grupos y la dimensión f de la tupla de características que representa

a cada objeto.

Sin embargo, aún existe información valiosa en el conjunto de particiones que no se
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tiene en cuenta en ninguna de las matrices de�nidas anteriormente. Por este motivo,

se de�ne la matriz de asociación pesada, la cual como se mostrará posteriormente,

extrae más información del conjunto de particiones P con el objetivo de obtener una

mejor matriz de similitud entre objetos. Primeramente, se a�rma en este trabajo que

el hecho de que dos objetos pertenezcan al mismo grupo en una partición no brinda

la misma información para todas las particiones. Por este motivo se de�nirá el valor

de asociación entre dos objetos xi y xj que pertenecen a un mismo grupo en cierta

partición P ∈ PX . Para calcular este valor de asociación, se tendrán en cuenta tres

factores: el número de elementos en el grupo al cual xi y xj pertenecen, el número

de grupos en la partición analizada y el valor de (di)similitud entre estos dos objetos

usando la misma medida que se utilizó para generar la partición P .

Ahora se muestra un ejemplo ilustrativo:

Ejemplo 3.1. Sea {x1, . . . , x10} un conjunto de diez objetos y P1, P2, P3, P4 cuatro

particiones de estos objetos (ver Figura 3.1). En el primer caso (a), se puede decir

que el hecho de que x1 y x2 pertenezcan al mismo grupo brinda más información en

el caso de la partición P1 que en P2. Esto es debido a que en P1 los datos están más

segmentados, es decir, existe un mayor número de grupos, por lo tanto se puede asumir

que el algoritmo de agrupamiento utilizado para obtener P1 fue más discriminativo.

Sin embargo, a pesar de esto, ambos objetos se mantuvieron juntos en el mismo grupo.

En el segundo caso (b), se puede decir que el hecho de que x1 y x2 estén agrupados

juntos contribuye con más información en el caso de la partición P4. El número de

elementos en el grupo al que ambos objetos pertenecen es más pequeño en P4 que en P3.

Por tanto, en este caso, el algoritmo aplicado para obtener P4 fue más discriminativo

en una vecindad de este par de objetos. Aún así, ambos permanecieron juntos en el

mismo grupo.

Del Ejemplo 3.1, se puede decir intuitivamente que dos objetos xi y xj, clasi�cados

en el mismo grupo C para cierta partición P , la cual se obtiene utilizando una medida

de similitud ΓP , tienen un alto valor de asociación si se satisfacen las siguientes

condiciones:

1. |C| es pequeño(|C| es el número de elementos en el grupo C)

2. |P | es grande (|P | es el número de grupos en P )

3. ΓP (xi, xj) es grande.
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Figura 3.1: Las cuatro particiones de diez objetos en el Ejemplo 3.1

Si la partición P se obtuvo utilizando una medida de disimilitud dP , se puede fácilmen-

te obtener una medida de similitud equivalente utilizando el inverso o el opuesto de

esta medida. Por tanto, a partir de ahora se asume que el algoritmo de agrupamiento

utilizado para obtener cada partición utilizó una medida de similitud ΓP .

Siguiendo la idea anterior, se de�ne la matriz de asociación pesada WA como:

WA(i, j) =
m∑
t=1

λij(Pt), donde λij(P ) =

{
|P |
|C| · ΓP (xi, xj), ∃C ∈ P (xi ∈ C ∧ xj ∈ C)
0, en otro caso

(3.3)

Otro ejemplo para mostrar el bene�cio de la matriz WA es el siguiente:

Ejemplo 3.2. Como se vio en la De�nición 1.1, se puede de�nir la relación de

orden parcial �anidado en� denotada por ≼ sobre el conjunto de particiones PX . Los
algoritmos de agrupamiento jerárquicos, como el Single-Link o Average-Link, producen

jerarquías de particiones anidadas donde, si P ≼ P ′ con P ̸= P ′, signi�ca que el

criterio utilizado para obtener P fue más discriminativo que el usado para obtener

P ′, es decir, P se encuentra en un nivel más bajo en la jerarquía que P ′. De esta

forma, el hecho de que un par de objetos xi, xj pertenezca a un mismo grupo C en P

brinda más información acerca del parecido de estos objetos que el hecho de que estos

pertenezcan a un mismo grupo C ′ en P ′. Usando las matrices de co-asociación (3.1)

o p-asociación (3.2), no puede extraerse esta información. Sin embargo, utilizando la

matriz de asociación pesada (3.3) se le da más valor a la partición P ya que si P ≼ P ′

esto implica que |P | ≥ |P ′| y |C| ≤ |C ′|. Entonces |P |
|C| · ΓP (xi, xj) ≥

|P ′|
|C′| · ΓP ′(xi, xj)

ya que en este caso ΓP = ΓP ′.
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3.2. Método de acumulación de evidencia pesada

En los métodos de Acumulación de Evidencia [37] y Acumulación de Probabilidad

[120], el primer paso es el cálculo de la matriz de co-asociación o de p-asociación res-

pectivamente. Posteriormente, la partición de consenso se obtiene mediante la apli-

cación de un algoritmo de agrupamiento jerárquico aglomerativo. La partición de

consenso se obtiene utilizando el criterio de mayor tiempo de vida (highest lifetime)

para cortar la jerarquía de particiones producida por el algoritmo jerárquico a un

nivel determinado. El highest lifetime [37] es una simple pero efectiva heurística para

determinar un nivel representativo en una jerarquía. El t-lifetime se de�ne como el

rango de valores con los cuales se puede cortar el dendrograma y obtener t grupos.

Después de calcular el valor de lifetime para cada nivel en la jerarquía, se selecciona

el que tiene un mayor valor1.

Una primera aplicación de la matriz de asociación pesada WA propuesta en

este capítulo es seguir con esta misma �losofía de los métodos basados en co-

asociación. Para esto se de�ne el algoritmo Acumulación de Evidencia Pesada

(Weighted Evidence Accumulation; WEA), que consiste en: como primer paso, calcu-

lar la matriz WA y posteriormente aplicar un algoritmo de agrupamiento jerárquico

seleccionando la partición de consenso utilizando el criterio highest lifetime.

3.3. Generalización del método de combinación de

agrupamientos basado en funciones núcleo

En el capítulo anterior se presentó el algoritmo de combinación de agrupamientos

WPCK, que es un claro ejemplo de cómo el uso de los datos originales del problema

puede mejorar la calidad del proceso de combinación. Este método incorpora el paso

Análisis de la Importancia de las Particiones (AIP) a la metodología usual de los

métodos de combinación de agrupamientos, donde el uso de los objetos originales es

crucial para la asignación de un peso a cada partición que representa su importancia

para el proceso de combinación. Estos pesos asociados a cada partición permiten la

realización de un mejor proceso de combinación de las particiones debido a que las

particiones más relevantes son las que desempeñan el rol fundamental en este proceso.

Sin embargo, el uso de los objetos originales después de la generación podría llevarnos

1En el Capítulo 4.1 se presenta un estudio más completo de los algoritmos existentes para la
selección de un nivel representativo en una jerarquía de particiones.
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a las siguientes situaciones:

En el proceso de generación pueden ser usadas diferentes representaciones de los

datos y diferentes medidas de (di)similitud entre objetos. ¾Cuál de estas debe

ser seleccionada en el paso AIP?

Para cualquier operación que se haga sobre los datos originales, la naturaleza de

estos debe ser tenida en cuenta, por ejemplo, no debe ser aplicada una distancia

Euclidiana sobre datos mezclados2.

La búsqueda de una respuesta directa a estas interrogantes conllevaría a un proce-

so casuístico y muy dependiente de las particularidades de los datos del problema

en cuestión. Además, la naturaleza no supervisada del proceso de combinación de

agrupamientos di�culta la selección de una representación o medida de (di)similitud

más apropiada para un problema práctico. En esta sección, se presenta una solución

a estas preguntas, la cual a pesar del comportamiento no supervisado de la com-

binación de agrupamientos, es apropiada y puede ser aplicada de la misma manera

independientemente de las características particulares de un problema en cuestión.

La idea consiste en introducir un nuevo paso llamado Uni�cación de Información

inmediatamente después de la generación de las particiones. Este paso tiene como

objetivo uni�car en una nueva representación de los datos las diferentes representa-

ciones iniciales de los datos y las medidas de (di)similitud que fueron utilizadas en el

paso de generación. En este sentido la matriz de asociación pesada es una herramienta

excelente para resumir la información del conjunto de particiones, por tanto esta va

a ser un punto de partida para la obtención de la nueva representación uni�cada de

los datos.

Una vez que se tiene la matriz WA, se puede construir a partir de esta un espacio

de similitud basados en las ideas de la representación por (di)similitudes para el reco-

nocimiento de patrones [83]. Originalmente, cada objeto x ∈ X es representado por

una tupla en cierto espacio de características f−dimensional Gf . Entonces, con el ob-

jetivo de obtener el nuevo espacio de similitudes, se de�ne una función θ(·, X) : Gf →
Rn, tal que para cada objeto x, θ(x,X) = (WA(x, x1),WA(x, x2), . . . ,WA(x, xn)).

De esta manera, se obtiene una nueva representación de los datos que resu-

me la información acerca de las diferentes representaciones y medidas de proxi-

midad utilizadas en el proceso de generación. Además, esta nueva representación

como un vector de Rn permite el uso de herramientas matemáticas desarrolladas

2Datos compuestos por atributos numéricos y no numéricos
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para espacios vectoriales las cuales no tienen por qué estar disponibles para las

representaciones originales de los datos, por ejemplo, en caso de usar datos mez-

clados. Se denomina Combinación de Particiones Heterogéneas basada en Núcleos

Heterogeneous Partition Consensus via Kernels (HPCK) al método que extiende el

algoritmo WPCK mediante la introducción del paso Uni�cación de Información. El

principal inconveniente de utilizar el paso Uni�cación de Información es que en es-

te se calcula la similitud entre todos los pares de objetos a partir del cómputo de

la matriz de asociación pesada, por tanto este paso tiene un costo computacional

O(n2). De esta forma, los métodos presentados en este capítulo WEA y HPCK no

son apropiados en problemas con grandes volúmenes de datos.

3.4. Resultados experimentales

Para probar de manera experimental el método propuesto se utilizan siete colec-

ciones de datos con diferentes tipos de datos (ver Tabla 4.1). Seis de estas son de la

UCI Machine Learning Repository [36] y la otra es una colección de datos sintética

compuesta por puntos en el plano, la cual es utilizada para probar la capacidad de

los algoritmos propuestos en la determinación de estructuras complejas en los da-

tos. Para todas estas colecciones de datos la estructuración de referencia de los datos

(ground-truth) está disponible. Por lo tanto, al igual que en el capítulo anterior, en los

experimentos se comparan los resultados obtenidos con la estructuración de referencia

de cada colección de datos. Se utiliza el índice CER para evaluar el resultado de los

algoritmos, que como se vio en el capítulo anterior, evalúa la partición resultado con-

tando cuántos objetos son mal clasi�cados respecto a la estructuración de referencia.

Además, se utilizan los índices F, Pureza, Rand e Información Mutua Normalizada

(NMI) [3].

Tabla 3.1: Información de las colecciones de datos
Nombre Tipo Objetos Atributos Clases Obj-por-clases

Iris Numérico 150 4 3 50-50-50
Wine Numérico 178 13 3 59-71-48
Half-Rings Numérico 200 2 2 100-100
Zoo Mezclado 101 18 7 41-20-5-13-4-8-10
Auto Mezclado 205 26 6 3-22-67-54-32-27
Soybeans Categórico 47 21 4 10-10-10-17
Votes Categórico 435 16 2 267-168 Half-Rings

En estos experimentos, las particiones a combinar se obtienen mediante la

aplicación del algoritmo k-Means m veces con un número aleatorio de grupos
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(parámetro k del algoritmo) en el rango de 2 a 10. Además, se hizo una se-

lección aleatoria de un conjunto de atributos de los objetos en cada corri-

da del algoritmo. Finalmente, se empleó una de las siguientes tres medidas

de disimilitud entre pares de objetos xi y xj en cada corrida del k-Means.

(a)
√∑f

h=1 (CCij(h))2 (b)
∑f

h=1 |CCij(h)| (c) maxh=1,...,f |CCij(h)|
donde CC es un criterio de comparación que depende del tipo de datos de cada atributo

en la representación de los objetos. Este se de�ne de la siguiente manera:

CCij(h) =


xih−xjh
hmax

, si h es un atributo numérico;

{
0, xih = xjh;

1, en otro caso.
, si h es un atributo no numérico.

donde xih denota el valor del h-ésimo atributo del objeto xi y hmax es la máxima

diferencia entre dos valores del h-ésimo atributo entre todos los objetos. Estos criterios

de comparación son de�nidos con el objetivo de extraer el signi�cado de la diferencia

entre dos valores de atributos en cada dominio de de�nición particular de los atributos.

Esto es una manera de mapear estas diferencias en el intervalo [0, 1], con el objetivo

de darle sentido al hecho de sumar estos valores. Las disimilitudes también fueron

seleccionadas de manera aleatoria, tratando de obtener un conjunto de particiones

bien heterogéneos.

3.4.1. Con�guración de los algoritmos

En este capítulo se introdujeron dos algoritmos de combinación de agrupamientos

WEA (Sección 3.2) y HPCK (Sección 3.3). Estos tienen en común el uso de la matriz

de asociación pesada (3.3). En los experimentos se utiliza una versión normalizada

del valor de asociación λij (ver ecuación (3.3)) con el objetivo de asegurar que cada

componente de la matriz WA tenga la misma relevancia. Se usa

λij(P ) =

{
|P |/|Pmax|
|C|/|Cmax| ·

ΓP (xi,xj)

ΓmaxP
, ∃C ∈ P (xi ∈ C ∧ xj ∈ C)

0, en otro caso

donde |Pmax| denota la cardinalidad de la partición con más grupos en P, |Cmax|
denota la cardinalidad del grupo con más elementos entre todas las particiones y

ΓmaxP el máximo valor de similitud entre pares de objetos en X.

En el algoritmo WEA se utilizaron los siguientes algoritmos de agrupamiento
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jerárquico: Single-Link, Complete-Link y Average-Link. Se denota WEA-S, WEA-

C, WEA-A cada uno de estos casos. Además, se utilizaron estos mismos algoritmos

jerárquicos en los métodos EA [37] y PA [120], utilizando una notación análoga.

En el algoritmo HPCK, en el paso de Análisis de la Importancia de las Particiones

(AIP), se usaron cuatro índices de validación: Varianza, Conectividad, Ancho de la

Silueta e índice de Dunn [49], (la de�nición de cada uno de ellos puede encontrarse

en la Sección 2.4.2). Estos constituyen diferentes formas de medir compacidad, sepa-

ración y conectividad entre grupos. A pesar de que estos fueron de�nidos para datos

numéricos, pueden ser utilizados en el paso paso AIP del método HPCK sin importar

el tipo de datos originales del problema (e.g., datos categóricos o mezclados). Es-

to se debe a que en el algoritmo HPCK estos índices son aplicados sobre la nueva

representación de los datos obtenida en el paso Uni�cación de Información.

3.4.2. Experimentación y análisis

Se usan las tres primeras colecciones de datos para probar el algoritmo WEA. En

la Tabla 3.2 se calcula el CER de los algoritmos EA, PA y WEA sobre las colecciones

de datos Iris, Wine, Breast-Cancer y Half-Ring. También se presenta el promedio de

CER para cada algoritmo en todas las colecciones de datos. El CER no es siempre

una medida precisa, ya que esta impone una penalización muy fuerte si la partición

obtenida no tiene el mismo número de grupos que la estructuración de referencia

(ground-truth). Por lo tanto, en la Tabla 3.3 se presenta la evaluación con otros índi-

ces de validación de los resultados obtenidos para la colección de datos Iris en el caso

de m = 50 particiones. Con este experimento, se muestra la calidad del algoritmo

propuesto, en comparación con algoritmos de agrupamiento simples así como otros

algoritmos de combinación de agrupamientos. De esta manera se rati�ca experimen-

talmente, la capacidad de la matriz de asociación pesada para extraer información

valiosa del conjunto de particiones.

Tabla 3.2: Porciento de CER de diferentes algoritmos en diferentes colecciones de
datos
B. D. m Prom EA-S EA-C EA-A PA-S PA-C PA-A WEA-S WEA-C WEA-A

Iris 25 44,9 33,3 40,0 54,6 29,3 40,0 29,3 33,3 38,6 18,0
Iris 50 42,2 33,3 28,0 33,3 33,3 21,3 18,0 33,3 12,6 4,6
Wine 25 25,5 28,6 7,30 12,9 28,6 7,30 12,9 28,6 3,37 12,9
Wine 50 22,7 28,6 3,37 12,9 28,6 3,37 12,9 28,6 3,37 7,30
H-Rings 25 43,0 67,0 67,0 20,0 67,0 39,0 25,0 20,0 67,0 19,5
H-Rings 50 51,0 67,0 55,5 39,5 67,0 45,0 39,5 70,0 19,0 45,2

Average - 38,2 42,9 33,5 28,8 42,3 26,0 22,9 35,6 24,0 17,9
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Tabla 3.3: Evaluación de los resultados obtenidos con la colección de datos Iris usando
diferentes índices de validación externos.
CVI Prom EA-S EA-C EA-A PA-S PA-C PA-A WEA-S WEA-C WEA-A

F 0,81 0,59 0,62 0,59 0,59 0,96 0,69 0,59 0,95 0,91
Purity 0,83 0,66 0,73 0,66 0,66 0,97 0,82 0,66 0,97 0,95
Rand 0,79 0,77 0,78 0,77 0,77 0,89 0,82 0,77 0,91 0,94
NMI 0,64 0,73 0,68 0,73 0,73 0,70 0,73 0,73 0,78 0,84

CER 42,2 33,3 28,0 33,3 33,3 21,3 18,0 33,3 12,6 4,6

En la Tabla 3.4, se presentan los pesos asignados a diez particiones de la colección

de datos Wine utilizando los algoritmos WPCK y HPCK. Los resultados similares

obtenidos en este experimento muestran que la nueva representación utilizada en el

método HPCK mantiene la relación entre objetos en la colección de datos. Esto jus-

ti�ca experimentalmente el hecho de aplicar los índices de validación internos en el

paso AIP del método HPCK sobre la nueva representación de los datos. Después del

paso AIP, la función de consenso fue aplicada a ambos algoritmos obteniéndose los

mismos resultados �nales. De esta manera, se puede apreciar que estos métodos ob-

tienen resultados muy similares, sin embargo el HPCK puede trabajar en situaciones

donde el WPCK no puede, por ejemplo: con datos categóricos y mezclados así como

cuando se utilizan diferentes representaciones de los datos y diferentes medidas de

(di)similitud entre objetos en el proceso de generación de las particiones.

Tabla 3.4: Pesos asignados a diez particiones de la colección de datos Wine en el paso
AIP.

Algoritmo P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10

WPCK (Ω) 0,67 0,73 0,85 1,0 0,93 0,92 0 0,84 0,82 0,43
HPCK (Ω) 0,52 0,61 0,80 1,0 0,82 0,80 0 0,75 0,65 0,32

Tabla 3.5: Porciento de CER de varios algoritmos de combinación de agrupamiento
utilizando datos categóricos y mezclados

Colección de datos Prom EA-A PA-A WEA-A HGPA CSPA MCLA HPCK

Zoo 33,8 31,6 14,8 14,8 37,6 37,6 23,7 13,8
Auto 74,3 70,2 70,2 68,3 79,5 77,5 71,7 69,2
Votes 15,9 13,5 15,6 14,2 17,2 16,7 14,2 12,8
Soybeans 26,3 19,1 19,1 19,1 23,0 14,8 8,51 8,51

Promedio 37,5 33,6 29,9 29,1 39,3 36,6 29,5 26,1

En la Tabla 3.5 se presenta el desempeño del método propuesto HPCK con datos

categóricos y mezclados. En este experimento, también se utilizan los algoritmos de

combinación de agrupamientos WA, PA, WEA y los basados en particionamiento

de (hiper)grafos HGPA, CSPA, MCLA [99]. Los buenos resultados obtenidos por el
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algoritmo HPCK asegura una vez más la precisión de la matriz de asociación pesada.

Además, el uso del paso AIP sobre la nueva representación de los datos obtenida en el

paso Uni�cación de Información se justi�ca experimentalmente. Finalmente, se puede

decir que el algoritmo HPCK extiende los buenos resultados del algoritmo WPCK al

dominio de los datos categóricos y mezclados.
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Capítulo 4

DOS PROBLEMAS DE

ESTRUCTURACIÓN BAJO EL

ENFOQUE DE LA COMBINACIÓN

DE AGRUPAMIENTOS

Existen problemas relacionados con la estructuración de un conjunto de datos que

pueden ser formulados a partir de la idea de la combinación de agrupamientos. En este

capítulo se estudian dos de estos problemas: la selección del nivel representativo de una

jerarquía de particiones (Sección 4.1) y la combinación de diferentes segmentaciones

de una imagen (Sección 4.2).

4.1. Selección del nivel representativo de una jerar-

quía de particiones

Los algoritmos de agrupamiento pueden ser divididos en Particionales o Jerárqui-

cos [55]. Los algoritmos particionales crean una partición de los datos agrupando los

objetos en grupos de acuerdo a sus valores de (di)similitud. Por otra parte, los algo-

ritmos jerárquicos construyen una jerarquía de particiones anidadas. Esta jerarquía

usualmente se asocia a un dendrograma, el cual puede ser cortado a diferentes niveles

para obtener las diferentes particiones en la jerarquía (ver Fig. 4.1).

Las jerarquías de particiones pueden ofrecer más información acerca de la estruc-

tura de los objetos en la colección de datos. Con una jerarquía, los objetos se agrupan

75
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Figura 4.1: Una colección de datos formada por 25 puntos en el plano y el den-
drograma producido por el algoritmo Average-Link. La línea discontinua que corta el
dendrograma (derecha) produce una partición de los objetos con 3 grupos (izquierda).

a diferentes niveles; desde el nivel inferior donde cada objeto conforma un grupo has-

ta el nivel superior donde solo hay un grupo que contiene a todos los objetos. Sin

embargo, en problemas prácticos, trabajar con la jerarquía completa es en ocasiones

demasiado complejo. En estos casos, es necesaria la selección de una partición, la cual

representará a la jerarquía completa y sobre la cual se realizará cualquier tipo de

procesamiento requerido en el problema.

En el enfoque tradicional, esta partición representativa1 se obtiene mediante la

utilización de índices de validación de agrupamientos (internos) (CVIs). Cada parti-

ción en la jerarquía se evalúa con un índice y se selecciona la partición con mejores

resultados. En la actualidad existe una gran cantidad de CVIs, por ejemplo, en [78]

se presentaron y evaluaron experimentalmente 30 de estos índices. Los CVIs clásicos

como el índice de Calinski-Harabasz (CH), el índice de Hartigan (HA) y el índice de

Dunn [125] junto con el Highest-Lifetime(HL) [37] son los más utilizados para este

propósito de seleccionar la partición representativa de una jerarquía.

La principal desventaja del enfoque de usar CVIs para determinar el nivel repre-

sentativo en una jerarquía es que, como se vio en la introducción de este documento,

no existe un CVI capaz de trabajar correctamente para todas las colecciones de datos

y para todos los algoritmos de agrupamiento. En otras palabras, cada CVI evalúa

una partición, de acuerdo al cumplimiento de una propiedad particular que viene da-

da por la de�nición matemática del índice. Si la propiedad no está relacionada con

el criterio de agrupamiento del algoritmo utilizado para generar la jerarquía y con

1Se utilizarán indistintamente los términos: partición representativa y nivel representativo, ya
que en una jerarquía de particiones los diferentes niveles determinan las particiones en la jerarquía.
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las características de los datos del problema en cuestión, la evaluación del índice no

aportará información útil para los usuarios del problema.

En este capítulo, se propone un nuevo enfoque para la selección de la partición re-

presentativa en una jerarquía basado en la �losofía de la combinación de agrupamien-

tos. Se llamará este nuevo enfoque Selección de la Partición Representativa basado en

Combinación de Agrupamientos (Partition Selection based on Clustering Ensemble;

PSCE). Con el PSCE se de�ne la partición representativa en una jerarquía teniendo

en cuenta la evaluación de diferentes CVIs, así como las similitudes entre particiones

en la jerarquía. De esta manera, se selecciona como resultado la partición que mejor

representa las características comunes en la jerarquía.

En la Sección 4.1.1 se presenta formalmente el enfoque propuesto. En la Sección

4.1.2 se hace un análisis de la complejidad computacional y en la Sección 4.1.3 se

discuten algunos resultados experimentales utilizando diferentes colecciones de datos

y diferentes algoritmos de agrupamiento jerárquicos. Además, se compara el enfoque

propuesto con el enfoque tradicional.

4.1.1. Determinación del nivel representativo de una jerarquía

a través de la combinación de particiones

Cuando se aplica un algoritmo de agrupamiento jerárquico a un conjunto de ob-

jetos X, se obtiene un jerarquía de particiones. Una jerarquía H = {P1, P2, . . . , Pm}
es un conjunto de particiones anidadas2 de X, donde Pi ≼ Pj,∀1 < i < j < m. Es

fácil de veri�car que H ⊂ PX . Luego, se de�ne el nivel representativo en la jerarquía

como la partición que mejor resume la información en la jerarquía H teniendo en

cuenta dos parámetros: Primero, la evaluación de diversos CVIs en todas las particio-

nes en la jerarquía. Segundo, los valores de similitud entre cada par de particiones en

la jerarquía. Formalmente, la partición representativa P̂ en la jerarquía H se de�ne

como:

P̂ = argmax
P∈H

m∑
i=1

(E(Pi) · Γ(P, Pi)) (4.1)

donde E(Pi) es una evaluación de cada partición Pi ∈ H y Γ una medida de simili-

tud entre particiones. Esta evaluación se puede utilizar para dar más importancia a

particiones que cumplan determinadas propiedades que sean de interés para un pro-

blema determinado. Notar que en este caso, a diferencia del problema de la partición

2≼ es la relación de order parcial �anidado en�, ver De�nición 1.1.
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mediana original (1.1), la partición buscada P̂ es una de las particiones que se desea

combinar como se muestra en la ecuación (4.1), es decir P̂ ∈ H. Por lo tanto, este

problema es más sencillo que el problema original de la partición mediana, ya que el

espacio de búsqueda aquí (H) es mucho más pequeño3 que el espacio de búsqueda

(PX) en (1.1).

El método de combinación de agrupamientos basado en funciones núcleo (WPCK)

de�nido en el Capítulo 2, presenta las siguientes características que resultan conve-

nientes para la de�nición del problema de selección del nivel representativo de una

jerarquía, basado en la �losofía del mismo:

Es posible calcular un valor de peso para cada partición teniendo en cuenta la

evaluación de diferentes índices de validación de agrupamientos. Los valores de

peso ωi asignados a cada partición Pi pueden ser usados como valor E(Pi) en la

ecuación (4.1).

Es sencillo restringir la búsqueda solamente a las particiones en H. En WPCK,

se calcula como primer paso la mejor partición en el conjunto de particiones

a combinar y esta solución es posteriormente mejorada mediante una búsque-

da en el espacio de búsqueda completo PX . Como se verá más adelante, para

determinar la partición representativa solo será necesario aplicar el primer paso.

El algoritmo está teóricamente fundamentado y tiene un bajo costo computacio-

nal, O(n ·m · rMax).

De esta manera, los pasos del algoritmo propuesto para encontrar la partición

representativa en una jerarquía son los siguientes: selección de una subjerarquía, eva-

luación de las particiones y obtención de la partición representativa.

Selección de una subjerarquía:

Este paso consiste en la extracción de un subconjunto de particiones de la jerarquía

H. Cada partición en la jerarquía tiene un número diferente de grupos. Consecuente-

mente, se selecciona un subconjunto de particiones que tengan un número de grupos

en un rango razonable. Este rango es un parámetro del algoritmo, por ejemplo, [2, 10],

[2, 30] o [2,
√
n] podrían ser utilizados. Se denota por H[q,t] la subjerarquía de H, donde

Pq es el nivel superior, Pt es el nivel inferior, y cada partición Ps ∈ H con s grupos

pertenece a H[q,t] si y solo si q ≤ s ≤ t. Por simplicidad, se denota v = t − q + 1

3H está compuesto a lo sumo por n particiones, siendo n el número de objetos en X.
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el número de particiones en H[q,t]. La jerarquía completa H puede ser utilizada, es

decir, seleccionar el rango [1, n] (v = n). Sin embargo, se recomienda la utilización de

rangos más pequeños para disminuir el costo computacional del algoritmo.

Evaluación de las particiones:

Se obtiene el valor de evaluación de cada partición a través de la aplicación de

diferentes índices de validación de agrupamientos. En este caso se puede seguir la

misma idea utilizada para el método de combinación de agrupamientos WPCK pro-

puesto en el Capítulo 2. Es decir, se de�ne para cada partición Pi ∈ H[q,t] el valor

E(Pi) = ωi, donde ωi es el peso calculado para la partición Pi en el proceso de Aná-

lisis de la Importancia de las Particiones (ver Sección 2.1), asumiendo que H[q,t] es

el conjunto de particiones a combinar en el método WPCK. En este caso, índices

como Calinski-Harabasz (CH), Hartigan (HA) y Highest-Lifetime (HL) pueden ser

fácilmente transformados para satisfacer la de�nición de Índice de Validación de Pro-

piedades (IVP) (ver Sección 2.1) y por tanto pueden ser utilizados en este proceso.

Obtención de la partición representativa:

Primeramente, al igual que en el método WPCK, se pueden utilizar cualesquiera

de las medidas de similitud entre particiones que sean funciones núcleo. Por tanto se

asume que se utiliza una función núcleo k en la de�nición del problema (4.1). Según

los resultados obtenidos en la Sección 2.3, para el problema (2.1) la distancia de cada

partición al consenso teórico se puede calcular a partir de la ecuación (2.10). Estos

resultados se pueden utilizar para hallar la solución exacta P̂ del problema (4.1) de la

selección del nivel representativo en una jerarquía de particiones. Esta solución viene

dada como la solución del problema

P̂ = arg min
P∈H[q,t]

∥ϕ (P )− ψ∥2H

es decir, se puede encontrar la partición representativa calculando la distancia de cada

partición en la jerarquía H[q,t] al consenso teórico ψ utilizando la ecuación (2.10), y

seleccionando la partición más cercana a ψ.
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4.1.2. Análisis de la complejidad computacional

El cálculo de todos los valores de pesos para todas las particiones es O(v · r ·f(I)),
donde v es el número de particiones en H[q,t], r es el número de IVPs utilizados

y f(I) es el costo computacional del índice más costoso. En la práctica, r es un

número pequeño, entonces, se puede considerar O(v ·f(I)) el costo computacional del

mecanismo de asignación de pesos. Dado los valores de pesos, es necesario calcular la

ecuación (2.10) para cada partición en H[q,t]. La cual, según el análisis en la Sección

2.3 se puede resolver en O(v · n) para una partición, y para las v particiones en H[q,t]

puede calcularse en O(v2 · n). Finalmente, la complejidad computacional global de la

selección del nivel representativo esO(v·f(I))+O(v2·n). Con una apropiada selección
de los índices I y la subjerarquía H[q,t], este costo computacional es menor que O(n2),

que es la complejidad común para los algoritmos de agrupamiento jerárquicos. Sin

embargo, en el peor caso (v cercano a n) la complejidad computacional del algoritmo

será O(n3). De aquí la importancia de una apropiada selección de la subjerarquía y

de los IVPs.

4.1.3. Resultados experimentales

En los experimentos se usaron 8 colecciones de datos, 5 son de la

UCI Machine Learning Repository [36] y las otras 3 son colecciones de datos sintéti-

cas compuestas por puntos en el plano (ver Tabla 4.1). Para todas estas colecciones

de datos la estructuración de referencia (ground-truth) está disponible. Por lo tanto,

en los experimentos, se comparan los resultados obtenidos con la estructuración de

referencia de cada colección de datos. Se utiliza la medida Información Mutua Nor-

malizada (NMI) para evaluar los resultados de los algoritmos. Esta es una medida

de similitud entre particiones muy utilizada que evalúa una partición a partir de la

información que esta comparte con la estructuración de referencia.

Tabla 4.1: Descripción de las colecciones de datos
Nombre Obj-por-clases Colecciones de datos sintéticas
Cassini 120-60-120
Half-Rings 100-100
Smiley 33-33-50-84
Wine 59-41-78
Opt-Digits 10-11-11-11-12-5-8-

12-9-11
Iris 50-50-50
Glass 70-76-17-13-9-29
Ionosphere 126-225 Cassini Half-Rings Smiley

En cada experimento, las jerarquías se obtuvieron utilizando 3 algoritmos de
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agrupamiento jerárquicos muy conocidos: Single-Link (SL), Complete-Link (CL) y

Average-Link (AL) [55]. Para cada colección de datos, se comparan los resultados

obtenidos por el enfoque propuesto (PSCE) y el enfoque basado en el uso de CVIs

con los siguientes índices: Highest-Lifetime(HL), Calinski-Harabasz (CH) y Hartigan

(HA). En la Tabla 4.2, estos se denotan por CV-HL, CV-CH y CV-HA respectivamen-

te. Además se presenta para cada algoritmo el valor �Más Cercano al Ground-Truth�

(MCG), el cual es calculado mediante la evaluación de todas las particiones en la

jerarquía con respecto a la estructuración de referencia usando la medida NMI y

tomando el mayor valor. Bebe notarse que el valor MCG depende de la calidad de

las jerarquías. Además, los resultados de CV-HL, CV-CH, CV-HA y PSCE están

acotados superiormente por el valor MCG de cada jerarquía.

Las jerarquías fueron generadas mediante la aplicación de los algoritmos de agru-

pamiento jerárquicos SL, CL, y AL en las 8 colecciones de datos. En todos los ca-

sos, se usa una subjerarquía H[2,35] compuesta por particiones con s grupos, tal que

2 ≤ s ≤ 35. Para todas las jerarquías generadas, el valor MCG se obtuvo en una

partición de la subjerarquía H[2,35]. Por tanto, el rango [2, 35] es apropiado para estos

experimentos y permite un decrecimiento considerable del costo computacional de los

algoritmos. Los resultados se evaluaron utilizando la medida NMI y en cada caso, se

resalta el mejor resultado.

Tabla 4.2: Comparación de los métodos CV-HL, CV-CH, CV-HA y PSCE para la
selección de la partición representativa en una jerarquía. Cada casilla en la columna
del extremo derecho (Prom) es el valor promedio de las casillas en su �la.
Alg Método Cassini Half-R Smiley Wine Opt-D Iris Glass Ionosp Prom

SL

CV-HL 0,941 0,720 0,846 0,102 0,706 0,733 0,154 0,076 0,534
CV-CH 0,941 0,488 0,863 0,092 0,250 0,733 0,154 0,008 0,441
CV-HA 0,941 0,488 0,863 0,092 0,250 0,545 0,154 0,076 0,426
PSCE 0,941 0,720 0,853 0,102 0,798 0,720 0,154 0,076 0,545
MCG 0,970 0,961 1,0 0,502 0,801 0,733 0,394 0,129 0,686

CL

CV-HL 0,657 0,197 0,712 0,790 0,789 0,756 0,446 0,143 0,561
CV-CH 0,551 0,353 0,291 0,665 0,250 0,756 0,442 0,037 0,418
CV-HA 0,522 0,353 0,646 0,709 0,723 0,756 0,442 0,037 0,523
PSCE 0,743 0,393 0,820 0,709 0,805 0,756 0,516 0,160 0,612
MCG 0,792 0,442 0,865 0,798 0,825 0,756 0,590 0,193 0,657

AL

CV-HL 0,779 0,066 0,766 0,693 0,730 0,643 0,452 0,082 0,526
CV-CH 0,779 0,347 0,685 0,775 0,250 0,685 0,452 0,082 0,506
CV-HA 0,513 0,347 0,623 0,775 0,712 0,643 0,452 0,082 0,518
PSCE 0,779 0,433 0,728 0,775 0,814 0,661 0,454 0,083 0,590
MCG 0,792 0,474 0,883 0,775 0,843 0,783 0,501 0,169 0,652

Se usan 5 índices para el cálculo de los pesos asociados a las particiones en el enfo-

que propuesto: Varianza, Conectividad, HL, CH y HA. Los dos primeros son índices

sencillos que miden compacidad y conectividad respectivamente (ver Sección 2.4.2).

Los otros 3 índices son los mismos que se utilizaron, de manera independiente, en el
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enfoque tradicional (basado en el uso de índices de validación). Sin embargo, en todos

los casos estos se normalizaron al rango [0, 1] para satisfacer la de�nición de Índice de

de Validación de Propiedades. No se reportan los resultados de los índices Varianza

y Conectividad usados en el enfoque tradicional debido a que los resultados fueron

muy malos. La simplicidad de estos índices no permite que estos puedan funcionar

por si solos como criterios de selección del nivel representativo con cierto grado de

e�cacia. Sin embargo, en el enfoque PSCE estos pueden ser muy útiles, ya que cada

índice evalúa las particiones desde una perspectiva diferente y todos estos puntos de

vista se combinan para obtener el resultado �nal.

En la Tabla 4.2, se resumen los resultados experimentales. De la última columna

de esta tabla puede verse como el PSCE tiene un mejor desempeño promedio en todos

los casos. En las jerarquías obtenidas con el Single-Link (SL), CV-HL y PSCE traba-

jan de manera similar. Sin embargo, para el Complete-Link (CL) y el Average-Link

(Al), el PSCE supera claramente a los otros métodos. Los resultados en esta tabla

corroboran la capacidad del enfoque PSCE para trabajar bien en diferentes circuns-

tancias, es decir, cuando se utilizan diferentes algoritmos de agrupamiento y diferentes

colecciones de datos.

De la Tabla 4.2 también puede verse que el valor MCG casi nunca se alcanza.

Esto rati�ca que un simple índice no puede trabajar correctamente para todas las

colecciones de datos en el caso del enfoque basado índices de validación. Además, esto

signi�ca que se puede utilizar un conjunto de índices más apropiado con el objetivo

de mejorar un poco más los resultados del enfoque PSCE.

4.2. Combinación de segmentaciones de una imagen

De manera similar a como ocurre con los algoritmos de agrupamiento, no exis-

te un algoritmo de segmentación de imágenes capaz de trabajar correctamente para

todo tipo de imágenes. Diferentes algoritmos de segmentación4 pueden producir seg-

mentaciones muy diferentes de una misma imagen. Por tanto, si se tienen varias

segmentaciones de una imagen, la idea de combinarlas siguiendo la �losofía de los

algoritmos de combinación de agrupamientos parece ser una variante apropiada.

Una primera idea puede ser utilizar los algoritmos de combinación de agrupa-

mientos directamente en problemas de segmentación de imágenes. Es decir, mirar

una imagen como un conjunto de pixeles y una segmentación como una partición

4O el mismo algoritmo pero aplicado utilizando diferentes con�guraciones de los parámetros.
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de este conjunto de pixeles y de esta manera aplicar los algoritmos de combinación

de agrupamientos existentes. De hecho, algunos de los algoritmos de combinación de

agrupamientos han sido evaluados experimentalmente a partir de sus resultados en la

combinación de segmentaciones de imágenes [37, 98]. Otros trabajos donde se explora

la idea de combinación de segmentaciones, pero principalmente dedicados a aplica-

ciones o problemas especí�cos dentro de la segmentación de imágenes se encuentran

en [19, 32, 122, 121, 129, 131]. Sin embargo, esta forma de enfrentar el problema de

combinación de segmentaciones tiene tres desventajas fundamentales:

Una imagen está compuesta por un gran número de pixeles. Por ejemplo, una

imagen de 500 × 500 pixeles equivaldría a una colección de datos de 250000

objetos, lo cual di�cultaría la e�ciencia de los algoritmos de combinación de

agrupamientos.

Al asumir que una imagen es solamente un conjunto de pixeles se pierde la

relación espacial existente entre los pixeles en una imagen.

No todas las particiones del conjunto de pixeles forman una segmentación válida

(Ver Figura 4.2).

En el método propuesto en este capítulo5 se le da una solución a estos problemas.

Se presenta un enfoque de combinación de segmentaciones basado en la combinación

de agrupamientos utilizando funciones núcleo, en el cual se tienen en cuenta tanto la

dimensionalidad de la imagen como la relación espacial de los pixeles.

Primeramente, en la Sección 4.2.1 se presenta la idea del uso de los super-pixeles

[98], la cual es una variante de solución al problema de la dimensionalidad de la

imagen. Sin embargo, a diferencia de la propuesta inicial de los super-pixeles en

[98], en la de�nición propuesta, cada super-pixel estará representado por un conjunto

de características que permiten la aplicación de índices de validación para evaluar

cada segmentación y asignarles un peso de acuerdo a su importancia para el proceso

de combinación. Por otra parte, se de�nen formalmente los conceptos de imagen,

segmentación y se plantea el problema de la combinación de segmentaciones a partir

del problema de la partición mediana pesada (2.1), pero en un espacio de búsqueda

más reducido. Posteriormente en la Sección 4.2.2 se presentan los pasos del algoritmo

propuesto en este capítulo y �nalmente en la Sección 4.2.3 se realiza un estudio

experimental utilizando diferentes imágenes y segmentaciones de las mismas.
5Los resultados que se presentan en este capítulo fueron obtenidos en colaboración con el grupo

de investigación de Reconocimiento de Patrones y Procesamiento de Imágenes de la Universidad de
Münster, Alemania, bajo la dirección del Prof. Dr. Xiaoyi Jiang.
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4.2.1. Planteamiento formal del problema

Para lidiar con la gran cantidad de pixeles que se encuentran en una imagen,

se presenta la idea del uso de super-pixeles. El cómputo de los super-pixeles es un

procedimiento simple e intuitivo con el cual se puede disminuir de manera considerable

la cantidad de objetos que representan una imagen. La idea de los super-pixeles está

motivada por el hecho de que pixeles vecinos que estén agrupados en una misma

región o grupo en todas las segmentaciones que se desean combinar, no tienen por

qué ser analizados de forma separada. Es de esperar que estas regiones conectadas de

pixeles que estuvieron juntos en el mismo grupo en todas las segmentaciones estén

también en un mismo grupo en la segmentación de consenso. Por tanto, se puede

seleccionar un solo representante o super-pixel por cada una de estas regiones.

Para llegar a una de�nición más formal de super-pixel es necesario de�nir un

conjunto de conceptos básicos. Dada una imagen digital de dimensiones w×h, donde
w representa el ancho y h la altura, para cada uno de los w ·h pixeles que la componen

se asumen conocidas las siguientes 5 características: x, y, R, G y B. Las dos primeras

denotan la posición o coordenadas del pixel dentro de la imagen y las tres últimas

son los valores de rojo, verde y azul respectivamente que componen el color del pixel.

Dados dos pixeles p1 y p2 con coordenadas (x1, y1) y (x2, y2) respectivamente, se

dice que estos son vecinos6 si se satisface que |x1 − x2|+ |y1 − y2| = 1.

Un camino es una secuencia de pixeles p1, p2, . . . , pt en la cual todo par de pixeles

consecutivos pi, pi+1 son vecinos. Se dice que un conjunto C de pixeles es una com-

ponente conexa de una imagen, si para todo par de pixeles p, p′ ∈ C se cumple que

existe un camino p1, . . . , pt tal que p = p1, p′ = pt, donde pi ∈ C, ∀i = 1, . . . , t.

De esta manera, los super-pixeles son componentes conexas dentro de la imagen

formadas por pixeles que estuvieron en el mismo grupo en todas las segmentaciones

que se desean combinar. Igualmente, se dice que dos super-pixeles sp1, sp2 son vecinos

si existe al menos un par de pixeles p, p′ vecinos, de forma tal que p ∈ sp1 y p′ ∈ sp2.
Para desarrollar el método propuesto en este capítulo, es necesario dar una de�-

nición formal de los conceptos Imagen y Segmentación a partir de los super-pixeles.

Como se puede apreciar en la Figura 4.2, es posible tener un grafo asociado a una

imagen de forma tal que este represente las relaciones de conectividad entre los super-

pixeles que la conforman. Este grafo será de vital importancia para la de�nición de

Imagen y Segmentación dadas a continuación.

6En este caso se de�ne la 4-vecindad en una imagen (ver [62] para más información sobre Topología
Digital).
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Figura 4.2: Imagen compuesta por el conjunto de super-pixeles {a, b, c, d} como se
muestra en (a). La relación de conectividad de estos super-pixeles queda expresada
en el grafo presentado en (b). En (c) se muestran en rojo las segmentaciones posibles
con este conjunto de super-pixeles. Se debe notar que es un subconjunto del conjunto
de todas las posibles particiones del conjunto de super-pixeles.

De�nición 4.1. Una imagen es un par I = (IS, IG), donde IS = {sp1, sp2, . . . , spn}
es un conjunto de super-pixeles. IG = (V,E) es el grafo de conectividad de los super-

pixeles, donde existe un nodo vi ∈ V asociado a cada super-pixel spi y existe una

arista eij ∈ E si y solo si los super-pixeles spi y spj son vecinos.

Proposición 4.1. El grafo IG es un grafo planar.

Esta proposición se enuncia sin demostración debido a que no es complicado com-

probar que es cierta a partir de la construcción del grafo. En este grafo solo existen

aristas entre super-pixeles vecinos, por tanto es posible dibujar todas las aristas de

manera tal que ninguna de estas se cruce con otra en puntos distintos de los nodos

del grafo.

De�nición 4.2. Una segmentación S = {R1, R2, · · · , Rd} es un conjunto de regiones
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Ri ⊆ IS que satisface las cuatro propiedades siguientes:

Ri ̸= ∅,∀i = 1, . . . , d∪d
i=1Ri = IS

Ri ∩Rj = ∅,∀i, j = 1, . . . , d, con i ̸= j

∀R ∈ S, se cumple que el grafo RG es un grafo conexo. RG es el subgrafo

de IG que se obtiene al eliminar todos los nodos que no están asociados a un

super-pixel de R.

Las tres primeras propiedades aseguran que una segmentación es una partición

del conjunto de super-pixeles. Por otra parte, la última propiedad garantiza que en

una segmentación, cualquier par de super-pixeles en una región estén conectados por

un camino de super-pixeles que también pertenezcan a dicha región. En la Figura 4.2

(c) se ve cómo solo las particiones en color rojo satisfacen esta última propiedad.

A partir de las de�niciones anteriores, se puede observar que, dada una imagen I
el conjunto de todas las segmentaciones posibles SI es un subconjunto del conjunto

de todas las posibles particiones del conjunto de super-pixeles que conforman la ima-

gen. De esta manera, dado un conjunto de segmentaciones S = {S1, S2, . . . , Sm}, la
segmentación de consenso S∗ se de�ne como:

S∗ = argmax
S∈SI

m∑
i=1

ωi · k(S, Si) (4.2)

donde ωi es un peso asociado a cada segmentación Si y k es una medida de similitud

entre particiones que cumple la propiedad de ser una función núcleo. Para calcular

los pesos ωi se puede utilizar el mecanismo de asignación de pesos propuesto en la

Sección 2.1. La función de similitud puede ser una de las propuestas en la Sección

2.2.

4.2.2. Método propuesto

El primer paso del algoritmo propuesto es el cómputo de los super-pixeles. Sin

embargo, con el objetivo de obtener una mejor representación de la imagen, cada

super-pixel estará conformado por una tupla de características. Esta tupla de carac-

terísticas debe, de alguna manera, extraer las propiedades comunes de los pixeles que

son representados por dicho super-pixel. En esta representación de los super-pixeles
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existen dos tipos de información que se desea extraer de cada región que representa

un super-pixel. La primera es información relacionada con la forma de las regiones,

es decir, sería conveniente que cada super-pixel pueda almacenar información que

permita comparar dos super-pixeles de acuerdo a su forma geométrica. La segunda,

es información relacionada con el color, la cual debe permitir una comparación entre

super-pixeles de acuerdo a los valores de color de los pixeles que conforman cada

región. En este caso, se de�nen 11 características para representar cada super-pixel:

1. NP: Número de pixeles en la región que representa el super-pixel.

2. R: Promedio de los valores de las componentes rojas (R) de cada pixel en la

región que representa el super-pixel.

3. G: Promedio de los valores de las componentes verdes (G) de cada pixel en la

región que representa el super-pixel.

4. B: Promedio de los valores de las componentes azules (B) de cada pixel en la

región que representa el super-pixel.

5. R_e: Promedio de error en la componente roja (R). Este se calcula sumando los

valores absolutos de la diferencia entre el valor de la componente roja de cada

pixel y el valor promedio para esa componente en la región del super-pixel.

6. G_e: Promedio de error en la componente verde (G) y se calcula de manera

análoga al R_e.

7. B_e: Promedio de error en la componente azul (B) y se calcula de manera

análoga al R_e.

8. X: Promedio de las coordenadas x de todos los pixeles en la región del super-

pixel.

9. Y: Promedio de las coordenadas y de todos los pixeles en la región del super-

pixel.

10. Ra: Radio de la región del super-pixel. Este representa la mayor distancia desde

un pixel en esta región hasta la posición (X,Y) calculada previamente7.

7La posición (X,Y) representa la posición del centro de gravedad de la región del super-pixel.



88
4. DOS PROBLEMAS DE ESTRUCTURACIÓN BAJO EL ENFOQUE DE

LA COMBINACIÓN DE AGRUPAMIENTOS

11. Pe: Perímetro de la región del super-pixel. Este viene dado por el número de

pixeles en esta región que tienen al menos un pixel vecino en otra región o se

encuentran en uno de los límites de la imagen.

Todas estas características asociadas a un super-pixel pueden ser calculadas du-

rante el mismo proceso de generación de los super-pixeles sin aumentar la complejidad

computacional de este proceso.

Luego del cálculo de los super-pixeles, se aplica el mecanismo de asignación de

pesos según se presentó en la Sección 2.1. Sin embargo, en este caso, se de�nen índices

de validación capaces de extraer información valiosa de las segmentaciones a combinar.

En particular en los experimentos realizados se utilizaron los cuatro índices8 siguientes

[130]: Discrepancia, ECW , Compacidad y Circularidad. Los dos primeros son índices

que permiten evaluar una segmentación de acuerdo al comportamiento del color en

las regiones que la componen y los dos últimos evalúan una segmentación de acuerdo

a la forma geométrica de sus regiones.

En el planteamiento del problema (4.2) se puede utilizar cualquiera de las medidas

de similitud que satisfacen la propiedad de ser una función núcleo. Sin embargo, en

los experimentos, al igual que en secciones anteriores, se utilizó la medida kS (ver

Sección 2.2.2). En este caso, se puede seguir la misma estrategia que en la Sección

2.3 para hallar la partición de consenso. No obstante, como el espacio de búsqueda en

este problema es un subconjunto del espacio de búsqueda en el problema general de la

partición mediana, es necesario modi�car la meta-heurística recocido simulado para

trabajar con las características del nuevo problema. En realidad, solo es necesario

cambiar la de�nición de vecindad entre dos estados (en este caso segmentaciones9) de

forma tal que el proceso de de�nir una segmentación vecina de cierta segmentación

inicial satisfaga las siguientes propiedades:

Solo sean generadas segmentaciones que satisfagan la de�nición de segmentación

dada en la sección anterior. Es importante garantizar que mediante el proceso

de construcción de un nuevo estado se asegure que la segmentación generada

satisface la de�nición (sin una veri�cación adicional).

Empezando por una segmentación inicial, se pueda alcanzar cualquier segmen-

tación en SI en O(n) pasos del algoritmo.

8Estos índices fueron adaptados de su de�nición original para trabajar sobre la representación de
la imagen a partir de los super-pixeles.

9Tener en cuenta que también son particiones del conjunto de super-pixeles.
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Dada una imagen I = (IS, IG), con IG = (V,E) y una segmentación de esta

imagen S, se propone el siguiente proceso de generación de segmentaciones vecinas.

Se seleccionan aleatoriamente un super-pixel sp ∈ IS y una arista (sp, sp′) ∈ E, la

cual tiene al nodo que representa el super-pixel sp como uno de los nodos que la

conforman. Si el super-pixel sp′ no pertenece a la misma región que sp en S, se mueve

el super-pixel sp a la región del super-pixel sp′. Por otra parte, si sp y sp′ están en la

misma región, se crea una nueva región que solo contiene al super-pixel sp. Con este

procedimiento se satisfacen las dos propiedades enunciadas previamente. La primera

es fácil de veri�car debido a que los super-pixeles se mueven de una región a otra de

acuerdo a las aristas en el grafo IG. Para la segunda, se observa que mediante este

proceso se puede llegar a la segmentación donde cada super-pixel es una región, en

O(n) y de ahí a cualquier otra segmentación también en O(n).
Como el grafo IG = (V,E) es planar se cumple que si |V | ≥ 3 entonces |E| ≤

3 · |V | − 6, por tanto |E| = O(|V |), es decir, se pueden almacenar todas las aristas

del grafo en memoria con una complejidad espacial lineal respecto a la cantidad de

super-pixeles en la imagen. De esta forma, el proceso de generación de segmentaciones

vecinas propuesto no afecta la complejidad del algoritmo.

4.2.3. Resultados experimentales

Se denominará al método propuesto en este capítulo Combina-

ción de Segmentaciones basado en Combinación de Agrupamientos

(Segmentation Combination based on Clustering Ensemble; SCCE).

En estos experimentos se utilizan las imágenes a color de la colección de datos

Bekerley [74]. Esta es una colección de datos muy utilizada para la evaluación de

algoritmos de segmentación y está formada por 300 imágenes naturales de tamaño

481×321. Por cada imagen se utilizaron dos algoritmos de segmentación TBES [87] y

UCM [5] para generar, por cada uno, un conjunto de 10 segmentaciones a partir de las

cuales se buscará la segmentación de consenso. Las diferentes segmentaciones se ob-

tuvieron en ambos casos variando los parámetros de los algoritmos de segmentación.

El conjunto de las 10 segmentaciones obtenidas con el algoritmo TBES se denotarán

por TBES en la Tabla 4.3, de igual manera, el conjunto de las 10 segmentaciones

obtenidas con el algoritmo UCM se denota por UCM. Cada imagen en esta colec-

ción de datos cuenta con varias segmentaciones hechas por especialistas humanos o

segmentaciones de referencia (ground-truth). En los experimentos, los resultados son

comparados contra las segmentaciones de referencia utilizando las medidas Informa-
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Tabla 4.3: Comparación del método propuesto (SCCE) con los algoritmos de com-
binación de agrupamientos BOK, BOEM, CSPA, HGPA, MCLA, EA-SL, EA-AL y
QMI para la combinación de segmentaciones.

1 - NMI VI 1 - RI
Segm. Método Mejor GT Todos GT Mejor GT Todos GT Mejor GT Todos GT

TBES

BOK 0,41 0,48 1,34 1,73 0,21 0,28
BOEM 0,35 0,42 1,52 1,82 0,16 0,22
CSPA 0,33 0,39 1,75 1,99 0,14 0,21
HGPA 0,32 0,38 1,75 1,98 0,14 0,21
MCLA 0,34 0,41 1,47 1,77 0,16 0,22
EA-SL 0,33 0,39 1,43 1,71 0,16 0,21
EA-AL 0,32 0,39 1,51 1,78 0,15 0,21
QMI 0,33 0,39 1,68 1,93 0,15 0,21
SCCE 0,30 0,37 1,41 1,71 0,14 0,20

UCM

BOK 0,34 0,40 1,90 2,17 0,15 0,21
BOEM 0,41 0,46 2,20 2,44 0,19 0,25
CSPA 0,34 0,40 1,90 2,17 0,15 0,21
HGPA 0,42 0,49 3,67 4,00 0,18 0,27
MCLA 0,36 0,42 1,91 2,18 0,16 0,22
EA-SL 0,35 0,41 1,89 2,16 0,15 0,23
EA-AL 0,35 0,41 1,90 2,17 0,15 0,21
QMI 0,37 0,43 2,26 2,52 0,16 0,24
SCCE 0,30 0,37 1,36 1,66 0,14 0,20

a) Algunas segmentaciones obtenidas con el algoritmo de segmentación UCM.

b) Imagen original c) BOEM d) CSPA e) SCCE

f) Algunas segmentaciones obtenidas con el algoritmo de segmentación TBES.

g) Imagen original h) EAC_AL i) QMI j) SCCE

Figura 4.3: Segmentaciones de consenso obtenidas con diferentes algoritmos.
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ción Mutua Normalizada (NMI)10, Variación de Información (VI) y el índice de Rand

(RI). En la Tabla 4.3 se presenta la comparación de los resultados contra la segmen-

tación de referencia más parecida al resultado, denotado por Mejor GT y además se

presenta el promedio de la comparación contra todas las segmentaciones de referencia,

denotado por Todos GT.

En la Tabla 4.3 se compara el algoritmo propuesto contra varios algoritmos de

combinación de agrupamientos aplicados al problema de la combinación de segmen-

taciones. Estos algoritmos son BOK y BOEM [30], CSPA, HGPA y MCLA [99],

EA-SL y EA-AL [37] y QMI [101]. Los resultados que se presentan en esta Tabla, son

el promedio de los resultados obtenidos para cada una de las 300 imágenes estudiadas.

En la Figura 4.3 se muestran algunos ejemplos de segmentaciones y los resultados

obtenidos utilizando algunos algoritmos de combinación. En esta Figura se puede ver

el tipo de imágenes utilizadas y evaluar visualmente algunos de los resultados.

A pesar de que es posible aplicar algoritmos de combinación de agrupamientos a

problemas de combinación de segmentaciones, el diseño de un algoritmo que utilice

las particularidades de las imágenes y las segmentaciones debe proporcionar mejo-

res resultados. Esto queda evidenciado experimentalmente en la Tabla 4.3 donde el

método propuesto obtiene mejores resultados que los algoritmos de combinación de

agrupamientos en todos los experimentos.

10En la Tabla 4.3 se presentan los valores 1−RI y 1−NMI para normalizar estas evaluaciones.
De esta manera el RI y la NMI son presentadas como medidas de disimilitud al igual que la V I,
por tanto en todos los casos, menores valores implican mejores resultados.
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CONCLUSIONES

Como conclusiones del trabajo presentado en esta tesis se tiene:

Entre los enfoques utilizados para la de�nición de la partición de consenso, el

enfoque basado en la búsqueda de la partición mediana es el que mayores ga-

rantías teóricas brinda. La demostración de la robustez de la partición mediana

corrobora la a�rmación anterior.

Una simple combinación de todas las particiones no es siempre la solución más

apropiada, es posible hacer un análisis previo del conjunto de particiones a

combinar y extraer información que puede ser utilizada convenientemente para

mejorar los resultados del proceso de combinación. Se demostró que a partir de

los índices de validación es posible determinar pesos que representen la impor-

tancia de cada partición en el proceso de combinación.

Las funciones núcleo son de gran utilidad para el desarrollo de algoritmos de

combinación de agrupamientos. A partir del uso de estas medidas se obtiene

una medida global para evaluar la cercanía de cada partición a la partición

de consenso. Esta medida global puede utilizarse para desarrollar heurísticas

de solución para el problema de la búsqueda de la partición mediana pesada.

Se demostró que pueden desarrollarse medidas de similitud expresivas entre

particiones que cumplen la propiedad de ser funciones núcleo y que pueden

calcularse de manera e�ciente (O(n)).

El conjunto de objetos originales X y sus valores de (di)similitud es una in-

formación adicional que puede ser convenientemente utilizada para mejorar los

resultados del proceso de combinación de particiones.

Es posible de�nir el nivel representativo de una jerarquía de particiones de ma-

nera fundamentada a partir de la �losofía de la combinación de agrupamientos.

De esta manera, es posible hallar una partición representativa utilizando más
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información del problema que siguiendo el enfoque tradicional, donde la parti-

ción representativa queda determinada por el criterio, totalmente arbitrario, de

un índice de validación. Esto quedó evidenciado a partir del método propuesto

en la tesis.

En problemas de segmentación de imágenes, el uso de la relación espacial de los

pixeles permite desarrollar algoritmos de combinación de segmentaciones más

apropiados para resolver estos problemas que los algoritmos de combinación de

agrupamiento de propósito general. Esto quedó corroborado a partir del método

introducido en la tesis.

Los diferentes estudios experimentales realizados utilizando diferentes coleccio-

nes de datos rati�caron en la práctica la e�cacia de los algoritmos propuestos

en esta tesis.



RECOMENDACIONES

A partir de los resultados alcanzados en este trabajo se han generado un conjun-

to de nuevos problemas que por su importancia deben ser abordados en un futuro

inmediato.

Los resultados y algoritmos presentados en este trabajo fueron desarrollados

para dar solución al problema de combinación de particiones. En la práctica

aparecen problemas en lo cuales son necesarias estructuraciones solapadas o

incluso difusas. Se propone extender estos resultados para estos tipos de estruc-

turaciones.

Es conocido que el problema de la búsqueda de la partición mediana usando

la distancia de Mirkin es NP-duro, sin embargo se pueden encontrar medidas

de (di)similitud para la cual el problema puede ser resuelto en tiempo polino-

mial. Pero estas medidas no tienen relevancia en la práctica. Por tanto, se puede

formular la siguiente pregunta: ¾Existirá una medida de (di)similitud su�cien-

temente expresiva como (di)similitud entre particiones, que permita resolver el

problema de la partición mediana en tiempo polinomial? Esta pregunta no ha

sido estudiada en la literatura y una respuesta positiva permitiría el desarrollo

de algoritmos de combinación de agrupamientos con repercusiones teóricas y

prácticas.

El algoritmo HPCK propuesto en el Capítulo 3 tiene como principal desven-

taja su costo computacional cuadrático. Este se debe a la utilización de una

nueva representación de los objetos a partir del enfoque de representación por

(di)similitudes para problemas de reconocimiento de patrones [83]. Como tra-

bajo futuro, se propone la utilización de las técnicas de selección de prototipos

[82] utilizadas para disminuir el costo computacional de los algoritmos basados

en representación por (di)similitudes.
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Recientemente, se propuso en [47] la idea de la búsqueda de la partición repre-

sentativa de una jerarquía, no solo en los niveles explícitos de la jerarquía, si no

en un conjunto extendido de particiones. Como trabajo futuro, se propone gene-

ralizar el enfoque introducido en la tesis (PSCE) para trabajar en este conjunto

extendido de particiones donde podrían alcanzarse mejores resultados.
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Anexo 1: Terminología

Tabla A. 1: Terminología
CVI Cluster Validity Index
SL Single-Link
CL Complete-Link
AL Average-Link
PV Plurally Voting
VM Voting Merging
VAC Voting Active Clusters
CV Cumulative Voting
EA Evidence Accumulation
PA Probability Accumulation
NMI Normalize Mutual Information
EM Expectation Maximization
CSPA Cluster-based Similarity Partitioning Algorithm
HPGA Hiper Graph Partitioning Algorithm
MCLA Meta CLustering Algorithm
BOK Best of K Algorithm
BOM Best One-element Move Algorithm
QMI Quadratic Mutual Information
HCE Heterogeneous Clustering Ensemble
NMF Non-negative Matrix Factorization
sCSPA Soft Cluster-based Similarity Partitioning Algorithm
sMCLA Soft Meta CLustering Algorithm
RKHS Reproducing Kernel Hilbert Space
WPCK Weighted Partition Consensus via Kernels
CER Clustering Error Rate
WEA Weighted Evidence Accumulation
HPCK Heterogeneous Partition Consensus via Kernels
CH Calinski-Harabasz index
HA Hartigan index
HL Highest Lifetime index
PSCE Partition Selection based on Clustering Ensemble
SCCE Segmentation Combination based on Clustering Ensemble
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Anexo 2: Comparación de los métodos de combinación

de agrupamientos

Kuncheva et al. [66] realizaron una comparación experimental de los algoritmos

de combinación de agrupamientos, pero considerando solamente diferentes versiones

de métodos basados en co-asociación (ver Sección 1.2.3) y en particionamiento de

(hiper)grafos (ver Sección 1.2.4). Bertolacci y Wirth [15] y Goder y Filkov [42] hicie-

ron una comparación experimental de los métodos basados en la distancia de Mirkin

(ver Sección 1.2.7). Sin embargo, estas comparaciones fueron hechas solamente desde

el punto de vista experimental, donde los resultados fueron obtenidos aplicando los

diferentes métodos sobre un número �jo de colecciones de datos. Además, estas com-

paraciones fueron hechas entre un pequeño número de algoritmos de combinación de

agrupamientos con características similares.

En este anexo, se presenta una comparación de las funciones de consenso presen-

tadas en el Capítulo 1 teniendo en cuenta 6 propiedades. Además, se incluye en este

estudio las funciones de consenso basadas en funciones núcleo presentadas en este

documento. El principal objetivo de esta comparación es ayudar en la selección de

una función de consenso apropiada para resolver un problema dado. Se presenta el

comportamiento general de los diferentes tipos de funciones de consenso, es decir, se

uni�can todos los métodos basados en el mismo tipo de función de consenso en una

�la de la Tabla A.2. De esta manera, para cada tipo de función de consenso, se pone

en la Tabla A.2 el comportamiento general con respecto a cada una de las propiedades

que son analizadas. En este proceso son resaltadas en algunas casillas de la Tabla A.2

algunas excepciones que se considera que son importante tenerlas en cuenta.

Los diferentes tipos de funciones de consenso son comparados teniendo en cuenta

las siguientes propiedades:

1. Número de grupos en cada partición (NGP). Esta propiedad expresa si los mé-

todos pueden combinar particiones con diferentes número de grupos o no. Un

método que pueda combinar particiones con un número variable de grupos pue-

de ser utilizado en un mayor número de situaciones prácticas. Exigir que las

particiones a combinar tengan el mismo número de grupos es una restricción

fuerte al problema de la combinación de agrupamientos.

2. Dependencia del mecanismo de generación (DMG). Esta característica se re�ere

a si la función de consenso es dependiente o no de un mecanismo de generación
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Tabla A. 2: Comparación de las funciones de consenso
NGP
(1)

DMG
(2)

CCO
(3)

GPC
(4)

DT
(5)

CC
(6)

Re-
etiquetamiento
y Votación

Fijo

(Cumulative

Voting[8],
Variable)

No No Si Co-
ocurrencia
de objetos

Dependiente de
heurística

Matriz
de
Co-
asociación

Variable No

(Voting-k-
means[38], Si)

No No Co-
ocurrencia
de objetos

Alta

Particiona-
miento de
(hiper)grafos

Variable No No Si Co-
ocurrencia
de objetos

Baja

(CSPA[99],
Alta)

Distancia
de Mirkin

Variable No No No Partición
Mediana

Dependiente de
heurística

Teoría de
la Informa-
ción

Variable No No Si Co-
ocurrencia
de objetos

Baja

Modelos
de Mezclas

Variable No No Si Co-
ocurrencia
de objetos

Baja

Algoritmos
Genéticos

Variable No No No Partición
Mediana

Dependiente de
heurística

Métodos
NMF

Variable No No No Partición
Mediana

Dependiente de
heurística

Métodos
difusos

Variable No No Si Co-
ocurrencia
de objetos

Baja

Métodos
núcleo

Variable No Si No Partición
Mediana

Dependiente de
heurística

�jo. Una función de consenso conectada a un mecanismo de generación �jo, po-

dría hacer uso de características particulares del mecanismo de generación para

mejorar los resultados del consenso. Sin embargo, si el mecanismo de genera-

ción no es apropiado para un problema en particular los resultados no van a

ser los mejores. Además, una función de consenso que pueda ser aplicada inde-

pendientemente del mecanismo de generación utilizado puede ser más �exible y

adaptarse mejor a diversas condiciones.

3. Considera el conjunto de objetos originales (CCO). La mayoría de las funciones

de consenso no consideran los objetos originales y solo trabajan con el conjunto

de particiones. Sin embargo, los objetos originales del problema y sus valores

de (di)similitud son información adicional que podría ser utilizada para mejo-

rar los resultados de la combinación. Por otra parte, una función de consenso

estrictamente dependiente de los objetos originales no podría ser aplicada en

situaciones donde estos no están disponibles. Por lo tanto, una función de con-

senso que puede hacer uso de los objetos originales si estos están disponibles,

pero que también pueda trabajar sin estos, puede ser una opción adecuada.
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4. El número de grupos en la partición de consenso es un parámetro de la función

de consenso (GPC). Una función de consenso capaz de determinar el núme-

ro óptimo de grupos en la partición de consenso es preferible generalmente.

Sin embargo, si en un problema particular los usuarios conocen cuántos grupos

necesitan, una función de consenso donde el número de grupos pueda ser especi-

�cado debe ser más apropiada. No obstante, los algoritmos que pueden trabajar

sin una previa especi�cación de la cantidad de grupos a formar, normalmente

pueden ser transformados, de manera sencilla, para hacer uso del número de

grupos como un parámetro y restringir la solución �nal encontrada a este pará-

metro. Por otra parte, los métodos que necesitan la especi�cación del número de

grupos en la partición de consenso usualmente no pueden ser transformados de

manera sencilla para trabajar independientemente de este parámetro. De esta

forma, las funciones de consenso capaces de trabajar sin la especi�cación del

número de grupos son más �exibles y fáciles de adaptar a diferentes escenarios.

5. De�nición teórica (DT). Las funciones de consenso pueden estar basadas en dos

enfoques co-ocurrenicia de objetos y partición mediana, (ver Sección 1.2). Los

métodos de combinación que enfrentan el problema a través de la búsqueda de

la partición mediana tienen una mejor fundamentación teórica. Sin embargo,

en la práctica, muchos de estos son heurísticas para enfrentar un problema

combinatorio exponencial, por tanto, la fortaleza teórica de estos métodos esta

determinada por las heurísticas particulares utilizadas en cada caso.

6. Complejidad Computacional (CC). En el caso de la complejidad computacional,

se utilizan tres valores cualitativos (baja, alta y dependiente de la heurística)

por la siguientes razones. En cada tipo de función de consenso pueden haber

diferentes métodos con diferentes complejidades computacionales. Para todos

los métodos de combinación de agrupamientos, su complejidad computacional

exacta no está dada en términos de las mismas variables. La complejidad compu-

tacional de algunos métodos es difícil estimarla, debido a que muchos métodos

son heurísticas y no es sencillo estimar cuántos pasos serán necesarios aplicar

para alcanzar una condición de parada del algoritmo. Además, los algoritmos de

combinación de agrupamientos con una complejidad computacional cuadrática

o superior en el número de objetos no pueden ser aplicados en grandes colec-

ciones de datos. Por tanto, se utiliza el costo computacional cuadrático en el

número de objetos como umbral para determinar si un algoritmo tiene alta o

baja complejidad computacional. Se usa el valor dependiente de la heurística
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cuando es difícil determinar la complejidad computacional ya que depende de

la heurística aplicada, del problema particular a resolver o de los criterios de

convergencia utilizados en cada caso.
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Anexo 3: Estudio de la robustez de la partición me-

diana

En estadística robusta (robust statistic) [73], el concepto punto de quiebre

(breakdown point) es una herramienta común para medir la robustez de un esti-

mador. Intuitivamente, el punto de quiebre de un estimador es el porciento de objetos

atípicos (por ejemplo, valores arbitrariamente grandes) que el estimador puede ma-

nejar sin que el resultado se convierta arbitrariamente grande. De esta manera, es

de esperar que el máximo valor posible de punto de quiebre para cualquier estima-

dor sea 0.5, ya que no tendría sentido considerar más del 50% de las muestras como

valores atípicos. Dos casos ilustrativos son el promedio y la mediana de un conjunto

de números reales {α1, . . . , αt}. El promedio tiene un punto de quiebre igual a 0, ya

que este puede hacerse arbitrariamente grande haciendo su�cientemente grande cual-

quiera de los valores αi. Por otra parte, la mediana tiene un punto de quiebre igual

a 0.5, ya que la mitad de los objetos pueden hacerse tender a in�nito sin obtener

un aumento considerable de la mediana. En este anexo se presenta un estudio sobre

la robustez del concepto mediana generalizada (generalized median concept) [56], del

cual la partición mediana es un caso particular.

Notación

Sea Ω un conjunto de objetos (cualquier tipo de objetos). Este puede ser un

conjunto �nito o in�nito.

Sea d : Ω× Ω→ R+ una distancia (métrica) de�nida sobre el conjunto Ω.

Sea X ⊂ Ω un conjunto de n objetos X = {x1, x2, . . . , xn}.
La mediana generalizada x∗ del conjunto X se de�ne como:

x∗ = argmin
x∈Ω

n∑
i=1

d(x, xi) (1)

Para cada objeto x ∈ Ω la suma de distancias desde él a cada objeto en X se

denota como:

SX(x) =
n∑
i=1

d(x, xi)

Entonces, x∗ es un objeto con un valor mínimo de SX .
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Además, se de�ne el radio del conjunto X, r(X) como:

r(X) = max
xi∈X

d(x∗, xi)

.

Planteamiento del problema

Sea X un conjunto de n objetos y x∗ ∈ Ω la mediana generalizada para el conjunto

X. Se añaden m (m < n) nuevos objetos Y = {y1, y2, . . . , ym} al problema. Entonces,

se tienen n +m objetos denotados por Z = X ∪ Y . Sea z∗ la mediana generalizada

del conjunto Z. Para este problema, se formula la siguiente proposición:

Proposición A. 1. La distancia entre x∗ y z∗ está acotada y esta cota no depende

de la posición de los nuevos objetos Y respecto a los objetos existentes X. Especí�ca-

mente, se cumple:

d(x∗, z∗) ≤
(

2n

n−m

)
· r(X) (2)

Demostración. Como z∗ es la mediana generalizada de Z, SZ(z∗) ≤ SZ(x
∗). Entonces,

d(z∗, x1) + . . .+ d(z∗, xn) + d(z∗, y1) + . . .+ d(z∗, ym) ≤ d(x∗, x1) + . . .+ d(x∗, xn)+

+d(x∗, y1) + . . .+ d(x∗, ym)

(3)

Sin embargo, como x∗ es la mediana generalizada de X, SX(x∗) ≤ SX(z
∗), en otras

palabras:

d(x∗, x1) + . . .+ d(x∗, xn) ≤ d(z∗, x1) + . . .+ d(z∗, xn)

Por tanto, con el objetivo de satisfacer la desigualdad (3), deben cumplirse las dos

siguientes propiedades:

(i) d(z∗, y1) + . . .+ d(z∗, ym) ≤ d(x∗, y1) + . . .+ d(x∗, ym)

(ii) d(z∗, x1) + . . .+ d(z∗, xn)− (d(x∗, x1) + . . .+ d(x∗, xn)) ≤ d(x∗, y1) + . . .+

d(x∗, ym)− (d(z∗, y1) + . . .+ d(z∗, ym))

Agrupando los términos en la segunda desigualdad (ii), se obtiene que:

(d(z∗, x1)− d(x∗, x1)) + . . .+ (d(z∗, xn)− d(x∗, xn)) ≤ (d(x∗, y1)− d(z∗, y1)) + . . .+

+(d(x∗, ym)− d(z∗, ym))
(4)
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Usando las propiedades de simetría y desigualdad triangular de d, para cada yi se

cumple que:

d(x∗, yi)− d(z∗, yi) ≤ |d(x∗, yi)− d(z∗, yi)| ≤ d(x∗, z∗)

Usando esta última desigualdad en cada término del miembro derecho de la inecua-

ción (4), se obtiene:

(d(z∗, x1)− d(x∗, x1)) + . . .+ (d(z∗, xn)− d(x∗, xn)) ≤ m · d(x∗, z∗) (5)

En el miembro izquierdo de la inecuación (5), se tienen n términos de la forma

(d(z∗, xi) − d(x∗, xi)). Para que se satisfaga la desigualdad (5), al menos uno de los

términos en el miembro izquierdo debe satisfacer lo siguiente:

(d(z∗, xk)− d(x∗, xk)) ≤
m

n
· d(x∗, z∗) (6)

Esto es fácil de veri�car ya que si ninguno de los términos satisface esta última

propiedad, no se cumple la desigualdad (5). De esta manera, se puede asumir sin

pérdida de generalidad que el k-ésimo término satisface esta última propiedad (6).

Ahora, usando la simetría y la desigualdad triangular de d, se obtiene:

d(x∗, z∗) ≤ d(x∗, xk) + d(z∗, xk) (7)

Despejando d(z∗, xk) en la desigualdad (6) y sustituyendo en el miembro derecho

de la desigualdad (7), se obtiene:

d(x∗, z∗) ≤ d(x∗, xk) + d(x∗, xk) +
m

n
· d(x∗, z∗)

n−m
n
· d(x∗, z∗) ≤ 2 · d(x∗, xk)

d(x∗, z∗) ≤ 2n

n−m
· d(x∗, xk)

Finalmente, asumiendo el peor caso, i.e., xk es el objeto a mayor distancia de x∗,

en otras palabras, asumiendo que r(X) = d(x∗, xk), se tiene:

d(x∗, z∗) ≤ 2n

n−m
· r(X)

y la proposición queda probada.
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Esta cota superior es totalmente independiente de las posiciones de los nuevos

objetos. Es decir, dado un conjunto de n + m objetos con m < n se pueden hacer

tender a in�nitom objetos que la mediana generalizada de este conjunto se mantendrá

relativamente cerca. Por tanto, se puede concluir que el punto de quiebre de la mediana

generalizada y por tanto de la partición mediana es 0.5. La demostración propuesta en

este anexo está basada en el hecho de que la medida utilizada para de�nir la mediana

generalizada es una distancia (métrica). No obstante, los resultados propuestos en

este anexo son también válidos para la de�nición del problema usando una función

núcleo, ya que el problema de la partición mediana con una función núcleo puede ser

reducido al problema de la partición mediana usando una distancia. Esto es posible

porque una función núcleo induce una distancia entre los objetos ya que la función

núcleo puede ser calculada como un producto interno en un espacio de Hilbert.
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Anexo 4: Índice de Rand como función núcleo

Dado un conjunto de objetos X = {x1, . . . , xn} y el conjunto de todas las posibles
particiones de los objetos X, PX , el índice de Rand [86] RI : PX × PX → R se de�ne

entre dos particiones Pa = {Ca
1 , . . . , C

a
da
} y Pb = {Cb

1, . . . , C
b
db
} como:

RI(Pa, Pb) =
Nab

11 +Nab
00

n(n− 1)/2
(8)

donde Nab
11 es la cantidad de pares de objetos que están agrupados en el mismo grupo

en Pa y en Pb, mientras que Nab
00 es la cantidad de pares de objetos que están en

diferentes grupos tanto en Pa como en Pb.

Donde estas medidas pueden ser escritas como:

Nab
11 =

∑n
i=1

∑n
j=1 δ

a
ij · δbij

2
donde δtij =

{
1, si (i ̸= j) ∧ (∃C ∈ Pt : xi ∈ C ∧ xj ∈ C);
0, en otro caso.

Nab
00 =

∑n
i=1

∑n
j=1 γ

a
ij · γbij

2
donde γtij =

{
1, si @C ∈ Pt : xi ∈ C ∧ xj ∈ C;
0, en otro caso.

luego el índice de Rand puede ser reescrito como:

RI(Pa, Pb) =

∑n
i=1

∑n
j=1 δ

a
ij · δbij +

∑n
i=1

∑n
j=1 γ

a
ij · γbij

n(n− 1)
(9)

Proposición A. 2. En índice de Rand (RI) es una función núcleo.

Demostración. Para probar que la función RI es un núcleo es necesario probar que:

RI es simétrica.

∀t ∈ N, ∀α1, α2, . . . , αt ∈ R y ∀P1, P2, . . . , Pt ∈ PX se cumple que:

t∑
a=1

t∑
b=1

αaαbRI(Pa, Pb) ≥ 0

La simetría es evidente de la de�nición del índice de Rand. Para demostrar la segunda
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propiedad, se sustituye en la expresión anterior la ecuación (9).

t∑
a=1

t∑
b=1

αaαb

∑n
i=1

∑n
j=1 δ

a
ijδ

b
ij +

∑n
i=1

∑n
j=1 γ

a
ijγ

b
ij

n(n− 1)
≥ 0

reorganizando los términos se tiene

1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1

t∑
a=1

t∑
b=1

αaαb(δ
a
ijδ

b
ij + γaijγ

b
ij) ≥ 0

1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1

(
t∑

a=1

t∑
b=1

αaδ
a
ijαbδ

b
ij +

t∑
a=1

t∑
b=1

αaγ
a
ijαbγ

b
ij

)
≥ 0

donde nuevamente al organizar los términos se obtiene

1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1

( t∑
a=1

αaδ
a
ij

)2

+

(
t∑

a=1

αaγ
a
ij

)2
 ≥ 0

con lo cual queda demostrada la proposición.
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Anexo 5: Plataforma de experimentación para la com-

binación de agrupamientos

Para apoyar el estudio realizado acerca de los algoritmos de combinación de agru-

pamientos se desarrolló una plataforma11 de experimentación de algoritmos de com-

binación de agrupamientos llamada Clustering Ensemble Suite. En esta se realizó la

implementación de diversos tipos de métodos tales como: algoritmos de agrupamien-

to jerárquicos: Single Link, Complete Link y Average Link, así como no jerárquicos:

K-Means. También se incorporaron algoritmos basados en particionamiento de gra-

fos (METIS y HMETIS). Para la validación de estructuraciones se implementaron

índices internos y externos. Además, se adicionaron diferentes algoritmos de com-

binación de agrupamientos basados fundamentalmente en métodos de co-asociación

(Co-association, Weigthed association y Probability association), algoritmos basados

en la Teoría de la Información (QMI) y basados en particionamiento de grafos e hi-

pergrafos (CSPA, HGPA y MCLA). Estos algoritmos son capaces de trabajar con

diferentes tipos de datos: numéricos, categóricos y mezclados, además de ser robustos

ante la ausencia de información (missing values). La plataforma desarrollada brinda

al usuario la oportunidad de seleccionar diferentes con�guraciones para los algorit-

mos seleccionados así como la visualización de los resultados obtenidos, facilitando

el análisis y comprensión de los experimentos realizados. Esta plataforma está com-

pletamente implementada en el lenguaje de programación C# 3.0, soportado por el

.NET Framework 3.5 de Microsoft Corporation. El entorno visual está implementado

en Windows Presentation Fundation (WPF), una tecnología también soportada por

el .NET Framework 3.5. La programación de dicha plataforma es lo su�cientemente

�exible para admitir la incorporación de nuevos algoritmos relacionados con el tema,

que permitan hacer de la misma una herramienta más completa. Una parte considera-

ble de los experimentos presentados en esta tesis fueron realizados en esta plataforma.

Actualmente, se continúa en el proceso de incorporación de nuevos algoritmos a dicha

plataforma, con el �n de convertirla en una herramienta de gran utilidad para futuras

investigaciones en temas relacionados con la combinación de agrupamientos.

11Esta plataforma computacional fue desarrollada por los licenciados en Ciencias de la Compu-
tación, Joan Sosa García y Alejandro Guerra Gandón de la facultad de Matemática y Computación
de la Universidad de la Habana como parte de su trabajo de tesis de diploma bajo la tutoría del
autor de este documento.
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