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Resumen: En este trabajo exponemos los principales esquemas de combinacion de los resultados de
clasificadores no supervisados que se han empleado con el propésito de lograr estructuraciones de
“mejor calidad”. El problema de mejorar los resultados de algoritmos de clasificacion no supervisados
y el sentido que tienen tales mejoras son analizados en este trabajo. Aqui no se pretende hacer un
analisis exhaustivo de otras problematicas muy relacionadas con los esquemas de combinacion de
resultados como son por ejemplo, los indices de validacion de agrupamientos y las formas de medir la
similaridad entre agrupamientos. Sin embargo, nos es imposible no referirnos también a estas
probleméticas y abordarlas seguin nuestras concepciones. Los esquemas de combinacion de resultados
(clustering ensembles en inglés) son analizados a partir de una descripcion general de sus
componentes fundamentales: los mecanismos de generacién y las funciones de consenso. En este
trabajo se expone también uno de los resultados recientes de los autores en esta tematica.

Palabras clave: clasificacion no supervisada, combinacion de agrupamientos, funcion de similaridad,
funcion de consenso, indices de validacion

Abstract: In this work we present the main cluster ensemble approaches that have been used in order
to achieve “better” organization of the data. The problem of improving the clustering results and the
meaning of these improvements are analyzed in this work. We do not attempt to do an in-depth
analysis of other problems very related with the cluster ensemble techniques like: the similarity
measures between partitions and the clustering validity indexes. However, it is impossible not to refer
to these problems and get on them according to our conceptions. The different clustering ensemble
methods are analyzed doing a general description of its fundamental components: Generation's
mechanisms and the consensus functions. In this work, we also present one of our recent results on
this subject.

Keywords: Cluster Eensemble, Cluster Analysis, Similarity Measure, Consensus Function, validity
index.

1 Introduccién

La clasificacion no supervisada, estructuracion o agrupamientos (cluster analysis) es una técnica
esencial en cualquier campo de investigacion que involucre el analisis o procesamiento de datos,
tales como la taxonomia, la mineria de datos, la recuperacion de documentos, la segmentacion
de imagenes, etc. Su objetivo fundamental es encontrar la estructuracién subyacente de un
conjunto de datos a partir fundamentalmente de ciertos criterios de agrupamientos, propiedades
de los datos y formas de comparacion de los mismos [1] ¢Qué es una estructuracion subyacente,
intrinseca, original? Estos son cuestiones medulares en esta problematica que en la actualidad,
segUn nuestros criterios, no han recibido respuestas adecuadas.

En la bibliografia existe una gran variedad de familias (modelos) de algoritmos de
agrupamiento dirigidas a la solucion de este problema, entre los que se encuentran: k-Means [2],
EM [3], Mean Shift [4], algoritmos basados en teoria espectral de grafos [5, 6], estructuracion de
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datos mezclados e incompletos [7, 8], estructuraciones difusas como Fuzzy c-Means [9], etc.
(ver resumen en [10]). Sin embargo, como es conocido, no existe ningin clasificador no
supervisado capaz de trabajar correctamente con cualquier tipo de datos y obtener los mejores
resultados posibles, ya que todos estos modelos de agrupamiento imponen una organizacion
sobre los datos, la cual, puede estar muy distante de la 6ptima para un problema en particular.
¢Qué significa y como se obtiene una estructuracion 6ptima? Este es también un complejo
problema. Toda esta diversidad y complejidad de estos problemas obedecen en gran medida a la
naturaleza de los datos y del problema, a los diferentes tamafios, densidades y formas en que se
pueden presentar las estructuras internas de los datos (clusters) para cada problema y a la propia
naturaleza no supervisada del proceso. Por tanto, para un problema en particular, diferentes
soluciones, obtenidas mediante diferentes clasificadores no supervisados, pueden ser igualmente
plausibles si no se posee ningln conocimiento previo acerca de los datos, de su distribucion
subyacente, de las formas de comparacién entre los mismos, etc. Cada modelo de algoritmos
implicitamente o explicitamente asume propiedades y naturaleza de los datos asi como cierta
estructuracion de los mismos y por lo tanto puede producir resultados erréneos o sin valor
alguno, cuando estas asunciones no son satisfechas. Por ejemplo, la familia de algoritmos k-
Means, por su forma de construir los agrupamientos, producira estructuraciones que en el
espacio n-dimensional son necesariamente hiperesferas (algunas modificaciones se han realizado
para lograr hiperelipsoides de revolucién). Por lo que el empleo de clasificadores de esta familia
dard como resultado agrupamientos que tendran, a priori, esa forma. Lo que puede ser 0 no
conveniente para la solucion de un problema practico concreto (aquellos en los que realmente lo
conveniente, lo que subyace, es un conjunto de hiperesferas).

Como pudo apreciarse en los parrafos anteriores, en nuestro trabajo estamos diferenciando,
para lograr una mayor precision en nuestro lenguaje, entre familia o modelo de algoritmos,
algoritmos, y clasificadores.

¢Qué es un modelo de algoritmos de agrupamientos?

Por modelo de algoritmos de agrupamientos estamos entendiendo una descripcion general de
un proceso de estructuracion de espacios de representacion de los objetos sujetos a estudio, que
depende de parametros generales. Por ejemplo, la familia de algoritmos k-Means, tiene implicita
el pardmetro k (cantidad de agrupamientos a formar), la funcion distancia para la comparacion
de las representaciones de los objetos en dicho espacio, un funcional de optimizacion, que apoya
la decision de detener el proceso iterativo que rige el proceder de esta familia de algoritmos, una
manera de seleccionar los centroides y conformar los agrupamientos. A partir de esta familia,
podemos obtener diferentes algoritmos de agrupamientos en la medida que dichos parametros se
fijan.

¢Qué es un algoritmo de agrupamientos?

En esta familia de algoritmos, para cada valor de k tenemos un algoritmo cuyo
funcionamiento es analogo al del resto de la familia pero que tiene especificado algunos de sus
parametros. En particular, fijar la cantidad de agrupamientos a obtener, la funcion distancia a
emplear produce, por ejemplo, el algoritmo 3-Means. Una vez predeterminado el algoritmo a
emplear podemos obtener diferentes clasificadores no supervisados si por ejemplo variamos la
funcion distancia.

¢Qué es un clasificador no supervisado?

Es una instancia particular de un algoritmo al que no resta por definirle parametro alguno.
Cualquier variaciéon de los parametros de un algoritmo produce otro clasificador del mismo
algoritmo y por supuesto de la misma familia. Por ejemplo, el 3-Means, con una distancia
euclidiana, es un clasificador diferente al 3-Means con la distancia de Mahalanobis y ambos
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provienen del mismo algoritmo y la misma familia y por supuesto pueden producir
estructuraciones diferentes en el mismo conjunto de representaciones de objetos.

Usualmente, para la solucién de un problema particular, no se sabe qué modelo de
algoritmos de agrupamiento escoger, y dentro de un modelo cuél algoritmo y cudl clasificador
serd el adecuado seleccionar con el objetivo de identificar correctamente la estructura subyacente
0 producir una que posea un sentido adecuado para el area de conocimientos en particular. Es
aqui donde, como solucién alternativa o complementaria a escoger algun clasificador no
supervisado en particular, se utiliza la idea de combinar soluciones provenientes de diferentes
clasificadores (cluster ensemble) para obtener una estructuracion final (de consenso). La
motivacion de utilizar esta filosofia de combinacion tiene como precedente el éxito obtenido por
la combinacion de clasificadores supervisados (combining or fusion classifiers también classifier
ensemble). Su extensién a este campo no ha resultado nada trivial y presenta complejidades no
encontradas en su antecesor supervisado. Por otra parte, la casi totalidad de las estructuraciones a
las que se hace referencia en la literatura son particiones (duras en su mayoria [11, 12] aunque
hay resultados también con algunos tipos de particiones difusas [13, 14] ).

El propdsito que se persigue con esta idea es que al combinar los resultados de diferentes
clasificadores no supervisados se mejore la calidad de los resultados alcanzados por
clasificadores individuales, ya que esa fusion puede, en principio, compensar posibles errores
cometidos por un clasificador simple. Es por esto, que de manera general, la estructuracion de
consenso debe ser mas robusta y mas ajustada al problema en particular, que la obtenida por
algun clasificador individual. Los términos robusto y ajustado seran objeto de andlisis en este
trabajo.

Obsérvese cdmo incluso en el propio planteamiento del problema subyacen conceptos que
deben ser esclarecidos previamente para enmarcar adecuadamente las soluciones alcanzadas y
conocer lo que aun falta por hacer. Debemos sefialar que en la literatura actual muchos de estos
conceptos no son analizados, en algunos casos se asumen como conocidos, como si existiera un
consenso al respecto. Es criterio de los autores de este trabajo que ese pretendido conocimiento
tacito no existe.

Por lo antes expuesto, en este trabajo mostraremos de manera muy sucinta las bases
conceptuales sobre las que descansan estos problemas y plantearemos los presupuestos en los
gue nos basamos para enfocar la solucion de los mismos.

En el segundo epigrafe comenzaremos con el concepto de espacio de representacién de los
objetos. En ese epigrafe analizaremos las diferentes formas de representar los objetos en
problemas de reconocimiento de patrones y las propiedades de esos espacios de representacion
como condicionante fundamental en la seleccién y aplicacion de los distintos modelos de
clasificadores. En los epigrafes 3 y 4 discutiremos los conceptos fundamentales de la
clasificacién no supervisada (unsupervised classification, clustering analysis) y el importante
problema de los indices de validacion como instrumento para medir la calidad de los resultados
alcanzados por dichos clasificadores. Un concepto medular en reconocimiento de patrones y que
en la problematica de la fusion de los resultados de los clasificadores desempefia un papel
esencial es el de funcion de similaridad y en particular la forma de medir el parecido entre
diferentes estructuraciones de datos. A esto dedicaremos el epigrafe 5.

Finalmente, a partir de un esquema general de la forma en que pueden realizarse la fusién de
los resultados de clasificadores no supervisados, expondremos los principales esquemas
desarrollados hasta la actualidad e incluiremos un resultado alcanzado por los autores en este
contexto. Sobre la base de este analisis, en las conclusiones de este trabajo expondremos las
principales lineas de trabajo futuro a las que consideramos es importante dedicar nuestros
esfuerzos.



4 Sandro Vega-Pons, Dr. C. José Ruiz-Shulcloper
2 Espacio de representacion

El problema de la representacion de los objetos es un asunto esencial para el reconocimiento de
patrones [15]. En esta disciplina existen dos formas fundamentales de representar los objetos: a
partir de un alfabeto de simbolos, que constituyen partes primitivas del objeto, tipico del enfoque
sintactico estructural; o en términos de un conjunto de valores de variables (caracteristicas,
propiedades, rasgos), caracteristico de los enfoques estadistico y I6gico combinatorio. Este
proceso es el encargado de codificar los objetos de la vida real mediante cierta descripcion
matematica, de manera que se puedan realizar comparaciones e incluso operaciones entre las
representaciones de dichos objetos.

Formalmente esto puede expresarse de la siguiente manera. Sea O = {04, 05, ...,0,} un
conjunto de n objetos, R = {ry,ry, ..., 17} un conjunto de 1 rasgos en términos de los cuales seran
representados los objetos. Entenderemos por una representacion del objeto i-ésimo O; el 1-uplo
X = (r1(0y), ..., 11(0) = (Xi1, -, X1) € Q = Qy X ...x Q donde r;(0;) = x;; € ©; es el valor
que toma el rasgo r; en el objeto O;. El conjunto €; es el conjunto de valores admisibles del
rasgo r; (dominio de definicion de la variable).

Denotaremos X = {Xj, X, ..., X, } como una representacion del conjunto de objetos O, donde
X; €es una representacion de O;. Se puede notar que es posible tener diferentes representaciones
de un mismo objeto, las cuales pueden responder a espacios de representacion totalmente
diferentes.

El tipo de espacio de representacion de los objetos va a estar determinado por el tipo de
rasgo que se emplee en la descripcion de los objetos, el conjunto de sus valores, los criterios de
comparacion de dichos valores y propiedades de los mismos en ese espacio. En muchos casos,
todos estos rasgos toman valores en el conjunto de los numeros reales, quedando la
representacion de cada objeto, como un vector de R!, lo que puede permitir la utilizacion de una
gran variedad de herramientas matematicas definidas sobre los espacios vectoriales. Sin
embargo, en ocasiones estas herramientas son aplicadas sin una interpretacion adecuada en el
contexto del problema real. En otros casos, todas las variables son nominales, pudiendo tomar
valores en un conjunto de valores veritativos de una cierta logica (booleana, polivalente) donde
la representacion de los objetos es una tupla X; € Q; X Q, X ... X Q , siendo en este caso, por
ejemplo, Q; = {0,1}. Sobre este tipo de datos han sido desarrolladas familias de algoritmos de
agrupamiento, por ejemplo [16-18]. Sin embargo, en ocasiones, una buena modelacion del
problema a resolver, obliga a usar variables numéricas mezcladas con variables no numéricas
(nominales, ordinales), e incluso se hace necesario el empleo de un simbolo especial para
denotar la ausencia de informacion (missing value). En este caso la representacion de los objetos
es solamente una tupla de tamafio 1 donde ninguna estructura algebraica, topologica o logica es
asumida sobre los datos; es decir, sobre el espacio de representacion de los objetos solamente se
asume que es un producto cartesiano de dimensién 1 donde es conocido el dominio de definicién
de cada rasgo [8, 19].

Los algoritmos de agrupamiento son aplicados sobre alguna representacion de los datos, sin
embargo, teniendo un conjunto de objetos sobre cierto espacio de representacion, solamente
sobre éstos pueden ser aplicados algoritmos de estructuracion que cumplan con las propiedades
del espacio (por ejemplo, sobre un espacio que solamente se conoce que es un producto
cartesiano no se deben aplicar algoritmos de estructuracion que exijan la existencia de una
distancia entre los objetos lo que requeriria de una estructura de espacio métrico).

Como ya habiamos mencionado es posible tener varias representaciones de un mismo objeto
en diferentes espacios de representacion, lo cual, en ocasiones permite abordar un problema
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utilizando herramientas matematicas muy diferentes (por ejemplo, un problema de segmentacion
de iméagenes puede ser abordado usando la teoria de grafos si cada imagen es representada
mediante un grafo, o puede ser tratado mediante métodos estadisticos si las imagenes son
representadas mediante la matriz de los valores de sus pixeles). Sin embargo, en una buena
modelacion de un problema se debe buscar la representacion de los objetos que mejor caracterice
la naturaleza de los datos, su semantica en el contexto del problema real y no buscar un espacio
de representacion que resulte comodo para trabajar (por ejemplo R! ) simplificando la estructura
de los objetos. En el epigrafe 6.1 veremos como la utilizacion de diferentes representaciones de
los objetos es una alternativa para la generacion de una combinacién de agrupamientos.

3 Clasificacidon no supervisada

La clasificacion no supervisada es el proceso que permite establecer una relacion entre las
descripciones de los objetos, con el proposito de agruparlos de modo tal que cada objeto esta en
un agrupamiento porque el criterio basado en relaciones de similaridad que se emplee para
agruparlos se satisface en un grado mayor con objetos de ese agrupamiento que con objetos de
cualquier otro agrupamiento. Esta estructuracion puede realizarse de dos modos diferentes:
preestableciendo el nimero de agrupamientos (clusters) a formar (clasificacion no supervisada
restringida) o siendo la determinacion de este numero uno de los problemas a resolver
(clasificacion no supervisada libre).

Aungue no existe una definicion mundialmente aceptada para este concepto [20-22], la
mayoria de los investigadores plantean que su objetivo es encontrar una estructuracion de los
datos de manera que los objetos en una misma agrupacion sean mas parecidos entre si, que con
los que se encuentran en otras agrupaciones [23, 24].

Existen varios puntos de vista para examinar las distintas técnicas de agrupamiento (ver
taxonomia en [10]), particularmente éstos pueden ser particionales o jerarquicos. Dado un
conjunto de objetos O ={04,05..,0,} 'y una representacion de los mismos
X ={x1,x9, ..., %, }

e Un algoritmo de agrupamiento particional busca una particion de X, P = {C, C5, ..., C },
con k < n, donde cada C; es un agrupamiento de la particion, de manera que:

1. G;#0,i=1,..,k;

2. Uk, ¢ =x;

3. NG =0,i,j=1,..,kconi =+ j,
4. Noexiste je{1,...k}G; € U C;

e Un algoritmo de agrupamiento jerarquico tiene como objetivo construir una estructura
anidada de estructuraciones H = {Hy, ..., H,} (¢ <n), tal que C; € H,,G € H; con t >
implica que C; € GoGnG = @ paratodo i,j,j #1i, t,l=1,..,q.

En la Fig. 1 se muestra la interrelacion existente entre la representacion de los objetos, los
algoritmos de agrupamiento y los indices de validacion en el proceso de la clasificacion no
supervisada de un conjunto de objetos. Una representacion apropiada de los datos, la seleccién
de un algoritmo de agrupamiento capaz de obtener una estructuracion de los objetos que cumpla,
en cierto grado, con un conjunto de requisitos necesarios para un problema (medidos a partir de
uno o mas indices de validacion) debe aportar la informacién o conocimiento necesario para la
solucion del problema en cuestion. Sin embargo, sin un conocimiento previo de la estructura de
los objetos es practicamente imposible saber qué algoritmo utilizar, que pardmetros y con qué
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tipo de indice de validacion verificar los resultados para obtener informacion realmente relevante
que ayude a dar una solucion correcta a un problema real.

y Algoritmo  de .
Extraccion 0 Representacion ] Agrupamiento Estructuracion
seleccion  de ) » | de los Objetos
los rasgos.
. indices de
Con-J e Validacion
Objetos

Evaluacion de la
Estructuracion

Informacion, de los

Interpretacion
Conocimiento resultados (

A

Fig. 1. Proceso de clasificacion no supervisada de un conjunto de objetos

La propia formulacion del problema de la clasificacion no supervisada, en el intento de
agrupar conjuntamente los objetos que sean similares, necesita una definicion de medida de
similaridad (o disimilaridad), entre objetos. Intuitivamente las similaridades son medidas
aplicables a pares de objetos, de tal manera que objetos muy parecidos tomen grandes valores y
objetos diferentes tomen valores pequefios. En este trabajo no se hard un analisis profundo del
concepto y propiedades que debe cumplir una medida de similaridad (no existe un consenso
mundial acerca de este concepto), sin embargo en el epigrafe 5 se dara una breve descripcion de
las medidas de similaridad para particiones reportadas en la literatura, debido a su importancia
en la combinacion de agrupamientos.

4  Evaluacion de los agrupamientos (Clustering Validation)

Debido a que para un mismo conjunto de objetos, si aplicamos diferentes algoritmos de
agrupamiento se pueden obtener resultados muy diferentes, surge la necesidad de evaluar las
estructuraciones, para darle al usuario una idea del grado de eficacia de los resultados obtenidos.
De estas medidas de evaluacion (indices) se espera que sean objetivas y no tengan ninguna
preferencia sobre algun algoritmo en particular. Sin embargo, teniendo en cuenta la variedad y la
propia ambigliedad que existe en la definicion de algoritmo de agrupamiento, surgen preguntas
al respecto como son:

¢Podra un indice de validacion decir cuando una estructuracion de los datos es correcta, 0 es
mejor que otra?, ;Se podra confeccionar un indice de validacion capaz de trabajar de manera
imparcial con cualquier tipo de estructuracién de los datos?, (Qué es lo que realmente se le
puede exigir a un indice de validacion?

En los ultimos afios una gran cantidad de indices de validacion han sido propuestos; éstos
pueden ser duros o difusos, dependiendo del tipo de estructuracion para la cual fueron
concebidos. En este epigrafe abordaremos muy brevemente los distintos tipos de indices de
validacion duros, sus objetivos fundamentales y nuestra valoracion al respecto.

Existen tres categorias de indices de validacion: indices externos, indices relativos e indices
internos [25] (Fig.2):
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naices ae

Externos Relativos Internos
|
e Basados en la e Basados en la e No basados en la
comparacion de comparacion de comparacion de
estructuraciones. estructuraciones. estructuraciones.
e Usan informacion e No usan informacion e No usan informacion
externa. externa. externa.

Fig. 2. Diferentes tipos de indices de validacion y caracteristicas generales

Los indices externos usan como patron para compararse, una estructuracion especifica, la
cual es obtenida a partir de una informacion previa acerca de los datos, donde este patron es
visto como la estructuracion real o verdadera (ground-truth). Un agrupamiento obtenido por un
clasificador es mejor en la medida que éste se parece mas a dicho patron. Entre los indices
externos mas usados se encuentran la medida F (F-measure) [26], el indice de Rand [27, 28], el
indice de Rand Ajustado [28], el coeficiente de Jaccard [29] y el indice de Minkowski [30]. Sin
embargo, un indice de validacion externo puede ser cualquier medida de similaridad entre
estructuraciones (ver epigrafe 5), siempre calculando la similaridad existente entre la
estructuracion obtenida por cierto clasificador, respecto a una estructuracion conocida, la cual es
asumida como correcta o natural para el conjunto de objetos analizados.

Los indices relativos no dependen de informacion externa, estos estan basados en el calculo
de la consistencia de los clasificadores, comparando las estructuraciones obtenidas a partir del
mismo algoritmo bajo condiciones diferentes, con el objetivo de decidir cual revela mejor las
caracteristicas reales de los objetos. Entre estas medidas podemos encontrar al llamado Figura de
Meérito (Figure of Merit FOM) [31] y el indice de Estabilidad [32, 33].

Los indices internos se basan solamente en la informacién del propio agrupamiento, no
necesitan informacion adicional ni la repeticion del proceso de agrupamiento. Un gran nimero
de estos indices asumen que las estructuraciones obtenidas por los clasificadores deben cumplir
que los objetos en un mismo agrupamiento deben estar mas cerca que los objetos de
agrupamientos diferentes, por tanto evalian la compacidad u homogeneidad de cada
agrupamiento y la separacién de cada uno de los agrupamientos en la estructuracion, por
ejemplo: el indice de validacion SD [29], los basados en teoria de grafos [34], el indice de
Davies-Bouldin y el Ancho de la Silueta [35]. Otros indices evallan qué tanto cumple una
estructuracion con el concepto de conectividad [36, 37], por ejemplo contando cuéntas
violaciones a la relacion del vecino mas cercano hay en una estructuracién dada. De manera
general existe una gran cantidad de estos indices, cada uno de los cuales aplica un criterio de
evaluacion diferente o la combinacion de un conjunto de éstos, ya sea compacidad, separacion,
conectividad, etc.
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A modo de resumen podemos decir que los indices externos necesitan de una estructuracion
patron para compararse, con la cual no se cuenta en la mayoria de los casos, incluso ésta no tiene
por queé ser Unica. Para un mismo problema dos o mas estructuraciones de los datos pueden ser
correctas dependiendo de los objetivos que se persigan en cada uno de los casos.

Los indices relativos muchas veces son tratados como indices internos, debido a que no usan
informacion externa, sin embargo necesitan de la aplicacion repetida del algoritmo de
agrupamiento para comparar los resultados obtenidos. En estos casos, como no se conoce la
estructura del resultado esperado, esta comparacion puede hacerse de acuerdo al cumplimiento
de alguna propiedad, es decir, a partir de éstos se puede obtener la particion de los datos que
mejor cumple cierta propiedad, la cual es implicitamente o explicitamente medida por este
indice.

Los indices internos funcionan de manera similar, un indice puede ser visto como una
funcion que evalta el cumplimiento de una propiedad o la combinacién de un conjunto de éstas,
en una particion.

Por tanto para nosotros, respondiendo a las preguntas planteadas al inicio del epigrafe, un
indice no puede decir cuando una estructuracion es correcta o mejor gue otra, esto depende en
gran medida del problema particular a resolver. Un indice puede decir cuanto se cumple una o
un conjunto de propiedades en una particién y a partir de esta informacion seleccionar la mejor
particion respecto a estos criterios.

Tampoco se puede crear un indice de validacion capaz de trabajar de manera imparcial con
cualquier tipo de estructuracion de los objetos. Un clasificador impone una estructura sobre los
datos, si la propiedad que mide cierto indice no estd acorde con la estructura impuesta por el
clasificador, el indice va a valorar la clasificacién como mala, incluso cuando dicha clasificacion
tenga sentido y brinde informacidn relevante para un problema en particular. Por tanto se podria
decir que dado un indice de validacion, siempre se puede buscar un clasificador para el cual este
indice no va a funcionar bien.

Precisamente esta imposibilidad de decidir con toda certeza, a partir de un conjunto de
estructuraciones, cual es la mejor, es uno de los motivos por el cual surge la necesidad de
combinar estructuraciones como una variante de solucién al problema de la clasificacion no
supervisada, en lugar de generar multiples particiones y evaluarlas utilizando un indice y
guedarnos con la mejor.

5 Medidas de similaridad entre estructuraciones

De manera analoga a como ocurre con los algoritmos de agrupamiento, que necesitan de una
medida de similaridad (o disimilaridad) para comparar los objetos con el fin de poderlos agrupar
atendiendo a su similitud, una combinacion de agrupamientos puede necesitar de una medida de
similaridad (disimilaridad) entre estructuraciones con el objetivo de poder compararlas para
obtener la particion de consenso. Esta necesidad se hace mayor, en los enfoques de combinacion
de agrupamientos que tienen como funcion objetivo encontrar de alguna manera la particion
media del conjunto de estructuraciones [12, 38-40], es decir, la particion que mayor informacion
comparta 0 mas se parezca al conjunto de particiones de la combinacion de agrupamientos.

La principal dificultad para encontrar una medida de similaridad entre particiones es el hecho
de que las etiquetas que son otorgadas a cada elemento después de aplicar un algoritmo de
agrupamiento son simbdlicas, lo cual puede ser un problema si se pretenden comparar
directamente las etiquetas de cada particion. Por ejemplo, las dos particiones siguientes hechas
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sobre un conjunto de nueve objetos, son iguales y sin embargo la comparacion directa entre las
etiquetas de las agrupaciones no coincide [41].

Objetos a b c d e f g h i
Particién 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3
Particién 2 3 3 3 1 1 1 2 2 2

En la literatura se han propuesto varias medidas de similaridad entre particiones duras y
difusas (ver resumen en Kuncheva [41]). En este epigrafe trataremos algunas de las medidas
duras que seran utilizadas por los diferentes modelos de combinacién de agrupamientos
expuestos en el epigrafe 6. Sea 0 = {04, 0,, ..., 0, } un conjunto de objetos, se pueden definir las
siguientes medidas de similaridad sobre particiones de O:

5.1 Indice Rand

El indice de Rand [27] es una medida similaridad simple entre dos particiones P; y P;.
Denotemos por ny; el nimero de pares de objetos de O, que estdn juntos en un mismo
agrupamiento tanto en la particion P; como en P,, ng, €l nmero de pares de objetos que estan
en diferentes agrupamientos en P; y P,. Consecuentemente se define nyg; y nqyy como las
cantidades de pares de objetos que pertenecen a un mismo cluster en una particién y a
agrupamientos diferentes en la otra. El indice de Rand es:

Ngo + N1
Ngo +n11 +Npp + Nyo

r(4,B) =

Como existen n(n — 1) /2 combinaciones de pares de objetos en 0. El indice Rand puede ser
reescrito como:
2% (ngo +n11)

r(P1'P2) = n(n — 1)

El indice de Rand toma valor 1 cuando las particiones son iguales, sin importar el valor de la
etiqueta asignada a cada agrupamiento.
5.2 indice de Jaccard

Usando la misma notacion usada en el indice de Rand, se define el indice de Jaccard [42] entre
dos particiones P; y P, como:

ni
Ny + Nop + Ny

](P1'P2) =

Esta medida toma valores en el intervalo (0, +) y es muy similar al indice de Rand, solo
que no toma en cuenta el caso en que los objetos pertenecen a diferentes agrupamientos en
ambas particiones.
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5.3 Informacién Mutua Normalizada

Otro concepto empleado con el propdsito de evaluar la calidad de los agrupamientos es el de
informacién mutua. En teoria de la informacion [43], la informacion mutua es una funcion

simétrica que cuantifica la informacién compartida entre dos distribuciones. Sean P =
{C1,Cy, .., Cra}y P® ={Dy,D,,...,D,»}dos particiones de 0O, siendo k% el nimero de
agrupamientos en P(® y k el nimero de agrupamientos en P(). Sea n;, el nimero de objetos
en el agrupamiento i-ésimo de la particién P(®), n,; el numero de objetos en el agrupamiento j-
ésimo de la particion P y n;; el nimero de objetos que estan juntos tanto en el agrupamiento
i-ésimo de la particion P(® como en el cluster j-ésimo de la particion P®). La informacion
mutua [43] entre P(®) y P(®) se expresa de la siguiente manera:

ke kP
MI(P@,p®) = ZZﬂlog< n;n >
i=1)=1 n ni*n*j

En el caso que nos ocupa, las particiones son tratadas como variables aleatorias, donde para
calcular la similaridad entre las particiones se calcula la informacién mutua normalizada [12, 44]

entre ellas, la cual se define de la siguiente manera para dos particiones P(*) y p(®):

D Na Z” LA (”U")

j=1 n ni*n*j

f‘alnl*log( ‘*)+Z} 1 Mj log( )

NMI(P@,p®)) =

Si P@ y p(®) son jdénticas, entonces la informacion mutua normalizada toma su maximo
valor, igual a 1. Si P@ y P®) son independientes entonces:

ﬁ - 1, por tanto NMI(P@,p®)) - 0, tomando el menor valor posible.
N

5.4 Similaridad basada en kernel para grafos

En [40] se propone una medida de similaridad entre particiones usando una funcién kernel [45]
para grafos. Dadas dos particiones de un conjunto de objetos O, primeramente cada particion es
representada mediante un grafo de la siguiente manera: Sea P una particion, se define un grafo
Gp = (V,E), donde V = {vy,v,,...,15,} y v; €s el nodo asociado al objeto 0;. En este grafo va a
existir una arista entre los nodos v; y v; si y solo si los objetos O; y O; estan en el mismo
agrupamiento en P. De esta manera todos los grafos obtenidos a partir de particiones, son grafos
cuyas componentes conexas son grafos completos. Si denotamos como P, al conjunto de todas
las particiones posibles de los objetos en 0 y como G, al conjunto de todos los grafos formados
a partir de una particion en IP,. Se puede ver que la funcion g: Py — G, que a cada particion le
asigna el grafo asociado, es una funcion biyectiva. Es decir, a cada particion solamente se le va a
asignar un grafo y cada grafo de este tipo va a estar asociado a una sola particion.

Por tanto el célculo de la similaridad entre dos particiones Py, P, es equivalente al calculo de
la similaridad entre los grafos formados a partir de ellas Gp,, Gp, .

Para esto se define un kernel para grafos basado en la comparacion de todos los caminos del
grafo (path kernel). El calculo de la similaridad entre dos grafos usando este tipo de kernel es
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usualmente muy costosa (exponencial) [46, 47], sin embargo en este caso particular, debido a la
estructura del grafo con que se trabaja, es posible realizar los calculos para comparar todos los
caminos entre dos grafos de manera muy eficiente, usando una estructura de datos adecuada
puede hacerse en orden lineal O(n).

Sea X(G) el conjunto de todos los posible caminos h sobre un grafo G = (V,E), h € V* es
una secuencia de nodos hh; ... hy, donde existe una arista entre cada par de nodos consecutivos
hi,hiy1 Y Vi # j h; # h;, donde s es la longitud del camino.

Basado en la idea del Kernel Marginalizado [48] se define el kernel k como:

KGGY= D D ks(h=R)p(/GP(H/G)
hex(6) h"ex(G")

donde kg (h = h') es el kernel de macheo o delta kernel, el cual toma valor 1 si h = k' y de lo
contrario toma valor 0, y p(h/G) esta dado por:
S

P(h/G) = pins (h) | [ P i) pyin ()
i=2

siendo p;,; (h1) la probabilidad de que el camino h comience en el vértice hq, p,(h;/h;_1) la
probabilidad de que estando en el vértice h;_; el proximo vértice del camino sea h; y pyi, (hs)
es la probabilidad de que el camino termine en el vértice h;.

En este caso, dadas las caracteristicas del grafo (cada componente conexa es un grafo

1 . . , .
completo) se toma p;,; (hy) = — Ya que un camino cualquiera podria empezar con la misma
probabilidad por cualquier nodo del grafo, p,(h;/h;_1) = ﬁ donde CC, es la componente

h
conexa que contiene a h 'y |CCj,| su cantidad de elementos, p,(h;/h;_1) toma este valor, ya que
en una misma componente conexa de este tipo de grafo, todos los nodos estan conectados con

todos, por tanto, estando en un vértice en particular, es posible moverse hacia cualquier otro
P . e . 1

vertice de la componente conexa con la misma probabilidad. Finalmente py;, (hs) = [cc Y2 que
h

estando en cualquier nodo, existen n posibilidades, n-1 de ir a nodos vecinos y 1 de quedarse en
el nodo que se estd y terminar el camino, asumiendo que estas opciones son igualmente
probables, terminar el camino en un nodo tiene la misma probabilidad que pasar a un nodo en

. .- . 1
particular y esta probabilidad es igual a I Por tanto p(h/G) = AL

La cantidad de caminos diferentes en un grafo es exponencial respecto a la cantidad de
nodos en el mismo, por tanto la comparacién entre todos los nodos de dos grafos seria de esta
misma complejidad, lo cual es intratable computacionalmente. Sin embargo, p(h/G) toma el
mismo valor para todos los caminos del mismo tamafio en una misma componente conexa y por
tanto no es necesario comparar todos los caminos existentes en los dos grafos, sino solo
conjuntos de caminos que tienen la misma probabilidad p(h/G) asociada, reduciendo
drasticamente el costo computacional.

Esta medida de similaridad al ser un kernel, ofrece grandes ventajas ya que permite
establecer la similaridad entre las particiones a partir del calculo de un producto escalar en un
espacio de Hilbert, permitiendo el trabajo con los datos de manera geométrica y utilizar
algoritmos que hacen uso del algebra lineal y la geometria analitica. [45].
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En [40] se utiliza esta medida de similaridad para llegar a la particion de consenso,
calculando el valor promedio de las representaciones de las particiones en el espacio de Hilbert
asociado a este kernel.

6 Combinacion de agrupamientos (Cluster Ensemble)

Utilizando la misma notacion, el problema de la combinacién de resultados de agrupamientos
puede ser formalizado de la siguiente manera:

Siendo O = {04, 0,, ..., 0, } el conjunto de objetos, una combinacién de agrupamientos es un
conjunto P = {P;,P,, ..., B,}, donde P; es una particion de los objetos O, para todoi =
1,2, ..., m. Donde el objetivo principal es encontrar una nueva particion P* de los datos a partir
de las particiones en P. Para encontrar esta particion es necesaria una funcion de consenso, la
cual es la encargada de combinar toda la informacion existente en el conjunto de las particiones
IP en una particion final P*.

Una buena estrategia de combinacion, debe permitir encontrar nuevas estructuraciones mas
consistentes que las existentes, entendiendo por consistente a una estructuracion que comparte
gran cantidad de informacion o es muy similar al conjunto de particiones. Esta estructuracion de
consenso debe ser ademés, lo mas invariante posible a pequefias variaciones en los datos, es
decir, debe ser suficientemente robusta ante informacion ruidosa. Estas, entre otras propiedades,
son planteadas por los autores de algoritmos de combinacion de resultados de clasificadores no
supervisados, sin embargo no existe un criterio comdn ni una formalizacion rigurosa de las
caracteristicas que debe tener la estructuracion de consenso, méas bien, cada autor propone las
propiedades que cree que debe cumplir un buen mecanismo de combinacion.

En el diagrama en la Fig.3 se muestran los pasos principales de la combinacién de resultados
de clasificadores no supervisados, el mecanismo de generacion y la funcién de consenso.

N
Estructuracio \
ni
" N\
Conjunto Estructuracié <
Objetos n?2 ) >i;j‘ka | Estructuraci6
. j:ﬁ =2 n de
N
Estructuracio
nm
)~
Etapa de Etapa de
Generacién Consenso

Fig.3. Diagrama del proceso general de la combinacién de agrupamientos

En el proceso de generacion de la combinacion de agrupamientos, las particiones pueden ser
obtenidas utilizando maltiples modelos de algoritmos de agrupamiento sobre el mismo conjunto
0, usando diferentes algoritmos o diferentes clasificadores [11, 12, 38], proyectando los datos
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sobre diferentes subespacios [38, 49], utilizando diferentes subespacios de caracteristicas de los
objetos [38], seleccionando diferentes subconjuntos de los objetos en las distintas corridas de los
algoritmos [50, 51], etc. (ver epigrafe 6.1)

Por otra parte, desde la introduccion de la combinacion de agrupamientos por [52], una gran
cantidad de funciones de consenso han sido reportadas en la literatura [53]: los métodos basados
en co-asociacion [11, 54-56], el enfoque de votacion [50, 57, 58], métodos basados en teoria de
la informacion (ej: informacion mutua cuadratica) [38], en modelos de mezclas (EM) [39], en
algoritmos genéticos [59], en particionamiento de grafos usando algoritmos de agrupamiento
adaptativos locales [60], usando métodos kernel [40], etc. En la Fig.4. se muestra una taxonomia
de los mecanismos de generacion y de consenso, los cuales serdn explicados, haciendo un
analisis critico en los epigrafes siguientes.
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Cluster Ensemble
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Fig. 4. Taxonomia de los diferentes enfoques de combinacion de agrupamientos. Izquierda: Diferentes formas de
obtener el conjunto de particiones que conforman la combinacion de agrupamientos. Derecha: Diferentes funciones de
€onsenso
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6.1 Métodos de generacion de la combinacion de agrupamientos

El primer paso en todo modelo de combinacion de agrupamientos es la generacion. La idea aqui
es obtener un conjunto de agrupamientos (en la mayoria de los casos particiones) a partir del
mismo conjunto de objetos. Existen métodos como el voting-k-means [52] (epigrafe 6.2.1) que
exigen un proceso de generacion bien determinado, en este caso todas las particiones deben ser
obtenidas a partir de la aplicacion del algoritmo k-Means utilizando diferentes inicializaciones
de los parametros, es decir, diferentes clasificadores todos pertenecientes a la familia de
algoritmos k-Means. También en [40] se propone un enfoque al problema, en el cual cada
particién obtenida en el proceso de generacion es evaluada utilizando indices de validacion
(epigrafe 4), los cuales pueden utilizar las representaciones de los objetos en el proceso de
evaluacion, por tanto, se necesita conocer el espacio de representacion de los objetos y la medida
de similaridad utilizada entre los mismos.

Sin embargo, la mayoria de los modelos de combinacién de agrupamientos no tienen en
cuenta la manera en que se gener6 el conjunto de agrupamientos (particiones). Ellos parten del
hecho de contar con este conjunto y a partir de ahi se diferencian en la manera de consolidar la
informacion, es decir, se diferencian en la funcion de consenso y en los algoritmos utilizados
para llegar a la solucion 6ptima.

Por tanto, en el proceso de generacidn pueden utilizarse diferentes modelos de algoritmos de
agrupamiento, diferentes algoritmos o diferentes clasificadores, pudiendo usarse distintas
representaciones de los objetos o utilizando diferentes subconjuntos de objetos.

Otra técnica para la generacidon del conjunto de agrupamientos es utilizar proyecciones de los
objetos en diferentes subespacios, por ejemplo, utilizando los algoritmos de agrupamientos
débiles [38] (weak clustering algorithms). La idea de estos algoritmos es conformar el conjunto
de agrupamientos utilizando métodos que sean s6lo un poco mejor que una particion aleatoria
de los datos. Para esto se proponen dos mecanismos diferentes:

- Agrupamiento de proyecciones aleatorias unidimensionales de los datos, las cuales

pueden ser generalizadas a proyecciones aleatorias de mas de una dimension.

- Agrupamiento mediante la separacion de los datos usando un ndmero aleatorio de
hiperplanos. Por ejemplo, si sélo se usa un hiperplano los datos quedarian separados en
dos grupos.

Segun los autores, la utilizacion de los algoritmos de agrupamiento débiles permite obtener
un conjunto de agrupamientos muy grande, pues éstos estan basados en calculos simples sobre
los datos, lo cual permite que puedan ser aplicados de manera muy eficiente. Tener un conjunto
de agrupamientos grande permite, de manera general, que el efecto de estructuraciones no muy
buenas sea compensado por la decision de la gran mayoria de las estructuraciones, y asi eliminar
un poco el efecto que puede ocasionar un agrupamiento muy ruidoso en la estructuraciéon de
consenso. Ademas un conjunto de agrupamientos grande aumenta la diversidad de las
estructuraciones dando la posibilidad de aparicién a estructuraciones mas ajustadas a la
naturaleza del conjunto de datos analizados.

6.2 Funciones de consenso

El gran reto en la combinacion de resultados de clasificadores no supervisados es la definicion
de una funcion de consenso apropiada, capaz de mejorar los resultados de los agrupamientos
individuales. En la Fig.4. se muestra la diversidad de herramientas utilizadas para definir
funciones de consenso (particionamiento de grafos, hipergrafos, algoritmos genéticos, etc.). Sin
embargo, las funciones de consenso no sélo se diferencian en la manera de encontrar la
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estructuracion de consenso. También se diferencian en la formulacion teorica de lo que debe ser
una estructuracion de consenso, qué caracteristicas debe cumplir dicha estructuracion y como
puede definirse matematicamente el proceso de bisqueda de la misma.

Atendiendo a este criterio existen dos tendencias principales: La primera esta basada en una
idea de votacion entre objetos, donde es analizada la cantidad de veces que un elemento
pertenece a un agrupamiento, o la cantidad de veces que pares de elementos se encuentran juntos
en un mismo agrupamiento, es decir, se busca informacion sobre la distribucion de los objetos
individuales en los agrupamientos y a partir de dicha informacion se encuentra una
estructuracion de consenso. Generalmente este tipo de funcion de consenso necesita resolver el
problema de la correspondencia de las etiquetas de los agrupamientos (el cual sélo puede ser
resuelto con cierto grado de eficacia si todas las estructuraciones tienen la misma cantidad de
agrupamientos, lo que es una restriccion muy fuerte para la combinacion) o para evadir el
problema de la correspondencia de las etiquetas se analiza la cantidad de veces que dos objetos
son colocados en el mismo agrupamiento, de aqui se obtiene la matriz de co-asociacién de los
objetos. Sin embargo, partiendo de ésta, es necesario un nuevo clasificador para obtener la
estructuracion de consenso. La segunda variante de funcion de consenso estd basada en la idea
de la blasqueda de la particion media. En este enfoque es necesaria la existencia de una medida
de similaridad entre particiones y el consenso se define como la estructuracién que maximice la
similaridad con todas las particiones en la combinacion.

En ambos enfoques existen problematicas sin una solucion definitiva, por ejemplo, en el
primer enfoque generalmente es necesario aplicar un clasificador como paso final para hallar el
consenso, pero ¢;cual es el clasificador que se debe usar, cuales son los pardmetros correctos?,
¢qué requisitos debe cumplir la estructuracién de consenso que se busca?

En el segundo enfoque, primeramente se necesita de una medida de similaridad entre
estructuraciones, pero ¢;cuadl es la medida de similaridad correcta para comparar
estructuraciones? Ademas, se plantea obtener el consenso a partir de la bisqueda del 6ptimo en
un problema de optimizacion exponencial, sin embargo, ¢cudl es la mejor heuristica para
resolver o acercarse a la solucién del problema?

Una vez obtenida una estructuracion de consenso, por cualquiera de los dos enfoques, ;como
evaluar los resultados obtenidos, hasta qué punto podemos asegurar que es mejor utilizar la
estructuracion obtenida por la combinacion en vez de cualquier otra?, ;cual es la garantia que da
este proceso de combinacion?

En este epigrafe se muestran las distintas variantes de solucidén propuestas en la literatura
haciendo un andlisis critico a partir de las interrogantes anteriores.

6.2.1 Basadas en Co-asociacién

Partiendo de la idea de que diferentes agrupamientos de los datos pueden tener cada uno sus
fortalezas y debilidades, se espera que la contribucion conjunta de los mismos tenga un efecto
compensatorio en los resultados y que permita mejorar los mismos respecto a agrupaciones
obtenidas utilizando un solo clasificador.

Considerando las particiones obtenidas a partir de diferentes clasificadores, éstas son
mapeadas en un espacio intermedio: la matriz de co-asociacion, donde la posicion (i,j)
representa el nimero de veces que el par de objetos O; y O; co-ocurren en el mismo
agrupamiento. Cada co-ocurrencia es vista como un voto para que ambos objetos se encuentren
en el mismo agrupamiento en la particion de consenso. Dividiendo los valores de la matriz por el
namero de particiones en la combinacion de agrupamientos se obtienen los votos normalizados.
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Partiendo de la matriz de co-ocurrencia existen varios métodos propuestos en la literatura.
En [52] la particion resultado es obtenida a partir de la comparacion de la matriz con el umbral
fijo 0.5 y uniendo en el mismo agrupamiento todos los objetos que mantienen una asociacion
mayor que 0.5. En la Tabla 1 se resumen los pasos de la metodologia propuesta:

Tabla 1. Funcion de consenso usando el esquema de votacion mayoritaria

Entrada: n objetos; IP combinacion de agrupamientos conformada por m particiones
del conjunto de objetos.
Salida: Particion de consenso.
Inicializacion: Hacer la matriz de co-asociacion co_assoc una matriz nula de
dimension n X n.
Pasos:
1. Producir las particiones de los datos e inicializar la matriz de co-asociacion:
Fori = 1tomdo:
1.1. Correr el i-ésimo método de agrupamiento y producir la particion P;.
1.2. Actualizar la matriz de co-asociacion de acuerdo con:
Para cada par de objetos (i, j) en el mismo agrupamiento en P hacer:
co_assoc (i,j) = co_assoc (i,j) + 1/m
2. Obtener los agrupamientos de la particion resultado aplicando un umbral sobre
la matriz de co-asociacion.
2.1. Encontrar las asociaciones por votaciones mayoritarias:

Para cada par de objetos (i,j), tal que co_assoc(i,j) > 0.5 unir los
objetos en un mismo agrupamiento; si los objetos pertenecen a dos
agrupamientos diferentes previamente formados, se unen en uno solo.

2.2.Para cada objeto no incluido en ningin agrupamiento, formar un
agrupamiento que sélo lo contenga a él.
3. Devolver los agrupamientos formados.

Igualmente en [52] se propone el algoritmo voting-k-means, en el cual se incorpora la
metodologia anterior en el contexto del algoritmo de agrupamiento k-Means. La idea es lograr
obtener estructuraciones de los datos complejos a partir de la union de estructuraciones
hiperesféricas pequefas, obtenidas mediante la aplicacion del algoritmo k-Means. Para esto se
utiliza un valor grande de k (cantidad de agrupamientos en que va a particionar el conjunto de
objetos el algoritmo k-Means), normalmente igual a vn. Si k toma un valor grande en
comparacion con el nimero de agrupamientos que se quiere obtener de los objetos, cada
agrupamiento va a ser intrinsecamente separado en pequefios agrupamientos, entonces cuando
sean promediadas todas las asociaciones producidas por los m algoritmos de k-Means aplicados,
es esperado que se obtengan altos valores de votacion en los patrones vecinos permitiendo que la
estructura subyacente de los datos sea recuperada aplicando el umbral antes mencionado a la
matriz de co-asociacion.

Tabla 2. Algoritmo Voting-k-Means

Entrada: n objetos; k nimero inicial de agrupamientos (por defecto k = vn); m
nlimero de iteraciones.

Salida: Particién de los datos.

Inicializacion: Hacer la matriz de co-asociacion co_assoc una matriz nula de
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dimension n X n.
Pasos:
1. Hacer m veces:
1.1. Escoger aleatoriamente k centroides entre los n elementos del conjunto de
datos.
1.2. Organizar las n muestras en orden aleatorio, manteniendo en algin lugar la
configuracion inicial.
1.3. Aplicar k-Means con los objetos reordenados y los centroides escogidos y
actualizar la matriz de co-asociacion.
2. Detectar los agrupamientos de la particion de consenso a partir de la matriz de
co-asociacion, usando la técnica propuesta en Tabla 1.

Caracteristicas:

- Es el primer algoritmo de combinacion de agrupamientos reportado en la literatura. Aqui
es donde se propone la idea de combinar algoritmos de agrupamientos.

- El problema que plantea resolver es encontrar la “estructuracion natural’ de los objetos,
la cual no tiene por qué ser Unica. Esto depende del problema particular que se quiera
resolver. Sin un previo conocimiento de las caracteristicas de los objetos, diversas
estructuraciones de los mismos pueden ser igualmente validas.

- Requiere una gran cantidad de memoria 0(n?), en el paso de formacion de la matriz de
co-asociacion, por tanto no puede ser aplicado a grandes volimenes de datos.

- El umbral para obtener las agrupaciones finales esta fijo en 0.5, el cual en ciertas
ocasiones pudiera no ser el valor mas apropiado.

En [11] se explora la idea de acumulacion de evidencia, que es un trabajo muy similar al [52]
pero se formalizan algunos aspectos fundamentales, como la funcion objetivo de la combinacion
de agrupamientos.

Los objetos son separados en un gran numero de pequefios y compactos agrupamientos,
obtenidos a partir de diferentes corridas del algoritmo k-Means con inicializaciones aleatorias de
los parametros. Igualmente, los resultados obtenidos son mapeados dentro de una matriz de co-
asociacion la cual provee una medida de similaridad entre las muestras. La particion final de los
objetos es obtenida a partir de la aplicacion de un nuevo algoritmo de agrupamiento sobre la
nueva matriz de similaridad. Este método cumple con las caracteristicas de un enfoque separa-y-
mezcla:

Separa: Descomponer los objetos en un gran nlmero de agrupaciones pequefias e
hiperesféricas. El algoritmo k-Means es el que se usa para llegar a éstas.

Combina: Las diferentes particiones se combinan a través del algoritmo de votacion, en el
cual se va actualizando los valores de la matriz de co-asociacion a partir de la formula:

L. vote s;;
co_assoc(i,j) = T’

Mezcla: Se hace énfasis en las relaciones entre agrupamientos vecinos y se aplica un
algoritmo para encontrar un &rbol abarcador de costo minimo (“minimum spanning tree”) es
decir, viendo la matriz de co-asociacién como la matriz de adyacencia de un grafo, se busca un
arbol que contenga a todos los nodos del grafo y que el costo de sus aristas sea minimo y se
cortan vinculos deébiles en el arbol utilizando un umbral t. Esto es equivalente a cortar el
dendrograma producido por el algoritmo Single Link (SL) sobre la matriz de similaridad usando
el umbral t. También como variante de este algoritmo puede utilizarse el Complete-Link (CL).
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Tabla 3. Combinacién de agrupamientos usando acumulacion de evidencia

Entrada: n objetos.
k namero inicial de agrupamientos.
m tamafio de la combinacion de agrupamientos
t umbral.
Salida: Particion de consenso.
Inicializacion: Hacer co_assoc una matriz nula de dimension n X n.
Pasos:
1. Hacer m veces:
1.1. Seleccionar k centroides aleatoriamente.
1.2. Aplicar k-Means con dichos centroides y producir la particion P.
1.3. Actualizar la matriz de co-asociacion. Para cada par (i,j) en el mismo
agrupamiento en P, hacer: co_assoc(i,j) = co_assoc(i,j) + 1/m.
2. Detectar los agrupamientos consistentes en la matriz de co-asociacion usando
el algoritmo Single Link (SL):
2.1.Para cada par (i,j) tal que co_assoc(i,j) > t, mezclar los patrones en un
mismo agrupamiento, y si éstos ya pertenecian a agrupamientos
previamente formados, unirlos.
2.2.Para cada patron restante no incluido en ningin agrupamiento, formar un
nuevo agrupamiento que soélo lo contenga a él.

Caracteristicas:

- Elimina el umbral fijo en 0.5, el cual no siempre era el mejor valor de corte en la matriz
de co-asociacion, pero introduce un pardmetro t el cual es dificil de estimar su valor mas
apropiado para un problema en particular.

- La matriz de co-asociacién es vista como una nueva medida de similaridad entre los
patrones. En un problema donde no se tenga ninguna informacion de los objetos puede
ser muy Util, pero en caso de que el problema a resolver haya sido bien modelado
matematicamente, la nueva medida de similaridad no tiene por qué ser mas ajustada a
los objetos que la propia medida que se utilizo para la generacion de las particiones
iniciales. Ademas, esta nueva medida de similaridad esta basada en los agrupamientos
obtenidos a partir del modelo de algoritmos de agrupamiento k-Means, el cual agrupa
los objetos de forma hiperesférica. Por tanto, esta similaridad va a estar condicionada
implicitamente por este tipo de estructuracion de los datos.

- Después de obtenida la matriz de co-asociacion, se llega a la particién de consenso a
partir de la aplicacion de un nuevo algoritmo de agrupamiento (en este caso SL). De esta
manera no se resuelve la esencia del problema, ya que el SL va a imponer una estructura
sobre los datos, y por tanto la aplicacion de cualquier otro algoritmo de agrupamiento
sobre la matriz daria un resultado diferente.

En [44] se proponen las siguientes propiedades que debe cumplir la particién de consenso

obtenida de la combinacion de agrupamientos:
a) Consistencia: Esto significa que la particion de consenso P* debe de alguna manera
estar de acuerdo con las particiones individuales P;,i = 1, ..., m.
b) Robustez a pequefas variaciones en P: EI nimero de agrupamientos y la pertenencia
de los elementos a cada agrupamiento en P* no debe cambiar significativamente con
pequefias perturbaciones en las particiones en IP.
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c) Ajustarse al “ground truth”: Si se tiene la informacion de la estructuracion natural de
los datos; P* debe tener una estructuracion similar.

La similaridad entre dos particiones es calculada a partir de la informacion mutua
normalizada (epigrafe 5.1.3) y la consistencia entre una particion P y la combinaciéon de
agrupamientos P se garantiza a partir de la informacién mutua normalizada promedio [12]
(epigrafe 6.2.3)

La propiedad de la robustez es analizada de la siguiente manera:

Sea PP = {P"1,..,P’5} un conjunto de combinaciones de agrupamientos obtenidas
mediante un proceso de muestreo con reemplazo a partir de IP y sea P*8 = {P*1,...,P**5} el
correspondiente conjunto de funciones de consenso PZ. El valor medio de la informacion mutua
normalizada promedio entre P? y P*5 es calculado mediante:

NMI (P*b ]Pb ZNMI P ]Pb)

y la varianza correspondiente se define de la siguiente manera:
B
—_—_— 2
kK b _ L *ki b;\ _ <k b
var {NM1(P*h,P?)} = 12, (Nmi (P, pe) — Nmi (P, pP))
=
Es esperado que una combinacion de particiones robusta sea estable a pequefias variaciones
en la combinacion de agrupamientos. Atendiendo a esta propiedad la funcién objetivo se puede
definir como:

P = minfor s ()

A pesar de la definicion de una funcion objetivo que garantice la consistencia y la robustez
de la particion de consenso, el algoritmo propuesto es exactamente igual al propuesto en [11],
por tanto, en este trabajo no se propone ningin algoritmo nuevo de combinacion de
agrupamientos, sino que se trata de dar una justificacion formal para el uso de las técnicas
basadas en la matriz de co—asociacion para la combinacién de agrupamientos. No obstante, no se
puede afirmar que los algoritmos propuestos satisfagan con la funcién objetivo antes expuesta,
sino que son heuristicas a seguir que deben dar soluciones cercanas a la solucion de la funcién
objetivo.

6.2.2 Enfoque de votacion

En [58] se propone un mecanismo de combinacion de agrupamientos basado en un esquema de
votacion que consta de 3 pasos fundamentales: Generacién de la combinacion de agrupamientos;
proceso de votacion utilizando el conjunto de particiones y el proceso de mezclado de las
votaciones.

Para la generacion se pueden utilizar diferentes clasificadores, en el proceso de votacion la
principal dificultad es que es necesario hacer una correspondencia entre las distintas etiquetas de
los grupos.

Teniendo m particiones de los objetos, primeramente para dos de ellas Py, P,, se calcula la
cantidad de elementos comunes que hay en cada par de agrupamientos (C}, C-Z), donde C! € P,

y C}-2 € P, y se hacen corresponder las etiquetas de los agrupamientos que mas elementos
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compartan. Este proceso se repite para los agrupamientos restantes hasta obtener una
correspondencia total entre las etiquetas de ambas particiones, luego a partir de éstas se van
ajustando las etiquetas de las particiones restantes.

Posteriormente, cada objeto va a dar un voto de pertenencia a un agrupamiento (representado
por una etiqueta) con valor igual a la cantidad de veces que a este elemento le fue asignado dicha
etiqueta en las distintas particiones pertenecientes al conjunto de agrupamientos.

El resultado del proceso de votacion es una particion difusa. Después de votar las m
particiones, se obtiene para cada objeto O; y para cada agrupamiento representado por una
etiqueta j un valor D; (0;) el cual representa la fraccion de la cantidad de veces que al objeto 0;
le fue otorgada la etiqueta j entre la cantidad de particiones.

En el Gltimo paso es asignado cada objeto O; al agrupamiento t = arg max; D; (0;), es
decir, se hace pertenecer cada objeto al agrupamiento en el cual tiene mayor grado de
pertenencia.

Posteriormente se define n(Cy, G) = meanyec, D; (0) que es una medida de qué tanto los

elementos del agrupamiento k-ésimo pertenecen al agrupamiento j-ésimo. Por tanto n(Cy, G;) es
una medida (no simétrica) de relacién de vecindad de dos agrupamientos y se dice que el

agrupamiento C; es el mas cercano al C, si n(Cy, C;) = max; .y n(Ck,C}-)Z. Utilizando esta
medida es que se procede a mezclar agrupamientos para obtener la particion de consenso. Para
esto se unen agrupamientos que cumplan una de las siguientes condiciones:

1. Se unen los agrupamientos Cy y G si Cy es el agrupamiento mas cercanoa G y G es el
agrupamiento mas cercano a Cj.

2. Se une un conjunto de agrupamientos Cy,, Cy,, ..., Cy,, Si Cy, €s el agrupamiento mas
cercano al Cy,,,» Para todo i =1,2,...,n—1, y el agrupamiento C,_; es el mas
cercano al Cy, .

Caracteristicas

e Lo primero que hace es tratar de resolver el problema de la correspondencia de las
etiquetas, el cual cuando las particiones no tienen la misma cantidad de agrupamientos
no puede hacerse de manera satisfactoria. Por tanto este método sélo daré resultados
aceptables cuando todas las particiones de los objetos tengan el mismo nimero de
agrupamientos, lo cual es una restriccion fuerte al problema.

e Producto de la manera en que se trata de resolver el problema de la correspondencia de
etiquetas, la solucién obtenida al final del proceso no es Unica. Es decir, diferentes
corridas del algoritmo pueden dar resultados diferentes.

6.2.3 Combinacion de agrupamientos basada en hipergrafos

En [12] se define la combinacion de agrupamientos como una herramienta para consolidar los
resultados de diferentes algoritmos de agrupamiento, para los autores de este trabajo una buena
combinacion debe cumplir con las propiedades siguientes:

- Calidad y Robustez: La combinacion de varios algoritmos de agrupamiento, debe
mejorar la calidad y la robustez de los resultados.

- Reutilizacién de conocimiento: En muchas aplicaciones, puede existir varios resultados
de algoritmos de agrupamiento aplicados sobre un conjunto de objetos. La idea es poder
combinar estos resultados que ya existian sin tener que regresar a los objetos originales
del problema.
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- Ejecucion distribuida: Permitir la combinacion de resultados de algoritmos de

agrupamiento utilizando programacion distribuida.

La particion de consenso se define como la particion que mayor informacion comparte con
todas las particiones a combinar. Para medir la informacion que comparten dos particiones se
utiliza la informacion mutua [43], a partir de la cual se define la informacién mutua normalizada
(NMI), la cual es una medida de similaridad entre particiones ( ver epigrafe 5.1.3):

ke kb Ny Ny
2%i1 2=, log (Ni.N.j

@ p®)) =
NMI(P@, p(®)) - N " N
=1 N; log (7)+Z}-:1N}- log (=~

Se propone como resultado dptimo la particion que maximice la informacion mutua
normalizada con todas las particiones de la combinacién de agrupamientos, para esto se busca la
particion P(*k) mas parecida a P (conjunto de particiones) para cada uno de los valores de k

(cantidad de agrupamientos en la particion) fijo, de la siguiente manera:

m

* 1
PGy =arg m}ng NMI(P, F) (1)

j=1

donde P varia por todas las particiones posibles con k agrupamientos. La solucion trivial de esta
funcion objetivo es la busqueda exhaustiva sobre todas las posibles particiones con k
agrupamientos (aproximadamente k™ /k! paran > k), lo cual es computacionalmente intratable.
En [12] se proponen tres heuristicas eficientes para resolver el problema, las tres parten de
representar la combinacion de agrupamientos a partir de un hipergrafo.

Para cada particion P;, se construye la matriz H® € N"*k*, en la cual cada agrupamiento es
representado como una hiperarista (columna) como se indica en la Tabla 4. Notar que filas con
objetos para los cuales no se conoce su etiqueta, quedan con cero en todas las columnas.

La concatenacion de las matrices H = {H™W ... H®™} define la matriz de adyacencia del

hipergrafo con n vértices y Y™, k@ hiperaristas. Cada vector columna h, corresponde a una
hiperarista, donde 1 indica que el vértice correspondiente a dicha fila pertenece a la hiperarista y
0 indica que no. De esta forma queda mapeado cada agrupamiento como una hiperarista y el
conjunto de agrupamientos como un hipergrafo.

Tabla 4. Representacion por hiper-grafo de un problema de combinacién de agrupamientos.
Izquierda: A, 1), A3 1™ son 4 particiones del conjunto de objetos {x;, x5, X3, X4, Xz, %s, %7}, . Derecha: hiper-
grafo equivalente con 11 hiper-aristas

H Hl'2] HiB] HY
/‘\"’1] )\"’2\' A':Ij:' )\':'r" 1[1 112 ]l;; h-l 1]5 hg ]l'? 1[5 llg hlU 1111
ry 1 2 1 1 1 1 1] 0 0 1 ] 1 0 0 1 [i
T2 | 2 | 2 bz | 0 4] 0 | 0 1 0 0 0 1
T3 1 2 2 ? = U | 0 0 0 | 0 0 1 0 0 0
Ty 2 3 2 | vy 0 I 0 0 0 | 0 1 0 1 0
g 2 3 3 2 Us i} I 0 0 0 | 0 0 1 0 1
Tg 3 I 3 ? Vg 0 0 L 1 0 ] 0 0 1 0 0
i 3 [} 3 ? Ur 0 0 1 1 0 ] 0 0 1 0 0
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A partir de la construccion de dicho hipergrafo se definen las 3 heuristicas siguientes para
darle solucion al problema:
(CSPA) Algoritmo de particionamiento basado en similaridad de agrupaciones.

Esencialmente, si dos objetos estan en el mismo agrupamiento, éstos son considerados como
totalmente similares, sino, son completamente disimilares. Basandose en este presupuesto, se
define como similaridad entre dos estructuraciones, a la fraccién de las estructuraciones en la
cual dos objetos estan en el mismo agrupamiento en ambas. La matriz de similaridad S puede

obtenerse a partir de la siguiente multiplicacion de matrices esparcidas S = %H -HT. Luego se

usa S para volver a agrupar los objetos, en este caso se obtiene primero el grafo inducido G en el
cual se toma (vértices = objetos; peso de las aristas = similaridad) y se aplica el
algoritmo de particionamiento de grafos METIS [61].

(HGPA) Algoritmo de particionamiento de hipergrafos.

El problema de la combinacion de agrupamientos es reformulado como un problema de
particionamiento de un hipergrafo cortando el menor nimero de hiperaristas posible. Se
considera que todas las hiperaristas tienen el mismo peso al igual que los Vvértices, y se busca
cortar el menor nimero de hiperaristas que particione el hipergrafo en k componentes conexas
de aproximadamente el mismo tamafio. Para la implementacion del método se usé el paguete de
particionamiento de hipergrafos HMETIS [62].

(MLCA) Algoritmo Meta-Clustering.

En este método, primero se trata de resolver el problema de la correspondencia de las
etiquetas de los agrupamientos y entonces usar un mecanismo de votacion para ubicar los
objetos en los agrupamientos de la estructuracion de consenso final.

Primeramente se construye la matriz H como se vio anteriormente, en la cual se representa
cada agrupamiento como un vector binario de longitud n. La similaridad entre dos
agrupamientos C; y G es calculado en base a la cantidad de objetos que son agrupados en ambos,
usando el indice de Jaccard (epigrafe 5.1.2). Luego se forma la matriz de similaridad entre los
agrupamientos, la cual representa la matriz de adyacencia del grafo formado, tomando a los
agrupamientos como nodos y asignandole un peso a la arista entre dos nodos igual a la
similaridad entre los agrupamientos. Después este grafo es particionado utilizando el algoritmo
METIS [61] y los agrupamientos obtenidos son llamados meta-clusters. Finalmente para hallar
la particion final, se calcula la cantidad de veces que cada objeto estd en un meta-clsuter, y se
asigna dicho objeto al meta-cluster al cual es asignado un mayor nimero de veces. Este
algoritmo es cuadrético respecto a la cantidad de agrupamientos en el conjunto de particiones P,
el cual en la mayoria de las aplicaciones es significantemente menor que n?, por tanto este
algoritmo es bastante eficiente.

Caracteristicas

e En este trabajo se define formalmente el problema de encontrar una particion de
consenso como un problema de optimizaciéon a partir del calculo de la informacion
compartida entre dos particiones utilizando la informacién mutua.

e A pesar de ser la mas usada, la informacion mutua entre particiones es una medida de
similaridad entre las mismas, en la literatura existen otras medidas de similaridad entre
particiones (epigrafe 5), las cuales podrian ser utilizadas para la definicion del problema
de optimizacion (1).

e La solucion tedrica propuesta exige la resoluciéon de un problema de optimizacién para
el cual no se conoce otra solucién que la exponencial (analizando todas las posibles
particiones y quedarse con la que maximice la ecuacion (1)), sin embargo, se proponen 3
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heuristicas para encontrar la particion de consenso, las cuales no estan relacionadas
directamente con el problema de optimizacion propuesto.

e De las tres heuristicas propuestas, la primera, CSPA, tiene una complejidad cuadratica
por tanto esta limitada para trabajar con grandes volimenes de informacion.

6.2.4 Combinacion de Agrupamientos basada en Teoria de la Informacion

Es un tipo de funcion de consenso basado en la nocion de la particién media. La particion media
P* es la mejor sintesis de las particiones en P. A diferencia del enfoque de co-asociacion, la
basqueda de la particion media tienes sus bases en la estimacion de similaridades entre las
particiones en vez de similaridades entre los objetos.

En [12] se sugiere (como vimos en el epigrafe 6.2.3 ) una funcion objetivo basado en la
informacion mutua, donde la particion media puede obtenerse resolviendo el problema de
optimizacion (1), sin embargo, esta expresion no ofrece ninguna idea de como implementar un
algoritmo para obtener la solucién éptima.

En [38] se define la funcion de utilidad U(a, P;), la cual evalla la calidad de una particion

media candidato P, = {C;, Cs, ..., C; } contra otra particion P, = {L"l,L"Z, ...,L‘}((i)} con etiquetas Lj
en el j-ésimo cluster:

k k(@) k(i)
0.~ Y)Y D416 - Y )
r=1 j=1 j=1
. L ] Linc,

La funcion U(P., P;) mide el acuerdo entre dos particiones a partir de la diferencia entre el
nimero esperado de etiquetas asignadas a la particion P; que pueden ser predichas conociendo la
distribucion de las etiquetas en la particion P, y sin conocer la distribucion de las etiquetas en P..
La utilidad conjunta de la particién P, respecto a todas las particiones en la combinacion de
agrupamientos [P puede ser calculada a partir de las suma de las funciones individuales:

m

up,P)= » U(P.,P)

Por tanto la mejor particion media debe maximizar el valor de la utilidad conjunta:

P*=arg max U(P.,P)

En [63] se prueba que la maximizacion de la funcion de utilidad es equivalente a minimizar
el error cuadrético del proceso de agrupamiento si es conocido el valor k (cantidad de
agrupamientos en la particion). Este problema puede resolverse haciendo la siguiente
transformacion: primeramente, para cada objeto O se calculan los valores de nuevas
caracteristicas y;; (0), paratodo j = 1...k(i), i = 1...m de la siguiente manera:

y; (0) =46 (L}L:,PL- (0)) —p(L)

donde P;(0) representa la etiqueta asociada al objeto O en la particion P; y
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1, sia=b>b
6(a,b)—{ 0, sia#hb

Entonces la particion media puede ser obtenida utilizando el algoritmo k-Means operando
sobre el nuevo espacio de caracteristicas y;; .

En el contexto de la teoria de la informacion, la calidad de la particion de consenso P* puede
ser determinada por la cantidad de informacion I(P*,IP) que ésta comparte con el conjunto de
particiones IP. En este método se utiliza otra definicion del concepto de entropia, con la cual se
reduce la definicion de informacion mutua a la funcion de utilidad definida anteriormente.

Partiendo de la entropia generalizada de grado s, la informacién mutua normalizada entre P¢
y P? es definida como:

IS(Pa,Pb) — HS(Pa) _ HS(Palpb)

donde H representa la entropia. Usando la entropia cuadratica (s = 2), la informacién mutua
normalizada se convierte en:

k(i) k k(i)
NMI?(P*,P,) = —2 Zp(L;i)2 1]+ 22 p(C.) Z p(L|C.)" =1 | = 20", P)
= =1 =

Por tanto la informacion mutua normalizada ofrece el mismo criterio de consenso que la
funcion de utilidad.

Caracteristicas

e La contribucién principal de este método es la incorporacion de una via de solucion al
problema de la particiobn media. Anteriormente se habia definido como particién de
consenso a la particion que mas informacién comparte con el conjunto de particiones en
la combinacién de agrupamientos, esta informacion era medida utilizando la
informacion mutua normalizada, sin embargo el problema de optimizacion planteado no
ofrecia ningun algoritmo de solucién, habia que recurrir a diferentes heuristicas que
garantizaran un acercamiento a la solucion. En este enfoque se demuestra que la
informacion mutua normalizada es equivalente a la funcién de utilidad, la cual permite
llegar a la particion media a partir de la transformacién del problema en uno de
minimizacion de la varianza inter-agrupamientos, que puede ser resuelto utilizando el
algoritmo k-Means.

e Esun algoritmo bastante eficiente, su costo computacional es 0 (knm).

e Sin embargo, en ocasiones, segun los propios autores, necesita ser ejecutado varias
veces para evitar la convergencia a un minimo local que provoque baja calidad en los
resultados.

6.2.5 Modelos de mezclas (EM)

En [39] se propone una nueva funcién de consenso que viene dada por la solucién de un
problema de maxima verosimilitud (likelihook) para un conjunto de particiones dado. La funcion
de verosimilitud de la combinacién de particiones es optimizada respecto a los parametros de
una distribucién de mezcla finita. EI problema de maxima verosimilitud es resuelto usando el
algoritmo EM [64].
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Este enfoque de consenso esta basado en un modelo de mezclas finitas para la probabilidad
de asignacion de etiquetas a los objetos, en las particiones. La principal asuncion es que las
etiquetas y; (etiqueta asignada al objeto 0;) son modeladas como variables aleatorias a partir de

una distribucién de probabilidad descrita como una mezcla de densidades multivariadas:
T

p(y:1®) = Eatpt(yilﬁt) @)

t=1

donde cada componente es parametrizada por 6,. Las T componentes en la mezcla son
identificadas con los agrupamientos en la particion de consenso P*. Los coeficientes «;
corresponden a las probabilidades a priori de los agrupamientos. Para los datos Y = {y;}}; se
asumen que son independientes e idénticamente distribuidos.

Esto permite representar la funcion de verosimilitud logaritmica para los pardmetros
QO = {uy, ..., ar, 07, ..., 67 } dado el conjunto de datos Y como:

n n T
log L(®]Y) = 10g1_[,0(}’i:®) = Zlogiatpt(yilﬁt) @3)
i=1 i=1 t=1

La busqueda de la particién de consenso es formulada como un problema de estimacion de

méaxima verosimilitud:
.
@ =arg m@:)jlxlog L(O]Y) @)

El problema de méaxima verosimilitud en la ecuacion (3) generalmente no puede ser resuelto
de forma cerrada (s6lo en términos de funciones y operaciones elementales) cuando los
pardmetros @ son desconocidos. Sin embargo, la funcion de verosimilitud (2) puede ser
optimizada usando el algoritmo EM, asumiendo la existencia de los datos ocultos Z y la
verosimilitud de los datos completos (Y, Z). Para esto se comienza con unos parametros iniciales
arbitrarios {o'y, ..., a'r,0'r,...,0'r } después son repetidos mientras se cumpla un criterio de
convergencia los paso E y M, donde el paso E calcula los valores esperados de las variables
ocultas E[z;] y el paso M maximiza la verosimilitud calculando una nueva y mejor estimacion
de los pardmetros. Los criterios de convergencia pueden estar dados por el valor de crecimiento
de la verosimilitud entre dos pasos M consecutivos.

La particion de consenso es obtenida inspeccionando los valores esperados de las variables
E|[z; ] debido a que E[z; ] representa la probabilidad de que el patron y; haya sido generado por
la componente de mezcla m-ésima. Cuando se alcanza algun criterio de convergencia, la etiqueta
y; €s asignada a la componente que tenga mayor valor de la variable oculta z;.

Tabla 5. Pseudocodigo del algoritmo

Entrada: Conjunto de objetos y conjunto de particiones de los objetos.
Salida: Particion de consenso P*
Inicializar los parametros del modelo © = {ay, ..., at, 07, ..., 67 }
Repetir hasta que se cumpla algin criterio de convergencia:
Calcular los valores esperados E[z;;],i =1..n, t=1..T
Calcular los valores esperados para las variables con ausencia de informacion (si
hay)
Re-estimar los pardmetros.
P*(0,)=indice de la componente de z; con mayor valor esperado.
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Caracteristicas

e Baja complejidad computacional O(knm), producto del uso del algoritmo EM cuya
complejidad es comparable con la del algoritmo k-Means.

o La eficiencia de este algoritmo permite que pueda ser aplicado sobre grandes conjuntos
de datos, a diferencia de otras funciones de consenso que tienen una complejidad
cuadrética (ejemplo las basadas en co-asociacion).

e Posibilidad de trabajar con datos incompletos (missing values), en este caso seria la falta
de asignacion de alguna etiqueta de agrupamiento para algin elemento en el conjunto de
objetos.

6.2.6 Basados en Algoritmos Genéticos

En [59] se propone un método para la combinacion de resultados de clasificadores no
supervisados llamado HCE (heterogeneous clustering ensemble, por sus siglas en inglés) basado
en el uso de un algoritmo genético para la combinacion de particiones. EI método consta de dos
fases, un mecanismo de reproduccion y uno de cruzamiento.

Primero en este algoritmo es necesaria la creacion de una poblacion inicial que funcione
como punto de partida del algoritmo genético. Para esto se aplican diferentes algoritmos de
agrupamientos (en general es posible cualquier variante de generacion de agrupamientos, ver
epigrafe 6.1). Con cada par de estructuraciones obtenidas de los objetos se forma un par
ordenado. Por ejemplo, si se tienen 4 estructuraciones (Py,P,,P3;, P,) se forman 12 pares
iniciales (ver Fig. 5)

)
° Py (P1, P2) , (P, P3), (Py, Py)
- R I (P2, P1), (P, P3), (P2, Py)
Objetos Py (P3,Py), (P3,P;), (P35, P,)
oA (PoPr) . (P, Py), (Py, Py)
Algoritmos de —
agrupamiento. Particiones Construccion de los pares.

Fig. 5 Generacion de la poblacién inicial

El proceso de reproduccion usa una funcién de ajuste como Unica via para determinar si un
par de estructuraciones (cromosoma) sobrevivird o no sobrevivird en la proxima etapa. En este
algoritmo la funcion de ajuste viene dada por la comparacién de la cantidad de solapamientos
que hay entre los agrupamientos de las particiones en cada cromosoma.

Por ejemplo, si se tienen los objetos X = {x1, X;, X3, X4, X5, X¢, X7, Xg, X9, X19 } Y 1as siguientes
particiones de los mismos: P = {(x1,X2,X3) (X4,X5,%Xg6) (X7,Xg, X9, X10)} y
P, = {(x1,%2) (x3,X4) (X5,Xg) (X7,Xg,X9,X19)}, la funcion de ajuste funcionaria de la siguiente
manera:

Para cada agrupamiento en la primera particion se busca el agrupamiento con el que mas
objetos comparte en la segunda particion, en este caso se escoge (xi,Xp,x3) de la primera
particion y (xq,x,) de la segunda particion, dando un valor de solapamiento igual a 2. Asi
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mismo se escogen a (x4,Xs5,Xg) Y (X5,X¢), dando un valor de solapamiento igual a 2 y
(x7,Xg, X9, X10) €ON (X7, Xg, X9, X10), CON solapamiento igual a 4. Por tanto la comparacion de P
con P, da un valor igual a 2+2+4 = 8. Haciendo el mismo anélisis pero ahora calculando el
solapamiento de P, con P; se obtiene un valor igual a 2+1+2+4=9. Luego la funcion de ajuste
entre estas dos particiones es igual a 8+9 = 17.

Esta funcion da un valor representativo a cada par de particiones, y el par que mayor valor
tenga se le aplica el cruzamiento.

En el proceso de cruzamiento se obtienen descendientes a partir del par seleccionado
manteniendo la mayor cantidad de informacién posible de los padres en las nuevas particiones
obtenidas. Posteriormente las particiones padres son reemplazadas por sus descendientes y se
aplica otra iteracion del algoritmo completo. En la Tabla 5 se muestra el pseudocddigo del
algoritmo.

Tabla 6. Pseudocadigo del algoritmo HCE

Algoritmo (HCE)

Entrada:
(1) El conjunto de n objetos.
(2) El conjunto de algoritmos

Salida: Combinacién de los agrupamientos.

1. Correr los diferentes algoritmos de agrupamiento y obtener las particiones de los
objetos.

2. Construir un subconjunto no vacio de pares SM‘9), para cada agrupamiento S.

3. lterar hasta que converja (permutando los pares ):
3.1.Calcular la funcidn de ajuste F(t) y seleccionar dos padres de 79,
3.2.Cruzar a los dos padres.
3.3.Reemplazar el subconjunto 759 de los padres por los nuevos creados para

la descendencia.

Caracteristicas
- No se define formalmente el problema que se va a resolver, es decir, no se dice qué
caracteristicas debe tener la particibn que se estd buscando, ni se formula
matematicamente el problema, sélo se presenta el algoritmo genético y no se
fundamenta por qué dicho algoritmo se acerca a la particion de consenso.
- Si se cuenta con un gran nimero de particiones de los datos, el conjunto de pares de
particiones seria muy grande y esto afectaria la eficiencia del algoritmo.

6.2.7 Basados en agrupamientos localmente adaptables

Este es un tipo de funcién de consenso que necesita de un mecanismo de generacion especifico.
En [60] se proponen tres tipo de funciones de consenso, las cuales estan basadas en la utilizacion
de particiones de los objetos obtenidas a partir de la utilizacion de algoritmos de agrupamiento
localmente adaptables (LAC, por sus siglas en inglés) [65, 66]. Estos algoritmos de
agrupamiento dan como resultado una particion dura de los objetos y un vector de peso asociado
a cada agrupamiento, donde el valor i-ésimo de este vector se corresponde con el peso asociado
al rasgo i-ésimo de la representacion de los objetos. Es decir, cada valor de peso esta midiendo la
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importancia de cada rasgo, en término de los cuales son representados los objetos, para el
agrupamiento en cuestion.

La salida de los algoritmos de agrupamiento LAC, pueden ser identificados por dos
conjuntos {cy, ..., Cx} Y {Wq, ..., W, }. Cambiando los parametros de los LAC se genera el conjunto
de particiones de los datos y el conjunto de pesos asociados a cada particion. Por tanto es
necesaria una funcion de consenso capaz de trabajar con toda esta informacion, las
estructuraciones y sus pesos asociados.

El primer algoritmo propuesto es nombrado algoritmo de particionamiento de similaridad
pesada, (WSPA por sus siglas en inglés). Para cada objeto O; la distancia pesada a un
agrupamiento c; viene dada por:

l
die = 2 Wi (0;5 — Cts)z ()
s=1

donde O;, representa la componente s-ésima del i-ésimo objeto, representando cada objeto a
partir de [ rasgos y c; es el centroide del t-ésimo agrupamiento.

Sea D; = max.{d;;} la méxima distancia de O; a todos los agrupamientos. Asumiendo que las
etiquetas C; son una variable aleatoria, con probabilidades {P(Ctloi)}{‘zl,se define P(C;|0;) =

Dj—djt+1 . . L .
m, donde el denominador sirve como un factor de normalizacion que garantiza que
iTR— Lt Uit

{P(Ctloi)}{‘:1 = 1. Mediante esta ecuacion se puede construir el vector de probabilidades
posteriores asociado al objeto O;:

P, = (P(€110)), P(C510)), ..., P(C,10)"

La transformacién O; — P;, mapea los objetos | dimensionales en un espacio de coordenadas
relativas a los centroides de los agrupamientos. Para calcular la similaridad entre dos objetos
0;,0; se utiliza la similaridad del coseno entre los vectores asociados a dichos objetos, o sea:
P{P,

*(09) = g
donde t denota la transpuesta del vector.

Posteriormente se combinan todas las similaridades entre objetos en una matriz S de n x n,
donde S;; =s(0;,O;). Después de correr el algoritmo LAC m veces utilizando diferentes
inicializaciones de los parametros, utilizando este mismo procedimiento se obtienen m matrices
de similaridad Sq,S,, ..., Sy. Sea W la combinacion de estas matrices de la siguiente manera:

m
1
lP = EE Sp
p=1

donde ¥;; (valor en la posicion i, j de la matriz \¥) refleja el promedio de la similaridad entre los
objetos O;, O; (a través de los distintos valores de P;, P, para las m particiones de los datos).
Como ultimo paso, se asocia el problema de encontrar la particion de consenso con el
particionamiento de un grafo. Para esto se construye el grafo G = (V,E) donde cada Vértice v;
se identifica con un objete O; y la arista E;; que conecta los vértices v; y v; tiene un valor
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asociado igual a ‘P;. Para particionar este grafo se usa el algoritmo METIS [61]. Un resumen de
los pasos del algoritmo de particionamiento de similaridad pesada se muestra en Tabla 7.

Tabla 7. Pseudocodigo del algoritmo WSPA
Algoritmo (WSPA)

Entrada:
{cr,c7,..,C53 {w{,wj,.., whn}— mparticiones de los objetos usando
algoritmos de agrupamiento localmente adaptables (LAC).

Salida: Estructuracion de consenso.
1. Para cada particion v =1, ..., m:
a) Calcular la similaridad maxima entre cada objeto y el conjunto de
agrupamientos D; .
b) Calcular PY = (P(C}10,), P(CZ|0)), ...,P(C,’;lIOL-))'t vector representativo
de cada aobjeto.
c) Construir la matriz S¥ donde S;; = similaridad(0;,0;) tilizando la
similaridad del coseno sobre los vectores representativos de cada objeto.
2. Construir la matriz ¥ = %vazl Sv.
3. Construir el grafo ¢ = (V,E) donde V; = 0; y asignandole ¥ a la arista E;;
(arista que une los vértices v;, ;).
4. Aplicar el algoritmo METIS (o algoritmos de agrupamiento espectrales), para
obtener el particionamiento del grafo G.

El segundo método llamado algoritmo de particionamiento bipartito pesado (WBPA , por sus
siglas en inglés), como su nombre indica, brinda una funcion de consenso basada en el
particionamiento de un grafo bipartito. Supongamos nuevamente que se aplican m veces el
algoritmo de agrupamiento LAC, con diferentes valores en los pardmetros. Para cada objeto 0; y
para cada estructuracion v =1,...,m se calcula el vector de probabilidades posteriores P/,
siguiendo los mismos pasos que en el algoritmo WSPA. Usando este vector se construye la
matriz A:

(PH" .. ()
A= : : (6)

(P .. Em)
donde (P}) son los vectores filas. La dimensionalidad de A es n x km, asumiendo que cada uno
de los m algoritmos aplicados produce k agrupamientos de los objetos. Basado en A se define un
grafo bipartito el cual serd particionado para obtener la estructuracion de consenso.

Sea el grafo G = (V,E), con V=VCUVI, donde V° contiene km vértices, cada uno
representando un agrupamiento y V' contiene n vértices, cada uno asociado a un objeto. Las
aristas van a tener un peso asociado de la siguiente manera:

a) E(i,j)=0, En el caso en que ambos vértices v;,v;, representen objetos o ambos

representen agrupamientos.
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b) E(i,j) = A(i —km,j), En el caso que v; representa un objeto y v; representa un

agrupamiento.

¢) E(,j) = E(j,i) Cuando v; representa un agrupamiento y v; representa un objeto.

Una particion del grafo bipartito G agruparia objetos y agrupamientos simultdneamente, y la
particion de consenso puede ser obtenida a partir del particionamiento de los objetos. Teniendo
en cuenta de que este grafo es esparcido (la mayor parte de las aristas tienen valor cero), el
algoritmo seria de complejidad kmn que asumiendo que km <« n es mas eficiente que el WSPA
que es de orden n?.

Tabla 8. Pseudocddigo del algoritmo WBPA
Algoritmo (WBPA)

Entrada:
{c,cy,..,c53%  {w{,wj, .., wh} - mparticiones de los objetos usando
algoritmos de agrupamiento localmente adaptables (LAC).

Salida: Estructuracion de consenso.
1. Para cada particion v =1, ..., m:
a) Calcular la similaridad méaxima entre cada objeto y el conjunto de
agrupamientos D;.
b) Calcular P} = (P(CfIOL-),P(CZ”IOi),...,P(C,’,’lIOL-))t vector representativo de
cada objeto.
2. Construir la matriz A (ecuacion (6)).
Construir el grafo bipartito G = (V, E) de objetos y agrupamientos.
4. Aplicar el algoritmo METIS (o algoritmos de agrupamiento espectrales), para
obtener el particionamiento del grafo G.

w

El tercer método propuesto llamado algoritmo de particionamiento bipartito de subespacios
pesados (WSBPA , por sus siglas en inglés) a diferencia de los dos métodos anteriores produce
una particion de consenso con un peso asociado a cada agrupamiento. Basicamente este
algoritmo se diferencia del WBPA en la adicion de un vector de pesos a cada agrupamiento en la
particion final.

Partiendo del grafo bipartito G = (V, E), construido de manera similar al algoritmo WBPA.
Después de aplicar un algoritmo de particionamiento de grafos, la particion Py, del conjunto V!
(vértices asociados a objetos), da la particion de consenso. Por otra parte, también se obtiene la
particion Py, del conjunto V¢ (vértices asociados a agrupamientos), cada elemento Vf en Py, es
un conjunto de vértices de agrupamientos, los cuales tienen asociados un vector de peso. Sea wj
el vector de pesos asociado al vértice de agrupamiento v‘l’i, entonces se promedian todos los

vectores de pesos vv°I coni=1,...,|V[| para obtener los pesos para los agrupamientos V]| de la
particion de consenso. Es decir, se obtiene como resultado de este algoritmo k agrupamientos

1 wIVil
it Wi

: , k
con sus respectivos k vectores de pesos asociado {(Vi,w;)},_, donde w; =
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Tabla 9. Pseudocodigo del algoritmo WSBPA

Algoritmo (WSBPA)

Entrada:
{cr,c7,..,c53 {w{,wy,..,wh}— mparticiones de los objetos usando
algoritmos de agrupamiento localmente adaptables (LAC).

Salida: Estructuracion de consenso con un vector de peso asociado a cada agrupamiento.
1. Para cada particion v =1, ..., m:
a) Calcular la similaridad méaxima entre cada objeto y el conjunto de
agrupamientos D; .

b) Calcular P/ = (P(CfIOL-),P(CZ”IOi),...,P(C,’,’lIOL-))t vector representativo
de cada abjeto.

2. Construir la matriz A (ecuacion (6)).

3. Construir el grafo bipartito G = (V, E) de manera similar a como se hace en el
algoritmo WBPA.

4. Aplicar el algoritmo METIS (o algoritmos de agrupamiento espectrales), para
obtener el particionamiento del grafo G.

5. Calcular el vector de pesos promedio w; asociado a la particion de consenso
obtenida.

Caracteristicas

La funcion de consenso esta muy ligada al mecanismo de generacion, solo funciona si
las estructuraciones iniciales de los datos son obtenidas a partir de la aplicacion del
algoritmo de agrupamiento localmente adaptable.
Este tipo de funcion de consenso sélo es capaz de trabajar con conjuntos de objetos
representados en espacios métricos, ya que en un paso intermedio del algoritmo es
necesario el calculo de la distancia euclidiana entre cada objeto y los centroides de los
agrupamientos.
Se necesita saber la cantidad de agrupamientos que va a tener la particion de consenso,
ya que todas las particiones de los datos a combinar deben tener la misma cantidad de
agrupamientos.
El primer algoritmo WSPA tiene una complejidad O(nz), lo que no permite que sea
utilizado en problemas donde se manipulen grandes volimenes de datos.
El segundo algoritmo WBPA tiene una complejidad O(kmn), por tanto es mas eficiente
que el algoritmo WSPA siempre que km < n.
El tercer algoritmo WSBPA es muy parecido al segundo, la estructuracion de consenso
va a ser igual a la obtenida por el algoritmo WBPA, sin embargo el WSBPA le afiade a
los resultados obtenidos un vector de peso asociado a cada agrupamiento, que es una
informacion adicional que podria ser aprovechada en la solucion de algun problema.
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6.2.8 Basadas en funciones kernel para grafos

En [40] se propone la incorporacion de un paso intermedio en la metodologia tradicional de la
combinacion de resultados de algoritmos de agrupamientos. Se propone estimar la importancia
de cada particion en un paso anterior a la combinacién de las diferentes estructuraciones.

En este trabajo se refleja la importancia de cada particion a partir de la asignacién de un peso a
cada una, de acuerdo a un analisis del cumplimiento o no, de un conjunto de propiedades
relevantes para el proceso de combinacion. Para calcular los pesos asociados a cada particion se
prosigue de la manera siguiente:

Primero se define un conjunto de indices de validacion de propiedades, estos indices se
definen como una funcion I: P, — [0,1], donde P, es el conjunto de todas las posibles
particiones a formar con los objetos. La idea es que cada indice mida el cumplimiento de una
propiedad en particular por cada una de las particiones, de manera que el valor obtenido al
evaluar un indice en una particion representa el grado de cumplimiento de la propiedad
representada por el indice, por dicha particion.

Sea I = {ly, I, ..., Is} el conjunto de indices definidos, para determinar el vector de pesos
asociado al conjunto de particiones. Para cada indice I; se calcula S; = X, I;(P;). Si se define la
G
S_j.
relacionada con la funcion de distribucion de cierta variable aleatoria Y;. Luego se define:

H() = H(p) == ¢, (P) - log(g; (P)
i=1

funcion ¢;: Py — [0,1] tal que (pj(Pi) = Como Y%, (pj(Pi) =1, cada funcion o puede ser

donde H()g) es la entropia de ¥; [43]. Utilizando las propiedades de la entropia, se llega a la
conclusion de que mayores valores de H(Ij) implica mayor parecido entre los valores J; (P;), es
decir, el indice I tiene un comportamiento mas similar en todas las particiones de la
combinacion. Siguiendo el criterio de que las propiedades que mas informacion brindan del
conjunto de particiones son aquellas que son cumplidas de manera similar por un gran nimero
de particiones, ya que permite detectar particiones ruidosas que tengan un comportamiento
diferente a la mayoria de las particiones. Utilizando H(Ij) se llega a la expresion siguiente para
determinar el peso asociado a cada particion:

m
1
e ) (=)
._1 m
}_
donde el segundo factor de esta expresion es una comparacion entre los valores I; (P]) y el valor
medio %Sj.
La funcion de consenso propuesta en este trabajo esta basada en la idea de la busqueda de la
particién media, sin embargo, al tener el conjunto de pesos asociado al conjunto de particiones,

se hace una busqueda de la particion media pesada, la cual puede ser escrita de la manera
siguiente:

m
P* = arg }rys%é Z A -T(P,P) @)
=

donde T es una medida de similaridad entre particiones. En este trabajo [40] se utiliza como
medida de similaridad entre particiones la similaridad basada en kernel para grafos (ver epigrafe
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5.1.4), donde cada particion es representada de manera Gnica mediante un grafo, , es decir, existe
un biyeccion entre el conjunto de las particiones formadas por los objetos, P, y el conjunto de
todos los grafos que son representaciones de particiones, G,. Esta similaridad es calculada
mediante la expresion:

M66)= Y > k(h=h)p@ep(r]6)
(heZ(6)) h'ex(G)

donde G y G’ son grafos asociados a particiones y h,h’ son caminos sobre G y G’
respectivamente, p(h|G) representa la probabilidad de encontrar el camino h en el grafo G que

para este tipo de grafo tiene un valor p(h|G) = ﬁ donde Cj, es la componente conexa que
h

contiene al camino h y [ es la longitud de dicho camino.

En [40] se demuestra que esta funcidn es un kernel, por tanto existe un espacio de Hilbert
y una funcién ¢: G, - H, tal que VG, G € G,, I'(G,G') = (d(G), d(G))5.. Luego el problema
de optimizacion (7) tiene una solucion Unica v, en el Espacio de Hilbert de Kernel
Reproductores (RKHS, siglas en inglés) [45] asociado a la funcion T', con una representacion de
la forma y = XL, B.d(Gy), con B, = ijkilkj.

Sin embargo, para obtener el grafo que representa a la particion de consenso es necesario
resolver el problema de la pre-imagen G" = ¢1(y). Esto es, encontrar un grafo cuya
representacion en el espacio # a traves de ¢ sea igual a la solucién y. Encontrar una solucion
exacta de este problema es una tarea muy compleja, por lo que se escoge como solucion
aproximada:

G* = arg min [y — ¢(G)II° (8)

donde [l — ¢(&II” = T'(G,6) =2 X BT (G, G) + X% XL BB T(Gi, Gy ).

Para resolver este problema en este trabajo se siguid una estrategia introducida en [67], basada
en una blsqueda estocastica para encontrar la matriz de adyacencia del grafo solucién, que
representa a la particion de consenso.

Caracteristicas

- El anédlisis del cumplimiento de propiedades relevantes por el conjunto de particiones,
permite asignarle un peso a cada particion y asi darle una mayor importancia en la
combinacion a las particiones que mayor peso obtengan.

- Este andlisis del cumplimiento de propiedades, permite ademas, obtener particiones mas
robustas, ya que a particiones ruidosas se le debe asignar un valor de peso pequefio y por
tanto se disminuye su influencia en el resultado final.

- Esta funcién de consenso, al utilizar como similaridad entre particiones una funcion
kernel, permite tener una representacion exacta de la particion de consenso en un
espacio de Hilbert. Esto permite saber a qué distancia se encuentra cualquier particion de
la particion de consenso buscada.

- Para resolver el problema de la pre-imagen, la heuristica utilizada puede ser mejorada,
explotando mas las caracteristicas particulares del tipo de grafo con el que se trabaja.
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7 Conclusiones

La creciente aparicion de nuevos métodos de combinacion de resultados de clasificadores no
supervisados, muestra el auge que ha alcanzado esta técnica en los Ultimos afios, la cual se ha
presentado como una alternativa de solucion al problema de la clasificacion no supervisada.

En nuestra opinidn, esta herramienta no ha sido explotada al méximo, incluso en ocasiones
se ha interpretado su utilidad de manera errénea. La combinacién de agrupamientos sigue siendo
un problema no supervisado, por tanto no se puede esperar que dé como resultado la mejor
estructuracion de los datos, la natural o intrinseca. Para este problema estos términos son
totalmente ambiguos, y no pueden ser el objetivo ni lo que se espere de esta técnica. Una buena
combinacion de agrupamientos debe ser capaz de encontrar un consenso entre todas las
estructuraciones presentes, resaltando propiedades relevantes en dichas estructuraciones que
permitan obtener una agrupacion final de los datos que combine la informacion presente en todas
las estructuraciones, que sea mas robusta al ruido, y por tanto que brinde una estructura de los
objetos mas confiable que la obtenida por algln clasificador no supervisado simple, la cual
conste de algin sentido o muestre cierta informacion importante para la solucién de algun
problema en particular.

La evaluacion de una combinacion de agrupamientos se realiza sobre la misma base con que
se evalta un clasificador simple, es decir, mediante el uso de indices de validacién (internos o
externos). Para obtener buenos resultados en la combinacion es importante tener en cuenta que la
calidad de las estructuraciones puede ser distinta, dependiendo ésta, de los clasificadores
seleccionados, los datos del problema y la manera en que se mida dicha calidad, pudiendo existir
incluso estructuraciones que sélo representen ruido para el consenso. Por tanto la utilizacion de
indices de validacion para obtener informacion del cumplimiento de diferentes propiedades en
las estructuraciones permite hacer una combinacion mas eficaz, en la cual tengan mayor
participacion las estructuraciones que fueron mejor evaluadas. En este sentido hay muy pocos
trabajos en la actualidad, la gran mayoria combina las diferentes estructuraciones
independientemente de la validez que éstas puedan tener, obteniéndose mecanismos de
combinacion muy sensibles al fallo cuando existen estructuraciones muy ruidosas en la
combinacion.

Por otra parte, entre las distintas definiciones de funcién de consenso, las basadas en la
busqueda de la particibn media, son las que han sido fundamentadas tedricamente de manera
mas rigurosa. Sin embargo, en la mayoria de las heuristicas propuestas para darle solucion al
problema, no queda claro como es que estas heuristicas se acercan a la solucion del problema
tedrico, mas bien son algoritmos que generan una estructuracion a partir de un conjunto de
estructuraciones, siguiendo un criterio que de alguna manera combina la informacién en las
mismas.

Otro tema que ha sido poco tratado, es la influencia que puede tener en los resultados de la
combinacion la naturaleza de los datos. Como puede influir que estos sean numéricos, nominales
0 mezclados, qué tratamiento se le puede dar a la ausencia de informacién.

Ademas, hasta la actualidad la gran mayoria de los métodos de combinacion propuestos son
disefiados para la combinacion de particiones, y casi la totalidad para particiones duras,
existiendo aun muy pocos trabajos para particiones difusas. No se han desarrollado mecanismos
de combinacidn para algoritmos de clasificacion no supervisada que den como resultado una
estructuracion que sea un cubrimiento del conjunto de objetos (ya sean cubrimientos duros o
difusos).

Por tanto podemos concluir que este es un tema nuevo, que ha ganado mucho auge en los
altimos afios, el cual puede ser de gran ayuda en la solucion de problemas de clasificacion no
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supervisada, para el cual no sélo es necesario desarrollar nuevos algoritmos mas eficaces y
eficientes, sino también formalizar conceptos basicos como el de funcion de consenso y lo que
se espera de ésta, proporcionando métodos de comparacion realmente efectivos, que puedan
determinar cudndo es preferible utilizar un modelo de combinacion u otro.

A la busqueda de un nuevo esquema de combinacion de resultados de clasificadores no
supervisados en el cual se le dé una solucion efectiva a las probleméaticas anteriormente
planteadas dedicaremos nuestros esfuerzos futuros.
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