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Resumen: El presente trabajo es un estudio de los principales métodos para obtener una
jerarquía de particiones cuando la función de semejanza entre los objetos es no simétrica. Los
dos primeros epígrafes son introductorios y exponen los conceptos y definiciones principales
de la materia. El estado del arte de los algoritmos que obtienen una jerarquía de particiones,
asumiendo que la función de semejanza es no simétrica, es descrito en el tercer epígrafe.
Primero se presentan los enfoques que simetrizan la función de similitud, señalando cada
caso los principales aspectos a tener en cuenta para su aplicación. Posteriormente se analizan
los algoritmos que trabajan directamente con la función no simétrica. En el cuarto epígrafe
se muestran resultados experimentales de los principales algoritmos. Finalmente se ofrecen
las conclusiones del trabajo, y posibles líneas de investigación futura.

Palabras clave: agrupamiento jerárquico, particiones, similitud no simétrica, simetrización

Abstract: This work is a study of the main methods for obtaining a hierarchy of partitions
when the function of similarity between objects is not symmetric. The first two sections
are introductory and presents the concepts and definitions in this field. The state of the
art algorithms that derive a hierarchy of partitions, assuming the similarity function is not
symmetrical, is described in the third section. It first presents the approaches that symmetrize
the similarity function, pointing out in each case the main issues to consider for its application.
Later, the algorithms that work directly with the non symmetric similarity function are
analyzed. The experimental results of the main algorithms are shown in the fourth section.
Last section concludes the work and mention authoress’s future research.
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1. Introducción

Con el desarrollo de la humanidad aumenta la cantidad de información que es generada
cada día. Organizar y extraer la información útil, resulta vital en muchas disciplinas. Por
esto, herramientas que brindan una organización en clases o grupos, donde elementos de
una misma clase se parecen más que elementos de clases distintas, permitiendo descubrir
relaciones ocultas entre los objetos, ganan mayor importancia. Muchas de estas herramien-
tas nos ofrecen esta organización con diferentes niveles de abstracción, es decir, cada nivel
nos brinda una visión más específica o más general de la información que los otros, lo que
permite relacionar de forma jerárquica estas clases obtenidas y facilita el análisis desde
varios puntos de vista.
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Los algoritmos que obtienen este tipo de estructuración, se pueden dividir en dos clases,
algoritmos de agrupamiento jerárquico y algoritmos de particiones anidadas. Ambos tipos de
algoritmo producen una secuencia de estructuraciones, donde cada nivel de esta secuencia es
más fino(vista más específica) o más grueso(vista más general) que los niveles anteriores.
En la literatura es común no distinguir los algoritmos jerárquicos de los algoritmos de
particiones anidadas, pero existen diferencias significativas a la hora de obtener la secuencia
de estructuraciones que provocan esta distinción. Los jerárquicos generan cada nivel basados
en un criterio de agrupamiento(propiedad), que define las relaciones que existen entre los
elementos de cada clase, así como el tipo de estructuración. Cada nivel de la jerarquía
se obtiene utilizando el mismo criterio de agrupamiento, y por lo general para obtener
un nivel individual, es necesario hallar todos los anteriores. Así mismo, en cada nivel se
obtiene el mismo tipo de estructuración, por lo general una partición, donde los objetos
pueden pertenecer a una sola clase. Single-Link, Complete-Link, Average-Link, algoritmo
de Ward, son ejemplos de los algoritmos de agrupamiento jerárquico más utilizados. Por su
parte, los algoritmos de particiones anidadas siempre generan particiones, pueden aplicar
más de un criterio de agrupamiento para obtener la secuencia y cada nivel se puede obtener
de forma independiente. Nested Partition Method es un ejemplo de este tipo de algoritmo.

Estos algoritmos han encontrado aplicación en muchas áreas de la ciencia. En la biología
se han utilizado para el estudio de taxonomías [1] y el estudio del genoma humano [2][3].
También se han aplicado en problemas de optimización, con la idea de acelerar la búsqueda
del óptimo en aquellas regiones con mayores opciones de contener éste [4]. Además, encon-
tramos uso de estos métodos en ramas muy diversas como las geo-ciencias [5], resúmenes
de vídeos [6][7], y reconocimiento de voz [8]. Otras de las aplicaciones donde se han utiliza-
do son el conteo de personas en imágenes de vídeo [9], segmentación de imágenes [10][11],
selección de variables [12] y en problemas de regionalización [13].

Un punto esencial en el desarrollo de algoritmos de agrupamiento, es el concepto de
semejanza (similitud) entre dos objetos, pues los criterios de agrupamiento se basan en esta
semejanza para formar las clases. Generalmente, esta semejanza es calculada a través de
una función, que calcula el grado de similitud entre dos objetos. En la mayoría de los casos
esta función es simétrica, no obstante, desde los años 70 en el campo de psicología, varios
investigadores crearon modelos que establecían que las funciones de semejanza podían ser
no simétricas [14][15]. Los juicios de semejanza son extensiones de declaraciones del tipo
“i es como j”, las cuáles son direccionales y por lo general no iguales al inverso “j es
como i” [14]. La no simetría se justifica por la importancia que tienen las características
más distintivas y las más prominentes, ya que los humanos tienden a seleccionar dichas
características para realizar las generalizaciones o particularizaciones. Por ejemplo, es más
común decir el retrato se parece a la persona que la persona se parece al retrato, así como
la expresión el hijo se parece al padre es más aceptada que el opuesto [16]. Las funciones de
similitud no simétricas se han desarrollado en varios campos como la geo-semántica [17], el
procesamiento de vídeos [18][19], la minería de datos [20][21], recuperación de texturas [22],
química [23], análisis de secuencias de datos biológicos [24].

En la literatura encontramos muchas definiciones de semejanza, sin llegarse a un con-
senso por los autores sobre qué es una función de semejanza. Muchas de estas definiciones
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incluyen restricciones como la simetría, que como vimos es violada frecuentemente. Un es-
fuerzo por brindar una definición general de función de semejanza, lo encontramos en [25].

Abordaremos en el presente trabajo los principales enfoques para obtener una jerarquía
de particiones, cuando la función de semejanza es no simétrica. Para atacar este problema
hay dos enfoques principales reportados en la literatura. El primero de éstos consiste en
simetrizar, es decir obtener una función simétrica a partir de la original, siendo los pro-
cedimientos más usados el mínimo, el máximo y la media. La idea consiste en aplicar un
algoritmo de agrupamiento jerárquico para funciones de similitud simétricas, utilizando esta
nueva función simétrica.

En el segundo enfoque se trabaja directamente con la función no simétrica. Los algo-
ritmos de este tipo representan la semejanza a través de un grafo dirigido, que permite
modelar la dirección de la semejanza de forma natural, y todo el trabajo se realiza a partir
de este grafo.

De estos dos enfoques el más utilizado es el primero. Esto se debe fundamentalmente
a la existencia en la literatura de una gran variedad de algoritmos para el caso simétri-
co [26][27][28]. No obstante, debemos responder algunas preguntas antes de aplicar el en-
foque de simetrización. ¿Qué función de simetrización es la que mejor se ajusta al algoritmo
de agrupamiento que queremos usar? Para algoritmos basados en propiedades simples co-
mo máxima similitud o mínima similitud, tales como Single-Link o el Complete-Link, la
respuesta pudiera ser simple, en otros casos no tanto. Otro punto es que al simetrizar
obtenemos un valor del grado de semejanza entre A y B, lo que elimina la dirección y la
posibilidad de establecer un referente en la comparación, en otras palabras representamos
dos valores con uno. ¿Es admisible que el algoritmo de agrupamiento que se aplique, no
haga uso de toda la información que aportaba la función no simétrica? Por último, la si-
metrización no sólo provoca esta pérdida de información, también provoca un cambio en la
similitud entre dos objetos. Por ejemplo sea la S función de similitud no simétrica original,
S∗ la obtenida al simetrizar, y sean A y B tales que S(A,B) ̸= S(B,A), entonces se cumple
una de dos:
1. S∗(A,B) < S(A,B)∨ S∗(A,B) < S(B,A), se disminuye la semejanza real en al menos

un sentido.
2. S∗(A,B) > S(A,B) ∨ S∗(A,B) > S(B,A), se aumenta la semejanza real en al menos

un sentido.
lo que nos lleva a preguntarnos lo siguiente: ¿Qué implicaciones tiene este cambio en el
algoritmo de agrupamiento? ¿Es admisible?

Los algoritmos del segundo enfoque han sido menos explorados. En los últimos años
han aparecido varios trabajos reportados en la literatura [20][29]. Teniendo en cuenta las
dificultades que presenta la simetrización y los positivos resultados obtenidos recientemente
en el segundo enfoque, creemos que en un futuro este enfoque debe predominar.

El presente trabajo está organizado en cuatro epígrafes. En el segundo epígrafe expon-
dremos cómo se representan los objetos, definimos los conceptos de función de semejanza,
simétrica, asimétrica, y no simétrica, y por último veremos los conceptos de partición, je-
rarquía de particiones. El estado del arte de los algoritmos que obtienen una jerarquía de
particiones, asumiendo que la función de semejanza es no simétrica, es descrito en el tercer
epígrafe. En el cuarto se muestran resultados experimentales de los principales algoritmos.
Finalmente se ofrecen las conclusiones del trabajo, y posibles líneas de investigación futura.
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2. Conceptos y definiciones

2.1. Representación de los objetos

En este trabajo consideramos que los objetos bajo estudio pertenecen a un Universo U (ej.
el universo de todas las noticias publicadas por la AFP en el año 2008, el universo de todos
los animales, etc.). Generalmente estos objetos son entidades o conceptos que los humanos
creamos, vemos o entendemos (ej. un documento, un tipo de suelo, una enfermedad, o una
imagen).

Cuando los especialistas se enfrentan a un problema de reconocimiento de patrones,
realizan una modelación matemática del mismo, de la cual se obtiene una representación
de los objetos bajo estudio. Existen dos formas fundamentales de hacer esto, la primera,
basada en teoría de gramáticas formales, cada objeto es representado como una secuencia de
símbolos de un cierto alfabeto, y es típica del enfoque sintáctico-estructural. En la segunda,
que será la que asumiremos en este trabajo, se describen los objetos a partir de un conjunto
de variables (rasgos, características) no necesariamente numéricas, y es la utilizada en el
enfoque estadístico y en el lógico-combinatorio.

En muchos casos todos los rasgos toman valores reales, y se pueden ver como puntos en
Rm (siendo R el conjunto de los números reales), lo que permite utilizar la gran variedad
de herramientas matemáticas definidas sobre espacios reales. En otras ocasiones todas las
variables son nominales, y en ocasiones la modelación matemática nos lleva a tener rasgos
numéricos y no numéricos juntos, lo que nos obliga a quedarnos con un simple producto
cartesiano del que no podemos asumir ninguna estructura interna.
Definición 2.1. Entendemos por una representación de un objeto o ∈ U al m-uplo I(o) =
(r1(o), r2(o), . . . , rm(o)), donde cada ri representa un rasgo, ri : U → Ri, Ri es el conjunto
de valores admisibles de la variable ri y ri(o) representa el valor que toma la variable ri en
el objeto o. De esta forma una representación de un objeto o es un elemento del producto
cartesiano E = R1 ×R2 × . . .×Rm.

Obsérvese que dos objetos pueden compartir la misma representación en un espacio de
representación determinado, y un objeto puede tener varias representaciones en espacios
diferentes. En vistas a simplificar la notación generalmente denotamos I(o) como o.

Como dijimos anteriormente, asumimos que los conjuntos de valores admisibles Ri

pueden ser numéricos y no numéricos. Además, suponemos que en Ri puede existir el
símbolo ∗, que denota ausencia de información, es decir, la descripción de un objeto puede
estar incompleta, en el sentido que al menos existe una variable para la cual no se conoce
el valor que ella toma en este objeto.

Todos los algoritmos son concebidos sobre el espacio de representaciones. A partir de
aquí asumiremos que Ω ⊆ E es el conjunto de representaciones de objetos (patrones) de
interés.

2.2. Funciones de semejanza

Una vez que se tienen representados los objetos, debe ser definida la manera en que se va a
medir la semejanza o parecido de cada uno de ellos con el resto. Usualmente esta semejanza
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se calcula por medio de una función (medida) de distancia. Una medida de distancia como
la Euclidiana puede utilizarse para reflejar disimilitud entre dos patrones, mientras que las
medidas de similitud caracterizan la semejanza conceptual entre patrones[26].
Definición 2.2. Sea Ω una muestra de objetos, R = {r1, r2, . . . , rm} conjunto de rasgos que
describen los elementos de Ω, L un conjunto totalmente ordenado con un elemento mínimo
m y un elemento máximo M . Decimos que una función Γ : Ω× Ω → L es una función de
similitud (semejanza) ssi Γ satisface las siguientes propiedades:

1. ∀oi ∈ Ω, Γ(oi, oi) = M .
2. ∀T = {ri1 , ri2 , . . . , rip}, T ⊂ R, T ̸= ∅, ΩT = Ri1 × Ri2 × . . . × Rip se cumple que:

Γ : ΩT × ΩT → L es una función de similitud.

Además si:

∀oi, oq ∈ Ω, Γ(oi, oq) = Γ(oq, oi) se dice que Γ es una función de similitud simétrica.
∃oi, oq ∈ Ω : Γ(oi, oq) ̸= Γ(oq, oi) se dice que Γ es una función de similitud no simétrica.
∀oi, oq ∈ Ω, Γ(oi, oq) ̸= Γ(oq, oi) se dice que Γ es una función de similitud asimétrica.

Una función de disimilitud es el opuesto de una función de similitud. Por lo tanto, una
distancia es un caso particular de disimilitud[25]. La función de similitud debe escogerse
tras un cuidadoso análisis en la modelación matemática del problema, y debe estar en
correspondencia con la representación utilizada. No podemos utilizar la distancia Eucli-
diana cuando los datos son nominales, y en muchos trabajos se ha visto la ineficacia de
codificar los datos con miras a utilizar algunas herramientas matemáticas. Por ejemplo, si
tenemos el rasgo temperatura ={normal, fiebre_leve,fiebre_alta} y lo codificamos normal
= 1, fiebre_leve = 2, fiebre_alta = 3, que médico aceptaría que normal + fiebre_leve =
fiebre_alta (ni siquiera está claro que esta suma tenga sentido).

2.2.1. Ejemplos de funciones de semejanza no simétricas

La función de semejanza MDSM1 es un ejemplo de medida no simétrica que podemos en-
contrar en el campo de la geo-semántica [17]. Aquí los objetos están descritos por tres
rasgos: partes, funciones, atributos, todos de tipo conjunto. La función de similitud glo-
bal Γ es la suma pesada de las similitudes por partes (Γp), funciones(Γf ) y atributos(Γa)
respectivamente.

Γ(oi, oq) = wpΓp(oi, oq) + wfΓf (oi, oq) + waΓa(oi, oq) (1)

Para cada rasgo t ∈ {p, f, a} se utiliza la función Γt(oi, oq) (Ecuación 2), basada en
el modelo de coincidencias por características de Tversky [14]. En Γt(oi, oq), Ti es el valor
que toma el rasgo t en oi (t(oi)), α(oi, oq) es una función simétrica que toma valores en el
intervalo [0, 0,5] y calcula la importancia de las características distintivas de dos objetos,
tomando en cuenta que las diferencias tienen una menor importancia en una evaluación de
la semejanza. Γt(oi, oq) ̸= Γt(oq, oi) ⇐⇒ α(oi, oq) ̸= 0,5.

Γt(oi, oq) =
|Ti ∩ Tq|

|Ti ∩ Tq|+ α(oi, oq)|Ti \ Tq|+ (1− α(oi, oq))|Tq \ Ti|
(2)

1 MDSM:Matching-Distance Similarity Measure
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En el área del procesamiento de vídeo encontramos una función de disimilitud no simétri-
ca cuyo objetivo es calcular la disimilitud entre dos objetos (de arbitraria forma) en secuen-
cias de vídeos[18]. Cada objeto se representa como una colección de V OPs2, un V OP , por
cada imagen de la secuencia. Un V OP es un vector de rasgos numéricos, que describe la
forma y la textura del objeto en un instante particular de la secuencia de vídeo.

d(oi, oj) =
1

N

∑
v∈Vi

arg mı́n
x

{d(v, vj) / vj ∈ Vj}

donde N es el tamaño de la secuencia de vídeo, Vt es el conjunto de V OP de un objeto ot
y d representa la distancia euclidiana. Otras medidas no simétricas en la misma área las
podemos encontrar en [6][19].

La minería de datos es otro campo donde se han aplicado las funciones no simétricas.
En [30] encontramos la definición de dos funciones para medir la (di)similitud de dos pa-
labras. La primera se denomina Similitud Lógica Difusa3 (3), utilizada en recuperación de
información [31], y la segunda es la medida probabilística Divergencia de Kullback-Leibler4

(4).
Similitud Lógica Difusa:

sij =
|L1i ∩ L1j |

|L1i |
(3)

donde L1t es el conjunto de los documentos indexados por la palabra t. En [32] se dice que
esta medida puede ser interpretada como el grado con el que el tema i es un subconjunto
del tema j.

Divergencia de Kullback-Leibler:

dij =
∑
t∈W

p(t|i) log
(
p(t|i)
p(t|j)

)
(4)

donde W es el conjunto de todas las palabras bajo estudio y p(a|b) representa la probabi-
lidad de que la palabra a aparezca junto a la palabra b. dij obtiene valores pequeños si las
palabras que aparecen junto a la palabra i, también aparecen junto a la palabra j.

La minería de datos es quizas donde más ejemplos de este tipo de funciones exis-
ten [20][21]. En muchas otras áreas se han aplicado las funciones de (di)similitud no
simétricas. Algunas aplicaciones las podemos encontrar en recuperación de texturas [22],
química[23], análisis de secuencias de datos biológicos [24].

2.3. Jerarquía de particiones

Como dijimos en la introducción existen dos formas de obtener una secuencia de estruc-
turaciones, a través de un algoritmo jerárquico o utilizando un algoritmo de particiones
anidadas. La diferencia entre estos métodos está en que los jerárquicos aplican un único
2 Video Object Plane
3 Fuzzy Logic Similarity
4 Kullback Leibler Divergence
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criterio de agrupamiento, y por lo general para obtener un nivel de la secuencia es necesario
obtener todos los niveles anteriores. Los algoritmos de particiones anidadas pueden emplear
más de un criterio de agrupamiento y cada nivel de la jerarquía se obtiene de forma inde-
pendiente. En este trabajo estamos interesados en los métodos jerárquicos y este epígrafe
introduce las definiciones y conceptos más relevantes.
Definición 2.3. Sea el conjunto Ω, una partición, Φ, de Ω, divide Ω en los subconjuntos
{C1, C2, . . . , Ck} tal que:

Ci ∩ Cq = ∅ i, q = 1, k, i ̸= q

C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Ck = Ω [28]

Definición 2.4. Una partición Φ está anidada en la partición Ψ si cada elemento de Φ es
un subconjunto de un elemento de Ψ.
Definición 2.5. Una jerarquía de particiones anidadas sobre el conjunto Ω es una secuencia
finita de particiones P1, P2, . . . , Pn sobre Ω tal que cada partición Pi+1 está anidada en Pi.

Un algoritmo de agrupamiento jerárquico es un algoritmo que construye una secuencia
de particiones anidadas sobre el conjunto Ω. Los algoritmos de agrupamiento jerárquico se
dividen en aglomerativos y divisivos. Un algoritmo aglomerativo empieza ubicando los n
(n = |Ω|) objetos en n grupos unitarios. Luego el criterio de agrupamiento indica la forma
en que se utiliza la función de (di)similitud para mezclar dos o más de estos grupos triviales,
anidando la partición trivial en una segunda partición. Este proceso se repite para formar
una secuencia de particiones anidadas, donde el número de grupos disminuye a medida que
aumenta la secuencia, hasta quedar una partición con un solo grupo que contiene todos los
elementos. Un algoritmo divisivo realiza el proceso inverso[28].

Cuando nos enfrentamos a un problema de agrupamiento jerárquico, partimos del hecho
que no existe un algoritmo capaz de lidiar con la gran diversidad de estructuras presentes en
las bases de datos multidimensionales [26]. Por lo que necesitamos escoger el algoritmo que
mejor se adecue a nuestro problema particular. Existe una basta literatura al respecto cuan-
do la función de semejanza es simétrica [27][26][28]. Sin embargo, para el caso no simétrico,
esto no ha sido tratado en la literatura. Esto motiva en muchos casos a que en presencia de
una función de similitud no simétrica, se aplique algún tipo de simetrización para obtener
una simétrica y poder utilizar entonces, un algoritmo para funciones simétricas.

Tabla 1. Todos los posibles casos que ocurren al simetrizar, cuando Γiq < Γqi. L = [0, 1]

Caso Relación entre S y Γ Descripción + Ejemplo
1 (Siq < Γiq) ∧ (Siq < Γqi) Se disminuye la semejanza original tanto

de oi a oq como de oq a oi. ej. Siq =
Prom(Γiq,Γqi)

.Min(Γiq,Γqi)

2 (Siq = Γiq) ∧ (Siq < Γqi) Se disminuye la semejanza original de oq a
oi. ej. Siq = Min(Γiq,Γqi)

3 (Siq > Γiq) ∧ (Siq < Γqi) Se aumenta la semejanza original de oi a
oq y se disminuye la semejanza original de
oq a oi. ej. Siq = Prom(Γiq,Γqi)

4 (Siq > Γiq) ∧ (Siq = Γqi) Se aumenta la semejanza original de oi a
oq. ej. Siq = Max(Γiq,Γqi)

5 (Siq > Γiq) ∧ (Siq > Γqi) Se aumenta la semejanza original tanto de
oi a oq como de oq a oi. ej. Siq = Γiq +Γqi
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Las principales consideraciones a tener en cuenta al simetrizar, es la pérdida de infor-
mación y el falseo de la similitud. La pérdida de información viene dada por el hecho que,
con la función original se puede establecer una dirección y un referente en la comparación,
lo que permite establecer una diferencia entre la similitud “de oi a oq” y la similitud “de oq a
oi”. Con la función simétrica obtenemos valor de la similitud “entre oi y oq”, lo que elimina
la posibilidad de establecer una dirección y por consiguiente un referente, imposibilitando
la diferenciación entre la similitud “de oi a oq” y la similitud en el sentido opuesto. Por
otro lado, al tener que utilizar un sólo valor para expresar la similitud en ambos sentidos,
necesariamente se falsea (se obtiene un valor diferente a la similitud original) la similitud
en al menos un sentido.

Tabla 2. Ejemplo de matriz de similitud no simétrica

objetos o1 o2 o3 o4
o1 1 0.71 0.62 0.4
o2 0.33 1 0.35 0.44
o3 0.43 0.18 1 0.59
o4 0.4 0.44 0.6 1

 0.71 

 0.62 

 0.4 

 0.33 
 0.35 

 0.44  0.43 

 0.18 

 0.59 

 0.4 

 0.44 

 0.6 

O1

O2

O3

O4

Fig. 1. Grafo dirigido formado a partir de las similitudes en la tabla 2

En la tabla 1 se muestran las posibles modificaciones, con respecto a la semejanza,
que ocurren al simetrizar, para cada par de objetos oi, oq, cuando Γiq < Γqi. En todos los
ejemplos se asume como L al intervalo cerrado [0, 1], además para simplificar la notación, de
aquí en adelante utilizaremos Γiq en vez de Γ(oi, oq). En la tabla 2 se muestra una pequeña
matriz no simétrica, que representa la similitud de 4 objetos. La figura 1 muestra esta matriz
representada en un grafo dirigido. A su vez las figuras 2, 3 y 4 muestran los grafos que se
forman al simterizar utilizando máximo, mínimo y promedio respectivamente y la jerarquía
obtenida al aplicar el algoritmo Single-Link en cada caso. Cuando analizamos este pequeño
ejemplo, se puede observar que ninguna jerarquía es igual. Esto muestra que Single-link
hace una interpretación diferente de la similitud, para cada simetrización. Buscar cuál es la
mejor simetrización para un algoritmo determinado, depende del problema particular que se
quiera resolver. Por ejemplo, si para nuestro problema son más relevantes las características
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comunes de los objetos, entonces para un algoritmo como Single-Link, que está basado
en máximas similitudes, parece más adecuado con la esencia del problema simetrizar vía
máximo. Si por el contrario buscamos separar los objetos más disimilares, parece el mínimo
el más adecuado. Pero cuando queremos algo más complejo, no parece que exista una
simetrización más adecuada, véase en el ejemplo, que la partición {{o1, o2}, {o3, o4}} nunca
es obtenida, y sin embargo ambos grupos parecen tener importancia, pues son los grupos
que primero se forman en las jerarquías de las figuras 2, 3 y 4 ({o1, o2} para máximo,
{o3, o4} para los otros casos).

 0.71 

 0.62 

 0.4 

 0.35 

 0.44 

 0.6 

O1

O2

O3

O4

(a) Grafo (b) Jerarquía

Fig. 2. Grafo que se forma al simetrizar con máximo, y jerarquía obtenida con Single-Link

 0.33 

 0.43 

 0.4 

 0.18 

 0.44 

 0.59 

O1

O2

O3

O4

(a) Grafo (b) Jerarquía

Fig. 3. Grafo que se forma al simetrizar con mínimo, y jerarquía obtenida con Single-Link

Las implicaciones de la pérdida y falseo de información a la hora de agrupar, dependen
del problema en particular con el que se esté tratando. Sería una tarea monumental realizar
un estudio exhaustivo al respecto, que abarque cada algoritmo de agrupamiento jerárquico
para funciones de semejanza simétricas, reportado en la literatura. Cuando con simples
simetrizaciones no podemos obtener resultados satisfactorios, la opción más recomendable
sería aplicar un algoritmo que trabaje directamente con la función no simétrica. Buscar
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un método de simetrización más complejo, puede tener igual o mayor complejidad que la
opción anterior, con lo que se pierde la única ventaja que puede tener simetrizar, que es
exactamente facilitar el trabajo.

 0.52 

 0.525 

 0.4 

 0.265 

 0.44 

 0.595 

O1

O2

O3

O4

(a) Grafo (b) Jerarquía

Fig. 4. Grafo que se forma al simetrizar con promedio, y jerarquía obtenida con Single-Link

3. Métodos que obtienen una jerarquía de particiones, cuando la
función de semejanza es no simétrica

En este epígrafe mostramos los principales algoritmos desarrollados para obtener una jerar-
quía de particiones, a partir de un conjunto de objetos, teniendo en cuenta que la función
de (di)similitud entre estos objetos es no simétrica. Al final de cada algoritmo exponemos
nuestras consideraciones del mismo, así como su costo computacional.

3.1. MIN y MAX. Extensiones de Hubert

El primer intento de atacar el problema de obtener una jerarquía de particiones, teniendo
en cuenta el caso de la no simetría de la función de (di)similitud entre dos objetos, fue en
el trabajo de Hubert [33]. Hubert propone en su trabajo una extensión a los algoritmos
jerárquicos para el caso simétrico presentados por Johnson en [34].

Los algoritmos de Johnson trabajan con una función de disimilitud d : Ω2 → R, de la
cual asumen las siguientes propiedades:

d(oi, oj) ≥ 0, positividad
d(oi, oj) = 0 ⇔ oi = oj , nulidad
d(oi, oj) = d(oj , oi), simetría.

Estos algoritmos construyen la jerarquía de forma aglomerativa. Como se explicó en el
capítulo anterior los algoritmos aglomerativos comienzan colocando a cada objeto como un
grupo unitario, y a partir de ahí en cada paso se busca el par de grupos menos disimilar5

5 Cuando tratamos con una función de disimilitud buscamos el valor mínimo y cuando tratamos con una
función de similitud buscamos el máximo valor.
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utilizando una función de disimilitud entre grupos (criterio de agrupamiento). Estos grupos
se mezclan formando un nuevo grupo, el proceso termina cuando todos los objetos están
en el mismo grupo.

Los algoritmos de Johnson, denominados MIN y MAX, fueron concebidos para tratar el
caso simétrico y se diferencian en la forma de definir la función de disimilitud entre grupos:

MIN DMIN (Cp, Cq) = mı́noi∈Cp

oj∈Cq

{d(oi, oj)}

MAX DMAX(Cp, Cq) = máxoi∈Cp

oj∈Cq

{d(oi, oj)}

siendo d la función de disimilitud comentada arriba.

Algoritmo 1 MIN
Entrada: Ω conjunto de objetos, d función de disimilitud.
1. Por cada objeto crear un grupo unitario.
2. mientras todos los objetos no estén en un mismo grupo. hacer
3. Buscar el par de grupos Cp, Cq donde alcanza el mínimo DMIN (Ci, Cj).
4. Mezclar los grupos Cp y Cq en un solo grupo.
5. fin mientras

Algoritmo 2 MAX
Entrada: Ω conjunto de objetos, d función de disimilitud.
1. Por cada objeto crear un grupo unitario.
2. mientras todos los objetos no estén en un mismo grupo. hacer
3. Buscar el par de grupos Cp, Cq donde alcanza el mínimo DMAX(Ci, Cj).
4. Mezclar los grupos Cp y Cq en un solo grupo.
5. fin mientras

Hubert propone una vía bastante intuitiva para tratar el caso de la no simetría, sim-
plemente simetrizar. En el caso del algoritmo MIN, (ver Alg. 1), plantea reemplazar la
función DMIN por:

D
′
MIN (Cp, Cq) = mı́n

oi∈Cp

oj∈Cq

{mı́n{d(oi, oj), d(oj , oi)}}

y para el caso del algoritmo MAX, (ver Alg. 2), plantea reemplazar DMAX por una de las
dos variantes de abajo:

D
′
MAX(Cp, Cq) = máx

oi∈Cp

oj∈Cq

{máx{d(oi, oj), d(oj , oi)}}

D
′′
MAX(Cp, Cq) = máx

oi∈Cp

oj∈Cq

{mı́n{d(oi, oj), d(oj , oi)}}

Con estas extensiones el autor nos muestra la vía más sencilla para utilizar métodos que
fueron creados para funciones simétricas. Cómo se explicó en el capítulo anterior, simetrizar
trae consigo pérdida de información. Si esta pérdida de información es aceptable, depende
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del problema en cuestión. En particular al simetrizar con mínimo se pierde completamente
la información de un sentido. En el ejemplo que se muestra en la figura 5, el MIN sólo tiene
la información que se ve en la figura 5b, y por consiguiente agrupa primero o1 con o2. Si en
el problema en el que se trabaja, el par (o2, o3) es más similar que el par (o1, o2) (ej. porque
la centésima de diferencia entre los mínimos no es más importante que las 5 décimas de
diferencia entre los máximos, etc.), el MIN siempre fallará.

 0.2 

 0.42 

 0.72 

 0.22 

 0.64 

 0.21 
O1

O2

O3

(a) grafo dirigido

 0.2 

 0.42 

 0.21 O1

O2

O3

(b) grafo no dirigido

Fig. 5. Ejemplo de grafo dirigido formado a partir de las disimilitudes de 3 objetos, y el grafo no dirigido
que se forma al simetrizar con mínimo

Computacionalmente el hecho de que la función de disimilitud sea no simétrica, nos
añade un costo adicional, pues originalmente en los métodos presentados por Johnson era
necesario comparar los objetos en un sólo sentido, pero ahora necesitamos comparar cada
par de objetos en ambos sentidos.

3.2. Fórmula de actualización extendida

Lance y Williams propusieron una vía para generalizar el procedimiento de los algoritmos de
agrupamiento jerárquicos aglomerativos (AJA), para el caso simétrico [35]. Esta propuesta
fue extendida por Yadohisa [36], para incluir el caso cuando la función de (di)similitud es
no simétrica, y además establecer un esquema general para simetrizar. Ambas propuestas
fueron concebidas para trabajar con disimilitudes.

Los AJA crean en cada paso un nuevo grupo producto de la unión de los dos gru-
pos menos disimilares. La idea de Lance y Williams fue crear una fórmula general para
actualizar, en cada paso, la disimilitud entre este nuevo grupo y el resto de los grupos.

Con vistas a simplificar la notación, denotaremos la disimilitud entre dos grupos Ci

y Cj como Dij . Denotaremos Cij al grupo formado por la unión de los grupos Ci y Cj .
Además llamaremos ni a la cantidad de elementos del grupo Ci, es decir ni = |Ci|.
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Sea el grupo Cij , formado al mezclar los grupos Ci y Cj , Lance y Williams [35] definen
la función de disimilitud entre el grupo Cij y otro grupo Ck como:

D(ij)k = αiDik + αjDjk + βDij + γ|Dik −Djk|

donde αi, αj , β y γ son constantes ó funciones basadas en ni, nj ó nk, definidas por el
usuario. Esta fórmula abarca muchos algoritmos aglomerativos para funciones simétricas, en
el sentido de que, en dependencia de los parámetros escogidos, es posible definir muchos de
éstos. Algunos de los más usados, que pueden definirse a través de esta fórmula son: Single-
Link [26] (αi = αj = 1

2 , γ = −1
2 , β = 0), Average-Link [28] (αi =

ni
ni+nj

, αj =
nj

ni+nj
, γ =

β = 0), y el algoritmo de Ward [37] (αi =
ni+nk

ni+nj+nk
, αj =

nj+nk

ni+nj+nk
, β = −nk

ni+nj+nk
, γ = 0).

Algoritmo 3 Esquema de Lance y Williams
Entrada: Ω conjunto de objetos, d función de disimilitud, αi, αj , β, γ.
1. Por cada objeto crear un grupo unitario.
2. Calcular las disimilitudes entre cada par de estos grupos unitarios, basándose en d.
3. mientras todos los objetos no estén en un mismo grupo hacer
4. Obtener el par de grupos Ci, Cj menos disimilares.
5. Hacer Cij = Ci ∪ Cj

6. Actualizar la disimilitud D(ij)k, teniendo en cuenta los parámetros αi, αj , β, γ.
7. fin mientras

La extensión de Yadohisa[36] para calcular la disimilitud de Cij a Ck en vista de la no
simetría es:

D(ij)k = α
′
if

′
(Dik, Dki) + α

′
jf

′
(Djk, Dkj) + β

′
g
′
(Dij , Dij)+

γ
′ |f ′

(Dik, Dki)− f
′
(Djk, Dkj)|

En el otro sentido, la disimilitud de Ck a Cij es:

Dk(ij) = α
′′
i f

′′
(Dik, Dki) + α

′′
j f

′′
(Djk, Dkj) + β

′′
g
′′
(Dij , Dij)+

γ
′′ |f ′′

(Dik, Dki)− f
′′
(Djk, Dkj)|

y como en el caso simétrico α
′
i, α

′
j , α

′′
i , α

′′
j , β

′ , β′′ , son constantes o funciones basadas en
ni, nj o nk, y f

′ , f ′′ , g′ , g′′ son funciones definidas por el usuario.
La propuesta de Yadohisa es cambiar en cada lugar que aparece d(oi, oj) en la fórmula

de Williams por una función de las dos disimilitudes d(oi, oj) y d(oj , oi) (ej. f
′
(x, y) =

x, g
′
= max(x, y)), que sea la encargada de manejar la no simetría. Obsérvese que si se

escogen f
′
= f

′′ y g
′
= g

′′ , ambas funciones simétricas (ej. máximo, mínimo, promedio),
no es necesario actualizar la disimilitud en ambos sentidos.

Este algoritmo (ver alg. 4) generaliza el procedimiento de todos los algoritmos que
abarca el algoritmo de Williams, para el trabajo con funciones no simétricas, mediante
una correcta selección de parámetros. Así mismo, las propuestas de Hubert son un caso
particular de esta de Yadohisa. Por ejemplo D

′
MAX se puede definir con los parámetros

αi = αj = 1
2 , γ = 1

2 , y f1 = f2 = g1 = g2 = máx. Este esquema propuesto por Yadohisa,
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permite mayor libertad a la hora de escoger la forma de simetrizar la función de disimilitud
original. La función de disimilitud entre grupos resultante Dpq, puede ser no simétrica, no
obstante, como en cada paso se busca el mínimo de todas las disimilitudes entre los grupos,
implícitamente sólo se toma en cuenta el mínimo en entre Dpq y Dqp.

Algoritmo 4 Esquema de Yadohisa
Entrada: Ω conjunto de objetos, d función de disimilitud, α

′
i, α

′
j , α

′′
i , α

′′
j , β

′
, β

′′
, f

′
, f

′′
, g

′
, g

′′
.

1. Por cada objeto crear un grupo unitario.
2. Calcular las disimilitudes entre cada par de estos grupos unitarios, en ambos sentidos, basándose en d.
3. mientras todos los objetos no estén en un mismo grupo hacer
4. Obtener el par de grupos Ci, Cj donde Dpq alcanza el mínimo.
5. Hacer Cij = Ci ∪ Cj

6. Actualizar la disimilitud de Cij con el resto de los grupos, basándose en Dpq.
7. fin mientras

Para el esquema de Williams, las implementaciones más eficientes reportadas en la lite-
ratura, tienen un orden en el rango [O(n2), O(n3)] [38][39]. El mejor tiempo reportado, es
en un algoritmo de Day y Edelsbrunner [38] donde se obtiene un orden de O(n2 logn). En
este trabajo los autores hacen uso intensivo de la estructura de datos, cola con prioridad,
para guardar los vecinos más cercanos de cada grupo, y acelerar, en cada paso, la actua-
lización de la disimilitud del nuevo grupo que se crea con el resto. Esta implementación
es fácilmente adaptable al esquema de Yadohisa6, pues la simetría sólo se utiliza para no
calcular en ambos sentidos la disimilitud. Precisamente este cálculo de la disimilitud en
ambos sentidos, sería el cómputo extra en una adaptación de la implementación de Day y
Edelsbrunner para el esquema de Yadohisa.

3.3. Esquema general para algoritmos de Agrupamiento Jerárquico
Aglomerativos Asimétricos (AJAA)

Otra extensión a la fórmula de Lance y Williams, pero manteniéndose en los AJA que
trabajan con funciones de disimilitud simétricas, fue propuesta por Jambu [40]. Lo nuevo
que propone Jambu es incorporar en la fórmula de actualización de la disimilitud entre Cij

y Ck, la denominada distancia de combinación de Ci, Cj y Ck (ver abajo).

Definición 3.1. La distancia de combinación de un grupo Cp, denotada por hp, se define
como:

1. Si np = 1, entonces hp = 0

2. Si np > 1, entonces Cp fue formado al unir los grupos Cu y Cv, entonces hp = D(Cu, Cv)

La distancia de combinación de Cp, nos da una medida de cuán disimilares son los
elementos de Cp, y los algoritmos que la usan como Suma de Cuadrados7 [40] y Algoritmo
de la Disimilitud media8 [41], buscan darle peso a este factor [42].

6 Asumiendo que cada función definida por el usuario (f1, g1) sea de orden constante
7 Sum of Squares
8 Mean Dissimilarity Algorithm
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Sea el grupo Cij , formado al mezclar los grupos Ci y Cj , Jambu define la función de
disimilitud entre el grupo Cij y otro grupo Ck como:

D(ij)k = αiDik + αjDjk + βDij + γ|Dik −Djk|+ δihi + δjhj + εhk

donde al igual que en la de Lance y Williams αi, αj , β, γ, δi, δj , y ε son constantes ó
funciones basadas en ni, nj ó nk, definidas por el usuario. El aporte de Jambu, es que logra
generalizar el procedimiento de los algoritmos basados en la distancia de combinación, y los
AJA definidos por Lance y Williams, en un esquema único, ya que los primeros no podían
ser definidos a través del esquema de Lance y Williams.

En [43], Takeuchi propone una modificación del esquema de Jambu, para el trabajo con
funciones no simétricas. Al igual que en el esquema de Yadohisa actualiza la disimilitud en
ambos sentidos. La fórmula para actualizar la disimilitud entre el grupo Cij y otro grupo
Ck, teniendo en cuenta la no simetría y la distancia de combinación queda:

D(ij)k = α
′
if

′
(Dik, Dki) + α

′
jf

′
(Djk, Dkj) + β

′
g
′
(Dij , Dij)+

γ
′ |f ′

(Dik, Dki)− f
′
(Djk, Dkj)|+ δ

′
ihi + δ

′
jhj + ε

′
hk

En el otro sentido, la disimilitud de Ck a Cij es:

Dk(ij) = α
′′
i f

′′
(Dik, Dki) + α

′′
j f

′′
(Djk, Dkj) + β

′′
g
′′
(Dij , Dij)+

γ
′′ |f ′′

(Dik, Dki)− f
′′
(Djk, Dkj)|+ δ

′′
i hi + δ

′′
j hj + ε

′′
hk

Esta fórmula se denominó Fórmula de Actualización Asimétrica, AUF9 por sus siglas
en inglés. Similar a las anteriores α

′
i, α

′
j , α

′′
i , α

′′
j , β

′ , β′′ , γ′ , γ′′ , δ′
i, δ

′
j , ε

′ , δ′′
i , δ′′

j , ε′′ , son
constantes o funciones basadas en ni, nj o nk, y f

′ , g′ , f ′′ , g′′ son funciones definidas por
el usuario.

El esquema que propone Takeuchi está compuesto por dos fases principales. Primero
se seleccionan los grupos a mezclar, y posteriormente se actualiza la disimilitud entre este
nuevo grupo y el resto. En el esquema se incluye una función W , que es un criterio de
simetrización (ej. mín, máx, promedio). Teniendo calculada la disimilitud entre todos los
pares de grupos en ambos sentidos, Dij y Dji, se busca el par de grupos menos disimilares
basándose en W (Dij , Dji). Esto es más flexible que la propuesta de Yadohisa, donde el
criterio W siempre es el mínimo.

El objetivo de Takeuchi, es generalizar la simetrización en el procedimiento de los al-
goritmos jerárquicos aglomerativos, cuando la función de disimilitud es no simétrica. Esta
fórmula abarca más algoritmos que el de Yadohisa, al incluir la distancia de combinación.
Un ejemplo de esto último es el algoritmo Suma de Cuadrados [40], cuyos parámetros serían:
α

′
i = α

′′
i = ni

nij+nk
, α′

j = α
′′
j =

nj

nij+nk
, β′

= β
′′
=

nij

nij+nk
, γ′

= γ
′′
= 0, δ′

i = δ
′′
i = −ni

nij+nk
,

δ
′
j = δ

′′
j =

−nj

nij+nk
, ε′ = ε

′′
=

−nij

nij+nk
, f ′

(x, y) = x, f ′′
(x, y) = y, g′

(x, y) = g
′′
(x, y) = W ,

siendo W una función como máx, mı́n o promedio.
El ejemplo más sencillo de los algoritmos vistos anteriormente es el Single-Link, donde

α1
i = α2

i = α1
j = α2

j =
1
2 , γ

1 = γ2 = −1
2 , f1, f2, g1, g2 y W como en la suma de cuadrados,

todos los demás parámetros como 0. La definición de muchos algoritmos representados por
AJAA los podemos encontrar en [43].
9 Asymmetric Updating Formula
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Algoritmo 5 Esquema de Takeuchi, AJAA
Entrada: Ω conjunto de objetos, d función de disimilitud, α

′
i, α

′
j , α

′′
i , α

′′
j , β

′
, β

′′
, γ

′
, γ

′′
, δ

′
i , δ

′
j , ε

′
, δ

′′
i , δ

′′
j ,

ε
′′
, f

′
, g

′
, f

′′
, g

′′
, W .

1. Por cada objeto crear un grupo unitario.
2. Calcular las disimilitudes entre cada par de estos grupos unitarios, en ambos sentidos, basándose en d.
3. mientras todos los objetos no estén en un mismo grupo hacer
4. Obtener el par de grupos Ci, Cj donde W (Dpq, Dqp) alcanza el mínimo.
5. Hacer Cij = Ci ∪ Cj

6. Actualizar D(ij)k y Dk(ij) basándose en AUF.
7. fin mientras

3.4. CLASSIC

CLASSIC es un algoritmo de agrupamiento jerárquico, desarrollado por Ozawa [44]. Fue
el primer enfoque que se apartaba de la simetrización. Se basa en el popular concepto del
vecino más cercano, el cual se extiende, como veremos más adelante, para el trabajo con
funciones de semejanza no simétricas.

Este método toma como entrada una función de semejanza Γ : Ω2 → [0, 1], y asume que
cumple las siguientes propiedades:

Γ(oi, oi) = 1
Γ(oi, oj) < 1, i ̸= j

Ozawa considera que, cuando construimos una jerarquía de particiones, el valor de la
función de semejanza, entre dos elementos oi y oj , no es lo importante, sino cuántos objetos
hay más similares a oi que oj , es decir, el orden que ocupa oj en el conjunto Ω con respecto
a su parecido con oi. Basándose en su planteamiento, Ozawa construye, a partir de la
función de semejanza, una matriz On×n que llama matriz de orden, la cual es la base de
su algoritmo. On×n se construye de la siguiente forma: Por cada oi ∈ Ω, se ordenan todos
los elementos oj (oi incluido), con respecto a su semejanza con oi (Γ(oi, oj)), y a cada
posición [i, j] de O se le asigna un número que representa el orden que tiene oj en cuánto
a la similitud con oi. Como oi siempre es el más similar a si mismo Oi,i = 0, y si hay dos
elementos oj1 , oj2 igualmente similares a oi, es decir Γ(oi, oj1) = Γ(oi, oj2) se asigna el mismo
número en las posiciones correspondientes, Oi,j1 = Oi,j2 . Por ejemplo, asumamos que el
orden con respecto a oi es (oi, om1 , . . . , omk

, omk+1
, . . . , omn−1), que Γ(oi, omk

) = Γ(oi, omk+1
)

y que todos las demás similitudes son distintas, entonces la fila i-ésima de O quedaría
Oi,i = 0, Oi,m1 = 1, . . . , Oi,mk

= k,Oi,mk+1
= k, . . . , Oi,mn = n− 2.

Dado el conjunto Ω y una matriz de orden On×n, se define la siguiente relación:

R = oiRoj ⇐⇒ Oi,j = Oj,i ≤ 1

R relaciona dos elementos que son mutuamente sus vecinos más cercanos, pues Oi,j = 1
implica que oj es el elemento más similar a oi. Esta relación es reflexiva y simétrica, pero
no es transitiva, por lo que no es una relación de equivalencia. Al no ser R una relación
de equivalencia, no es posible obtener una partición del conjunto Ω. Ozawa no utiliza esta
relación como criterio de agrupamiento, pero constituye la base para construir la relación
de equivalencia denominada Relación de los Vecinos más Cercanos (Nearest Neighbours
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Relation), que constituirá el criterio de agrupamiento del algoritmo CLASSIC. Primero
veamos algunas operaciones con relaciones, necesarias para introducir la definición de la
Relación de los Vecinos más Cercanos.

Dadas R1 y R2 dos relaciones binarias sobre Ω, la composición de R1 y R2 denotada
por R1R2 se define como:

∀oi, oj ∈ Ω, R1R2 = oi(R1R2)oj ⇐⇒ ∃oq ∈ Ω / oiR1oq ∧ oqR2oj(
SiR1 = R2 = R,R1R2 = R2

)
.

Dadas R1 y R2 dos relaciones binarias sobre Ω, la unión de R1 y R2 denotada por
R1 ∪R2 se define como:

∀oi, oj ∈ Ω, R1 ∪R2 = oi(R1 ∪R2)oj ⇐⇒ oiR1oj ∨ oiR2oj ,

Dadas R1 y R2 dos relaciones binarias sobre Ω:

R1 ⊆ R2 ⇐⇒ ∀oi, oj ∈ Ω, oiR1oj ⇒ oiR2oj

La clausura transitiva de una relación R1 se define como:

R̂1 =
α∪

h=1

Rh
1 = R1 ∪R2

1 ∪ . . . ∪Rα
1

Retomando la primera relación definida, que denominamos R, Ozawa define la Relación
de los Vecinos más Cercanos como la clausura transitiva de R:

R̂ =
n−1∪
h=1

Rh = R ∪R2 ∪ . . . ∪Rn−1

con n = |Ω|. R̂ es transitiva pues ∀oi, oj , op ∈ Ω tal que oiR̂oj ∧ ojR̂op ⇒ ∃h1, h2/oiRh1oj ∧
ojR

h2op, con 1 ≤ h1, h2 ≤ n − 1 ⇒ oi(R
h1Rh2)op y como Rh1Rh2 ⊆ R̂, entonces oiR̂op.

Luego, R̂ es una relación de equivalencia, y nos garantiza que: ∀oi ∈ Ω se cumple que en la
clase de equivalencia de oi por R̂ están todos los vecinos más cercanos a oi y es el criterio
de agrupamiento utilizado por Ozawa para construir la jerarquía de particiones.

Observemos un ejemplo de esta relación. Tomemos la siguiente matriz donde se encuen-
tran las similitudes para Ω = {o1, o2, o, o4, o5}.

1 0,3 0,7 0,6 0,2
0,4 1 0,25 0,1 0,8
0,65 0,15 1 0,65 0,4
0,7 0,2 0,6 1 0,15
0,3 0,9 0,5 0,5 1


La matriz de orden nos quedaría:
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0 3 1 2 4
2 0 3 4 1
1 3 0 1 2
1 3 2 0 4
3 1 2 2 0


Entonces R̂, particiona el conjunto Ω en los siguientes subconjuntos {o1, o3}, {o4} y

{o2, o5}.
La idea del algoritmo CLASSIC, para construir una jerarquía de particiones anidadas,

es partir de la matriz de orden On×n e ir construyendo una secuencia de matrices de orden,
de las cuales se obtienen las particiones correspondientes, basadas en la relación R̂. Esta
secuencia de matrices de orden es obtenida aplicando el algoritmo RANKOR[44].

Algoritmo 6 RANKOR
Entrada: Ok

n×n matriz de orden.
Salida: Ok+1

n×n matriz de orden.
Para i = 1 to n do hacer

2. Para j = 1 to n do hacer
si Ok

i,j == Ok
j,i ≤ 1 then

4. Ok+1
i,j = 0

else
6. Ok+1

i,j = Ok
i,j

fin si
8. secmin = 2

Para j = 1 to n do hacer
10. si Ok+1

i,j == 1 then
secmin = 1

12. fin si
fin Para

14. Para j = 1 to n do hacer
si Ok+1

i,j ̸= 0 then
16. Ok+1

i,j = Ok+1
i,j − secmin+ 1

fin si
18. fin Para

fin Para
20. fin Para

return Ok+1

CLASSIC a partir de la función de semejanza, obtiene una matriz de orden, desde donde
hace todo el trabajo. Por esto, está mejor situado en problemas donde para cada elemento,
el orden de las similitudes es más importante, que el valor de éstas. Este enfoque tiene como
desventaja, que no es robusto ante el ruido, pues al desechar el valor de la similitud, y sólo
tomar en cuenta la matriz de orden, puede darse el caso que, dos elementos extremos, op,
oq, que no tienen nada en común respecto a la función de semejanza original, entre ellos,
ni con el resto de los objetos, pero Opq = Oqp = 1, se agrupen en fases tempranas del
algoritmo. Además, como se muestra en las matrices 3 y 4, puede llegarse a una matriz de
orden, donde no existan pares relacionados por R̂, lo que provoca que el algoritmo falle en
encontrar la secuencia de particiones anidadas.
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Algoritmo 7 CLASSIC
Entrada: Ω conjunto de objetos a agrupar, Γ : Ω2 → [0, 1] función de similitud.
Salida: Jerarquía de particiones anidadas.
1. Crear conjunto C donde se almacenará la jerarquía.
2. Obtener matriz de orden O0

n×n a partir de Γ;
3. Para i = 1 to n do hacer
4. Oi

n×n = RANKOR(O2
i−1)

5. Ri = Hallar clases de equivalencia de R̂ dados Ω y Oi
n×n

6. C = C ∪ {Ri}
7. fin Para
8. return C

Este algoritmo produce menos niveles que los algoritmos jerárquicos tradicionales (ej.
Single-Link, Complete-Link), pues en cada nivel es posible unir más de dos grupos, pero,
para obtener un nivel cualquiera de la jerarquía, es necesario haber obtenido todos los
niveles anteriores. También debemos notar que para obtener un nuevo nivel, pueden ser
necesarias varias iteraciones, pues es posible que los nuevos vecinos que se forman al aplicar
RANKOR, ya estuvieran en el mismo grupo.

Tabla 3. matriz de similitud, que provoca una matriz de orden, donde no hay pares relacionados por
R̂

1 0,82 0,4 0,16
0,69 1 0,72 0,21
0,65 0,15 1 0,43
0,7 0,31 0,24 1


Tabla 4. matriz de orden, donde no hay pares relacionados por R̂
0 1 2 3
2 0 1 3
1 3 0 2
1 2 3 0


Desde el punto de vista computacional, el proceso completo es costoso. El paso más

significativo en este sentido es obtener la nueva matriz de orden aplicando RANKOR. Aquí
se recorre cada posición de la matriz Ok+1

n , primero inicializando los valores a partir de Ok

y después asignándole el valor correspondiente a la iteración k + 1. Como la matriz es de
n× n, esto nos da un costo cuadrático para RANKOR y como se llama n veces nos da un
costo computacional del orden n3.

3.5. TCUAP

El algoritmo TCUAP10[45] es un algoritmo de agrupamiento jerárquico, basado en grafos
dirigidos, que fue concebido para agrupar documentos. El objetivo fundamental de los
autores es atacar tres problemas, (1) funciones no simétricas, (2) obtener grupos de cualquier
tamaño y forma, (3) casos extremos (outliers) [45].

10 Text Clustering Using Asymmetric Proximity
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TCUAP trabaja con una función de similitud no simétrica Γ. Los autores representan
los objetos a través de un grafo dirigido G(Ω, A), utilizando un enfoque que denominaron
k-Máximos Similares11 (kHS por sus siglas en inglés). Esto es, Ω es el conjunto de objetos
bajo estudio y A = {(oi, oj)/Γ(oi, oj) ≥ ρi}. El valor ρi se define de forma independiente
para cada objeto oi de la siguiente manera:

ρi = Γi
max(1− k) + kΓi

ave

donde Γi
max es el máximo valor y Γi

ave es el promedio, de todas las similitudes que salen de
oi, k ∈ (0, 1) es un parámetro definido por el usuario. Los autores de TCUAP no ofrecen
una opción para definir este parámetro k, el cuál controla la posición de ρi en el intervalo
(Γi

ave,Γ
i
max). A mayores valores de k, ρi se aproxima a Γi

ave (más suave es el umbral), y
más objetos pueden ser considerados similares, y para valores pequeños de k, ρi crece, y se
acerca a Γi

max.
En [45] se dice que el digrafo G por lo general es esparcido (de cada vértice salen

pocas aristas), y que las componentes fuertemente conexas (ver definición abajo) de G son
subconjuntos de alta intra-conectividad. Precisamente en estas componentes está basado el
algoritmo.
Definición 3.2. Sea el digrafo G(V,A), una componente fuertemente conexa CC es un
subconjunto de V , que cumple: ∀vi, vj ∈ CC, existe un camino de vi a vj y existe un
camino de vj a vi, ambos caminos en G, y no existe componente fuertemente conexa CC1,
tal que CC ⊂ CC1.

Para el algoritmo TCUAP se define una función de similitud no simétrica entre grupos
δ(Ci, Cj), que depende del tamaño de los grupos en cuestión y de la similitud entre los
elementos de estos grupos.

δ(Ci, Cj) =

∑
or∈Ci

∑
os∈Cj

Γ(or, os)

(ni ∗ nj)α

El parámetro α es definido por el usuario y sirve para ajustar la importancia del tamaño
de los grupos. Obsérvese que con α = 1, obtenemos la medida utilizada en el Average-Link
o UPGMA12 como también se le conoce.

La idea general del algoritmo es la siguiente, construimos el digrafo G y obtenemos
las componentes fuertemente conexas. Luego construimos otro grafo dirigido G1, donde los
vértices representan estas componentes fuertemente conexas de G, y las aristas se crean
igual que en G, pero utilizando como función de similitud a δ. Este proceso se repite hasta
que se cumpla cierta condición de parada.

Este algoritmo, al igual que CLASSIC, construye menos niveles que los algoritmos
aglomerativos clásicos (ej. Single-Link, Average-Link), pues en cada iteración se mezclan
todos los objetos que están en una misma componente fuertemente conexa. Un problema
que presenta este algoritmo es que, el hecho de que el umbral de semejanza se modifique
dinámicamente en cada iteración y en dependencia de varios parámetros (k, Γi

max), provoca
que a partir del segundo nivel, no resulta intuitivo encontrar una interpretación o caracte-
rización de los agrupamientos con respecto a la función de similitud Γ.
11 k-Highest Similarity
12 Unweighted Pair Group Method Arithmetic Average
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Algoritmo 8 TCUAP
Entrada: Ω conjunto de objetos a agrupar, Γ función de similitud, k parámetro para el cálculo del umbral,

α parámetro para el cálculo de la similitud entre grupos, ϵ condición de parada.
1. P = calcular umbrales por cada objeto oi
2. G = grafo inicial construido a partir de Ω, Γ y P
3. C = Componentes fuertemente conexas de G
4. mientras ϵ == false hacer
5. P = calcular umbrales, tomando como objetos los grupos de C, y δ como función de similitud
6. G1 = construir grafo cuyos vértices son los grupos de C y las aristas se obtienen basandose en δ y P
7. C = Componentes fuertemente conexas de G
8. fin mientras

Desde punto el de vista computacional, TCUAP, puede llegar a tener un costo en
tiempo cercano a O(n3). En cada iteración, para calcular los umbrales y construir el grafo,
es necesario calcular la similitud entre cada par de grupos obtenido en el nivel anterior. Este
cálculo siempre es cuadrático con respecto a la cantidad de grupos en el nivel en cuestión.
Asumiendo que se obtengan h niveles el orden total es O(hn2). Si h es cercano a n, entonces
en cada nivel aparecen muchas componentes conexas de tamaño 1, y el costo del algoritmo
se hace aproximadamente O(n3).

3.6. IROCK

El IROCK13 o ROCK Mejorado [20], como su nombre lo indica, es una modificación del
algoritmo de agrupamiento jerárquico ROCK14 [46]. Fue creado para aplicarlo en el agru-
pamiento de documentos con funciones de similitud no simétricas, aunque se uso no es
exclusivo de esta área.

En el algoritmo ROCK se representan los objetos en un grafo G(Ω, A), donde Ω está
compuesto por los objetos a analizar y A = {(oi, oj)/Γ(oi, oj) ≥ β0}. Γ es una función de
similitud y β0 es un umbral definido por el usuario. La idea fundamental de ROCK es que
dos objetos que comparten muchos vecinos, por lo general deben estar en el mismo grupo.

ROCK utiliza una función g(Ci, Cj) para determinar el mejor par de grupos mezclar en
cada nivel.

g(Ci, Cj) =

∑
or∈Ci

∑
os∈Cj

link(or, os)

(ni + nj)f(β0) − n
f(β0)
i − n

f(β0)
j

donde link(or, os) es la cantidad de vecinos comunes entre dos elementos en G, el denomi-
nador es el valor esperado de vecinos comunes necesarios para normalizar esta medida de
interconectividad y f(β0) = 1 + 21−β0

1+β0
es una forma de controlar el tamaño de la vecindad

de estos grupos [46]. En cada paso, se une el par de grupos donde g alcanza el máximo.
Este criterio enfatiza la inter-conectividad entre dos grupos, pero no toma en cuenta el peso
de estas conexiones[20]. Por ejemplo, una conexión de un vértice cuyo valor fuera cercano
a 1, tiene la misma importancia que otra conexión del mismo vértice con un valor cerca del

13 Improved Rock
14 RObust Clustering using linKs
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umbral mínimo. Al tomar en cuenta el peso de las conexiones, podemos diferenciar estos
casos.

La modificación propuesta en IROCK, es utilizar, en vez de la cantidad, el peso de
las conexiones comunes. Se define el grafo dirigido con peso en las aristas G′(V,A′), con
A′ = {(oi, oj)/Γ′(oi, oj) ≥ β0}, siendo Γ′ una función de similitud no simétrica. Llamemos
wij = Γ′(oi, oj), al peso de la arista (oi, oj). Sea Sij el conjunto de vecinos comunes de oi
y oj en G′, los autores de IROCK definen la función φ(oi, oj), para medir el peso de las
conexiones comunes entre dos objetos en G′ como:

φ(oi, oj) =
∑

ok∈Sij

|wik − |wik − wjk||

La idea es, que si el peso de las conexiones de oj a Sij es grande entonces, la similitud
de di a dj es grande. Obsérvese que si wik > wjk entonces sumamos wjk, en caso contrario
sumamos 2 ∗wik −wjk. En ROCK cada enlace común aportaba igual, asumiendo la misma
importancia. Aquí el aporte del enlace viene dado por los valores que tomen wik y wjk.

IROCK, al igual que ROCK, es un algoritmo aglomerativo. Basándose en φ, se define
la función g′(Ci, Cj), para escoger el mejor par de grupos para mezclar en cada iteración
del algoritmo.

g′(Ci, Cj) =

∑
or∈Ci

∑
os∈Cj

φ(or, os)

(ni + nj)f(β0) − n
f(β0)
i − n

f(β0)
j

donde el denominador es igual que en ROCK. El numerador de la fracción, nos da una
medida del peso que tienen las conexiones comunes de ambos grupos. El par de grupos
donde g′ alcance el máximo es mezclado en cada iteración.

Algoritmo 9 IROCK
Entrada: Ω conjunto de objetos, Γ′ función de similitud no simétrica, k cantidad de grupos.
1. C = grupos iniciales (Por cada objeto crear un grupo unitario).
2. M = calcular matriz similitud entre todo par de objetos.
3. O = calcular matriz de peso de las conexiones comunes para todo par de objetos según φ, basándose

en M para la similitud.
4. W = calcular matriz de peso de las conexiones comunes para todo par de grupos según g′.
5. mientras |C| ≤ k hacer
6. Ci, Cj = arg max(g′(Cr, Cs))
7. Hacer Cij = Ci ∪ Cj

8. Actualizar(C,Cij , Ci, Cj)
9. Actualizar(W,Cij , Ci, Cj)

10. fin mientras

Este algoritmo trata con la función de similitud no simétrica en ambos sentidos, en el
cálculo de φ. En φ, se intenta recoger la información relevante sobre los vecinos comunes
de todo par de vértices. Esta información, es utilizada por la función de similitud entre
grupos g′ (que no es simétrica), y se sigue un proceso aglomerativo para construir una
jerarquía de particiones. Termina cuando obtenemos una partición de Ω con un solo grupo.
Como muchos de los algoritmos jerárquicos aglomerativos, en IROCK para obtener un nivel
cualquiera de la jerarquía se deben obtener todos los niveles anteriores.
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El algoritmo tiene un costo computacional elevado, tanto la fase inicial, como el proceso
iterativo. Inicialmente se construye la matriz de similitud lo que es O(n2), se hallan las
conexiones comunes entre todo par de vértices, y sus pesos, que es O(rn2) siendo r el
promedio de grado de salida de los vértices en G′. Posteriormente se entra en el ciclo, que
se efectúa n veces, ejecutando una búsqueda del máximo en la matriz W , y una actualización
de la similitud del nuevo grupo formado, con el resto, lo que nos da un costo cúbico para
el ciclo completo. Sumando todo tenemos O(n2) + O(rn2) + O(n3).

3.7. Agrupamiento jerárquico aglomerativo basado en el nivel de
indiscernibilidad

Este método está basado en el concepto de nivel de indiscernibilidad. Sea el conjunto Ω,
R una relación de equivalencia sobre Ω, decimos que oi, oj ∈ Ω son indiscernibles por R si
están en la misma clase de equivalencia generada por R. Para una familia de relaciones de
equivalencia P, una relación de indiscernibilidad sobre P, se define como la intersección de
cada una de las relaciones Q ∈ P [29]. El nivel de indiscernibilidad representa el grado de
acuerdo global, para clasificar dos objetos como indiscernibles [29].

El algoritmo trabaja con una función de disimilitud no simétrica d. Esta es utilizada
para calcular el nivel de indiscernibilidad por cada par de objetos, y a partir de aquí se
construye una jerarquía de particiones de forma aglomerativa.

El nivel de indiscernibilidad, es calculado basándose en clasificaciones binarias (ver def.
3.3). La idea es obtener para cada objeto oi, a partir de la función de disimilitud d, una
clasificación de Ω en dos conjuntos disjuntos, Pi y Ω − Pi (oi es similar, oi es disimilar).
Y a partir de las clasificaciones binarias obtenidas, hallar el nivel de indiscernibilidad para
cada par de objetos.
Definición 3.3. Sea Ri una relación de equivalencia sobre Ω, definida por el objeto oi, se
define la clasificación binaria para oi como:

Ω/Ri = {Pi,Ω− Pi}

con i = 1, |Ω|, y Pi = {o ∈ Ω/ oiRio (o es indiscernible con oi por Ri) }.

Para construir Ri se utiliza la función de disimilitud d:

Ri = opRioq ⇐⇒ d(oi, op) ≤ β0 ∧ d(oi, oq) ≤ β0

op, oq ∈ Ω, y β0 es un umbral para la disimilitud definido por el usuario.
0,0 0,1 0,1 0,7 0,9
0,2 0,0 0,1 0,6 0,8
0,7 0,1 0,0 0,2 0,8
0,2 0,3 0,2 0,0 0,6
0,7 0,6 0,9 0,1 0,0


Por ejemplo, sea Ω = {o1, o2, o3, o4, o5}, cuya matriz de disimilitud no simétrica viene

dada por la matriz de arriba [29]:
Entonces, para el umbral β0 = 0,5, obtenemos las siguientes clasificaciones binarias:
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1. Ω/R1 = {{o1, o2, o3}{o4, o5}}
2. Ω/R2 = {{o1, o2, o3}{o4, o5}}
3. Ω/R3 = {{o2, o3, o4}{o1, o5}}
4. Ω/R4 = {{o1, o2, o3, o4}{o5}}
5. Ω/R5 = {{o4, o5}{o1, o2, o3}}

Aquí podemos ver que los objetos o1 y o2 son indiscernibles por Ω/R1, Ω/R2 Ω/R4 y
Ω/R5 y discernibles solamente por Ω/R3. Mientras los objetos o3 y o4 son indiscernibles
por Ω/R3 y Ω/R4 y discernibles por Ω/R1, Ω/R2 y Ω/R3.

Los autores de este método introducen una medida denominada nivel de indiscernibili-
dad γ : Ω2 −→ [0, 1]. La función γ(oi, oj), cuantifica la proporción de clasificaciones binarias
que concuerdan en clasificar a oi y oj como indiscernibles. Altos valores de γ implica que
los objetos son clasificados como indiscernibles la mayoría de las veces.

γ(oi, oj) =

∑n
k=1 δ

indis
k (oi, oj)∑n

k=1 δ
indis
k (oi, oj) +

∑n
k=1 δ

dis
k (oi, oj)

(5)

donde

δindisk (oi, oj) =

{
1, if oi ∈ [ok]Rk ∧ oj ∈ [ok]Rk

0 e.o.c (6)

y

δdisk (oi, oj) =


1, if (oi ∈ [ok]Rk ∧ oj ̸∈ [ok]Rk)

∨ (oi ̸∈ [ok]Rk ∧ oj ∈ [ok]Rk)
0 e.o.c

(7)

En la ecuación (6), δindisk (oi, oj) = 1 sólo se cumple cuando oi y oj son indiscernibles
por Ω/Rk, y ambos lo son con ok. Por su parte en la ecuación (7), δdisk (oi, oj) = 1 se cumple
cuando oi u oj es discernible con ok por Ω/Rk, y a la vez oi y oj son discernibles por Ω/Rk.

En la siguiente matriz se presentan los niveles de indiscernibilidad para cada par de
objetos del ejemplo anterior.

1,0 0,75 0,75 0,2 0,0
0,75 1,0 1,0 0,4 0,0
0,75 1,0 1,0 0,4 0,0
0,2 0,4 0,4 1,0 0,33
0,0 0,0 0,0 0,33 1,0


No resulta difícil notar que el nivel de indiscernibilidad es una función simétrica. La idea

para obtener una jerarquía de particiones es aplicar un algoritmo del tipo linkage (Single-
Link, Average-Link, Complete-Link), utilizando δ como función de similitud simétrica entre
los objetos.

En este método no se toma en cuenta el valor de la función de disimilitud original d.
La información que se extrae de d es binaria, en el sentido de que sólo interesa si es menor
o igual que cierto umbral β0, definido por el usuario. Esto trae como consecuencia que no
es posible encontrar una caracterización de los agrupamientos obtenidos en cada nivel, sin
importar el algoritmo Π que se escoja para obtener la jerarquía.

La complejidad total del método depende del cálculo del nivel de indescirnibilidad γ,
por cada par de objetos, y del algoritmo jerárquico Π que se escoja. Para el cálculo de γ,
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por cada par (oi, oj), se recorre el conjunto Ω completo calculando δindis y δdis. Para la
primera parte nos queda entonces un costo O(n3). Debemos notar que como γ es una función
simétrica, sólo la calculamos en un sentido. El costo final del algoritmo es O(n3) +O(Π).

Algoritmo 10 AJA basado en el nivel de indiscernibilidad
Entrada: Ω conjunto de objetos, d función de disimilitud no simétrica, β0 umbral para la disimilitud, Π

algoritmo jerárquico (ej. Single-Link)
1. R = Por cada objeto obtener una clasificación binaria de Ω, utilizando d y β0

2. M = Calcular matriz del nivel de indescirnibilidad por cada par de objetos, basándose en las clasifica-
ciones binarias R.

3. Utilizar M y Π para construir la jerarquía de particiones

4. Resultados experimentales

En esta sección, se evalúan los resultados de varios de los algoritmos presentados en el
epígrafe anterior. Con este objetivo se utilizan dos colecciones de documentos, las cuales
han sido utilizadas en otros trabajos [47]. Ambas fueron obtenidas de diferentes fuentes, en
busca de diversidad en el experimento. Para estas bases de datos, expertos humanos han
identificado los tópicos presentes. En la Tabla 5 se presentan las características generales
de estas colecciones.

La colección AFP proviene de la conferencia TREC-5 [48], y contiene 695 artículos en
castellano, publicados por la agencia AFP en el año 1994. Esta es la colección de menor can-
tidad de documentos, así como la de menor número de términos. Por su parte, TDT2 versión
4.0 [49] es una colección en inglés. TDT es empleada en competiciones internacionales de
Detección y Seguimiento de Tópicos (Topic Detection and Tracking, en inglés). Consta de
noticias publicadas de enero a junio en el año 1998 provenientes de seis fuentes diferentes:
dos agencias de noticias (New York Times News Service, Associated Press WorldStream
News Service), dos programas de radio (PRI The World, VOA English News Programs) y
dos programas de televisión (CNN Headline News , ABC World News Tonight).

Tabla 5. Descripción de las colecciones de documentos

Colección Fuente Documentos Términos Tópicos
AFP TREC-5 695 12575 25
TDT TDT2 9824 55112 193

Como para ambas colecciones de documentos, contamos con los tópicos manuales, uti-
lizamos para evaluar la calidad de los grupos obtenidos por los algoritmos, la medida F [50],
ampliamente utilizada para este tipo de colecciones. Esta es una medida externa, es decir,
mide qué cerca está el agrupamiento obtenido con las clases manuales o tópicos extraídos
por expertos y que son suministrados en las colecciones. Para un grupo Ci obtenido por
un algoritmo y un grupo manual Cj , se calculan los factores de precisión15 P (Ci, Cj) y
recobrado16 R(Ci, Cj):

P (Ci, Cj) =
|Ci∩Cj |
|Ci|

15 Precision es el término en inglés
16 Recall es el término en inglés
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R(Ci, Cj) =
|Ci∩Cj |
|Cj |

la medida F combina estos factores para obtener una evaluación de la calidad de un agru-
pamiento.

F (Ci, Cj) = 2
P (Ci, Cj)R(Ci, Cj)

P (Ci, Cj) +R(Ci, Cj)

Esta medida nos brinda el grado de emparejamiento entre cada grupo generado por el
algoritmo y los clases construidas manualmente. Para obtener una medida global de una
partición será necesario asociar cada grupo obtenido con la clase manual que maximice esta
medida. Para ello se utiliza la siguiente función:

σ(i) = argmax
Cj

{F (Ci, Cj)}

Así, la medida la medida FMicro− promediada le otorga el mismo peso a cada docu-
mento, por lo que se considera un promedio por documento, es decir, un promedio sobre
todos los pares documento/clase. La medida Fmicro − promediada se calcula, de la si-
guiente forma:

microP =
1

Ntopicos

Ntopicos∑
i=1

|Ci ∩ Cj |
|σ(i)|

microR =
1

Ntopicos

Ntopicos∑
i=1

|Ci ∩ Cj |
|Ci|

microF(i,j) = 2× microPmicroR

microP +microR

siendo Ntopicos, la cantidad de clases manuales. Esta fue la medida escogida para evaluar la
calidad de los agrupamientos.

En cuanto a la representación de los documentos, se utilizó el tradicional modelo vecto-
rial, y el peso de los términos fue normalizado por la longitud. Luego, cada documento es un
vector de p términos: oi = (wi1 , wi2 , . . . , wip). No se consideraron como términos palabras
con poco contenido semántico (stop words), como son las preposiciones, adverbios, conjun-
ciones, artículos, etc. Para calcular la similitud de los documentos se utilizó una función de
similitud no simétrica, diseñada por los creadores de TCUAP [45]. Sea Tij el conjunto de
términos comunes entre oi y oj :

Γ(oi, oj) =

∑|Tij |
k=1 |wik − |wik − wjk ||∑p

k=1wjk

En esta medida, si los términos de oj en Tij , tienen un peso alto, entonces la similitud
de oi a oj tiene un valor elevado.

Para los experimentos se seleccionaron Single-Link y Complete-Link, utilizando mínimo
y máximo, como funciones de simetrización. También se corrieron el CLASSIC, TCUAP e
IROCK. Tanto para TCUAP, como para IROCK, se seleccionaron los parámetros utilizados
en los trabajos donde primero fueron publicados estos métodos. Así en TCUAP, k = 0,03
y alpha = 2,5, mientras que en IROCK, β0 = 0,3.
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En este experimento, se corrieron los algoritmos, y se evaluó la medida FMicro −
promediada en cada partición de la jerarquía. En las Figuras 6 y 7 se muestra los resultados
de esta medida en las bases de datos AFP y TDT respectivamente. También en las tablas
6 y 7 se muestran los mejores resultados obtenidos por cada algoritmo y el tamaño de la
partición donde se alcanzó este valor.

Fig. 6. Resultados en AFP con la medida F Micro-promediada

Como se observa en la Figura 6, CLASSIC obtiene resultados aceptables hasta llegar a
500 grupos. Aquí el método falla en encontrar la jerarquía, por el problema descrito en la
subsección de 3.4, donde no existen pares de elementos que se relacionen por R̂. Para esta
base de datos, TCUAP es el que alcanza el mejor resultado, y muestra también la progre-
sión más estable, monótona creciente en casi todo el gráfico. Además, su mejor resultado
lo obtiene con una cantidad de grupos cercana a la cantidad de tópicos manuales. Por su
parte IROCK, logra mostrar resultados comparables a los otros métodos, y sólo es supe-
rado por Single-Link-Max hasta los 100 grupos, a partir de donde IROCK supera a todos,
excepto TCUAP. Por su parte, los métodos con simetrización mantienen aproximadamente
el mismo comportamiento. Hasta llegar a los 100 grupos, mantienen un progresión monó-
tona creciente, y después caen rápidamente. Aquí, tanto Single-Link como Complete-Link,
obtuvieron los mejores resultados utilizando el mínimo. En esta base de datos IROCK y
TCUAP, resultan ser los más estables, si se mira el gráfico completo. Esto es una propiedad
deseable en casos, por ejemplo, donde existe interés en obtener una partición específica,
pues la probabilidad de obtener una partición mala es más baja.

En la base TDT, el algoritmo CLASSIC muestra el mismo comportamiento que en
AFP. Obtiene, hasta los 7000 grupos, los mejores resultados, comparado con el resto de los
algoritmos. Pero, a partir de ese momento el algoritmo es incapaz de formar la jerarquía.
Por otro lado, resulta interesante ver cómo los algoritmos TCUAP e IROCK, mantienen
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un comportamiento muy similar, superando fácilmente al resto de los algoritmos, en todo
el gráfico. Esto nos muestra que existen colecciones de documentos, donde los métodos
que trabajan directamente con la función no simétrica, son capaces de recuperar grupos
que se le escapan a métodos que utilizan la simetrización. Los otros métodos tienen un
comportamiento bastante similar.

Fig. 7. Resultados en TDT con la medida F Micro-promediada

Tabla 6. F Micro-promediada para AFP

Algoritmo Máximo Valor Cantidad de grupos
SL_MAX 0.64 210
CL_MAX 0.53 100
SL_MIN 0.57 165
CL_MIN 0.58 118
IROCK 0.6 250
TCUAP 0.65 46

CLASSIC 0.48 500

Otro experimento que se realizó, fue en la obtención de taxonomías, utilizando la base
de datos Zoo [51]. Esta base de datos contiene 101 objetos (animales) descritos en términos
de 16 variables de las cuales 15 son booleanas y 1 es numérica. Aunque desde el punto
de vista biológico estas variables no son suficientemente representativas para hacer un
estudio taxonómico, nosotros agruparemos estos animales atendiendo a la similitud entre
ellos calculada sólo en términos de estas variables. La descripción de la colección Zoo se
encuentra en la Tabla 8.

Las variables que describen a estos objetos son: cubierto de pelos (r1), cubierto de
plumas (r2), ovíparos (r3), dar leche (r4), volar (r5), ser acuático (x6), ser depredador (r7),
ser dentado (r8), ser vertebrado (r9), tener respiración pulmonar (r10), ser venenoso (r11),
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tener aletas (r12), cantidad de patas (r13) tener cola (r14), ser doméstico (r15) y ser felino
(r16). Estos animales están agrupados en 7 clases: mamíferos, aves, reptiles, peces, insectos,
anfibios y por último una séptima clase que pudiéramos llamarla misceláneas (Ver Tabla 9
para descripción de la distribución).

Tabla 7. F Micro-promediada para TDT

Algoritmo Máximo Valor Cantidad de grupos
SL_MAX 0.58 539
CL_MAX 0.46 2336
SL_MIN 0.55 521
CL_MIN 0.5 2088
IROCK 0.72 1218
TCUAP 0.7 750

CLASSIC 0.42 8293

Tabla 8. Descripción de las colección Zoo

Colección Animales Variables Clases
Zoo 101 16 7

Tabla 9. Base de Datos Zoo

Clase Distribución
1 41
2 20
3 5
4 13
5 4
6 8
7 10

Para calcular la semejanza de un animal a otro, diseñamos una medida de similitud,
basada en el Modelo por Contraste de Tversky [14]. La idea es obtener una función de
similitud, que aumente su valor a mayor cantidad de características comunes, y disminuya
a medida que aumenten las características diferentes entre los objetos.

Γ(oi, oj) =
1

16
(T (oi, oj)−

1

4
D(oi, oj)−

1

2
D(oj , oi))

donde:

T (oi, oj) =
∑16

k=1 rk(oi)× rk(oj)

D(oi, oj) =
∑16

k=1Dif(rk(oi), rk(oj))

Dif(x, y) = {1 si x = 1 ∧ y = 0, 0 en otro caso}

Γ nos da una medida de la semejanza de oi a oj . El mayor peso de la función lo tienen
las características comunes, y después el peso de las características de oj que oi no tiene.
Γ toma valores en [−1, 1], por lo que la transformamos en una función de disimilitud que
toma valores en [0, 1] de la siguiente forma:

d(oi, oj) = (1− Γ(oi, oj))/2
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A partir de esta función y la base de datos, se vuelven a correr los algoritmos y se evalúa
la medida F Micro-promediada. En la Figura 8, se muestran los resultados, y en la Tabla
10 se muestran los mejores valores obtenidos.

En esta base de datos los resultados son un poco diferentes. CLASSIC forma la primera
partición con unos 50 grupos, obteniendo el mejor resultado nuevamente para esa cantidad
de grupos. Se mantiene como el mejor hasta llegar a 25 donde vuelve a fallar, como en
las colecciones anteriores. Por su parte TCUAP, no muestra los mismos resultados que
con los documentos, y es superado ampliamente por los demás algoritmos, a partir de la
partición con cardinalidad 50. IROCK por su parte vuelve a ser competitivo, mostrando que
puede ser utilizado con objetos diversos, manteniendo un buen rendimiento. Algo a tener en
cuenta es que la función de disimilitud utilizada, no genera mucha asimetría, en el sentido
que existen muchos pares oi, oj , que cumplen que d(oi, oj) = d(oj , oi), por este motivo
la simetrización, no provoca una pérdida de información significativa, y tanto Single-Link
como Completed-Link obtienen buenos resultados en sus dos variantes de simetrización.

Tabla 10. F Micro-promediada para Zoo

Algoritmo Máximo Valor Cantidad de grupos
SL_MAX 0.82 16
CL_MAX 0.8 14
SL_MIN 0.82 12
CL_MIN 0.83 12
IROCK 0.81 7
TCUAP 0.63 15

CLASSIC 0.74 34

Fig. 8. Resultados en Zoo con la medida F Micro-promediada
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5. Conclusiones

En la década del 70 aparecieron en el campo de la psicología, los primeros trabajos donde
se justificaba la no simetría en las funciones de semejanza. Posteriormente han aparecido
aplicaciones de las funciones de semejanza no simétricas en diversas ramas como la geo-
semántica, el procesamiento de vídeos, y la minería de datos. Por su parte el agrupamiento
jerárquico ha demostrado ser una herramienta muy poderosa en todas estas ramas, pero la
mayoría de los algoritmos desarrollados son para funciones de semejanza simétricas. En los
últimos años se han desarrollado esfuerzos importantes en resolver el problema de obtener
una jerarquía de particiones cuando la función de (di) similitud es no simétrica. No obstante,
comparado con el caso simétrico, es poco lo que se han explorado estos métodos.

Muchas veces la solución que se da, es la de obtener una función simétrica a partir de
la original, y aplicar un algoritmo que trabaje con funciones simétricas. La simetrización
puede representar en ocasiones (depende del problema particular que se quiera solucionar),
una simplificación del problema: se descarta la información que proporciona la no simetría,
y se tergiversa la realidad. Si después de la modelación del problema, se llega a la conclusión
de que una función no simétrica, es la que mejor refleja la (di) similitud entre el conjunto
de objetos, es necesario la aplicación de métodos que exploten esto, con el propósito de
lograr los mejores resultados.

En la evaluación de los resultados de un algoritmo de agrupamiento basándose solamente
en la información del propio agrupamiento (índices de evaluación internos), generalmente
se utilizan conceptos como: conectividad, separación y compacidad, los cuales fueron con-
cebidos para funciones simétricas. Una redefinición de éstos, en términos de la no simetría,
se hace necesaria para obtener medidas de calidad eficaces. Por ejemplo, la separación,
¿depende de las aristas de salida, de las aristas de entrada, o de una combinación de ambas
(ej. max)?, poco existe en la literatura al respecto para el caso no simétrico.

Otro punto importante a destacar es la complejidad computacional de este tipo de méto-
dos. La no simetría, duplica el cómputo a la hora de calcular las (di)similitudes. Debemos
notar que el algoritmo IROCK, que fue el de mejores resultados en la experimentación, es
también el más costoso de los algoritmos presentados en este trabajo.

La mayoría de los algoritmos no proveen la forma de obtener niveles individuales de la
jerarquía de forma independiente. Por lo general para obtener un nivel, es necesario obte-
ner todos los niveles anteriores. Así mismo, no resulta fácil interpretar estas particiones
en términos de la función de (di)similitud. Otro punto a notar es el hecho de que siem-
pre se aplica el mismo criterio a la hora de formar los agrupamientos, asumiendo que las
características de las estructuraciones que se buscan en cada nivel, son las mismas. Estas
cuestiones han sido abordadas en el caso simétrico, pero nada se ha realizado en este sentido
cuando la función de (di)similitud es no simétrica.

La creación de un nuevo algoritmo, que elimine los problemas existentes, para obtener
una secuencia de particiones cuando la función de similitud es no simétrica, es el objetivo
de los autores. Este algoritmo debe hacer uso de la no simetría, dándole algún sentido a
la información proporcionada por la función en ambos sentidos. También se deben consi-
derar problemas de eficiencia, así como la interpretación de las particiones en término de
la función de (di)similitud. Otros punto importante a considerar, es la aplicación de dis-
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tintos criterios de agrupamiento, en dependencia del nivel, permitiendo obtener cada nivel
independientemente.
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