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Resumen La teoria discreta de Morse, iniciada por R. Forman en 1995, tiene el objetivo de
reducir los espacios topoldgicos discretos. Esta reduccién se logra estableciendo un campo de
vectores de gradiente discreto sobre el complejo de celdas, el cual no es tnico, aunque, logrando
encontrar un campo de vectores minimo, se consigue que la cantidad de celdas criticas por
dimension coincida con los invariantes topoldgicos, es decir, coincide con los nimeros de
Betti de los grupos de homologia. A partir de la teoria discreta de Morse se obtiene de forma
elegante los invariantes topoldgicos sobre un complejo de celdas, que describe un objeto.
La busqueda del campo de vectores de gradiente discreto 6ptimo, sobre un complejo de
celdas arbitrario, en la actualidad (2009), es un reto para los investigadores de la topologia.
Este trabajo realiza una revisién de la teorfa discreta de Morse, abordando los conceptos
bésicos, bases de datos (complejos de celdas) usados para probar los algoritmos, estrategias
matematicas para su solucidon, resultados de las estrategias y concluyendo con los principales
problemas que afronta dicha teoria.

Palabras clave: espacio topoldgico, teoria discreta Morse, complejo de celdas, invariantes
topoldgicos, celdas criticas, campos de vectores de gradiente discreto

Abstract: Discrete Morse theory was developed by R. Forman (1995) as a method to reduce
the size of cell complexes. The topological information of a discrete Morse function on a cell
complex, considered as a graph or as a binary decision tree, can be encoded as an acyclic
matching cells. A discrete matching can be interpreted as a discrete gradient vector field on a
cell complex. Unmatched k-dimensional cells (0-cell vertexes, 1-cell edges, 2-cell faces...) are
called critical. The topological information will be exact if discrete gradient vector field is
optimal, i.e., if it has the minimum possible number of critical cells, equivalent to finding a
maximal acyclic matching. The problem of finding optimal discrete gradient vector fields is
NP-hard, and the condition that would guarantee an optimal result remains an open problem.
In this report a state of the art of the discrete Morse theory is realized.

Keywords: Topological Space, Discrete Morse Theory, Cell Complexes, Topological Invari-
ants, Critical Cells, Discrete Gradient Vector Field

1. Introduccion

La topologia estudia las propiedades cualitativas de los cuerpos en n-dimensién, o de una
forma méds general, espacios topolégicos. Estas propiedades estan agrupadas en el término
”invariantes topoldgicos”, siendo para la topologia objetivo principal, determinar aquel-
los invariantes que logren el resultado acertado de una comparacion entre objetos. Los
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invariantes més conocidos, por ser mas intuitivos al hombre, son la conectividad (compo-
nentes conexas), los agujeros y las cavidades. Estas caracteristicas en los cuerpos (espacios
topoldgicos) no cambian al deformarlos, sin romper ni pegar, por esto, es comun leer en
la literatura, que la topologia estudia las caracteristicas de los cuerpos que no cambian
bajo deformacion. De una forma mas general se puede decir que: si I es un invariante que
asocia a un espacio X un valor distinto al que asocia a un espacio Y, I(X) # I(Y), se
puede asegurar que X e Y no son espacios equivalentes, pero si el valor del invariante es el
mismo para los dos espacios, I(X) = I(Y), no se puede asegurar que se trate de espacios
equivalentes [1,2,3].

Como muchas ramas de las matematicas, la topologia encontré su auge al surgir las
ventajas de la computacién [4], siendo necesario para esto, lograr espacios topoldgicos de
los datos almacenados en las computadoras que representan objetos [5]. Estos datos en la
mayoria de los casos, se obtienen a partir de sensores que registran cierta informacién en
porciones homogéneas de la escena, lo cual se puede realizar en 2D o 3D, para obtener un
conjunto de pixeles o voxeles respectivamente (Fig. 1); de contar con imégenes en instantes
de tiempo (video), tendriamos una tercera o cuarta dimensién, segin los casos anteriores.
De esta forma inicial de los datos, se han obtenido los espacios topolégicos, para desarrollar
en un ambiente discreto y finito, los diferentes algoritmos para encontrar los invariantes
topolégicos.

Fig. 1. Imagen 3D (izquierda) y 2D (derecha)

Usando la topologia combinatorial, rama de la topologia que estudia la particion de
objetos en elementos bdsicos de la geometria (puntos, aristas, superficies, volimenes...
(Fig. 2), se pueden construir los espacios topolégicos en las computadoras. A estos ele-
mentos se les hace llamar celdas o simplex y a su unién, complejo de celdas o complejo

simplicial (Fig. 3).
. — Ame OF@®

0-dimension 1-dimension 2-dimension 3-dimension
(Ay) (A) (A,) (A,)
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Fig. 2. Elementos de la topologia combinatorial (celdas o simplexs)

La complejidad del espacio de los datos, siempre ha sido un problema para el desarrollo
de los algoritmos, y de mayor importancia, el tiempo de ejecucién de estos. Unos de los
objetivos de la topologia es lograr una representacién de los espacios topoldgicos reducida,
la cual mantenga sin cambios los invariantes. Marston Morse en 1925 desarrolla una teoria,
que lleva su nombre en la actualidad, para reduccién de espacios topolégicos. Morse prueba
que existe una estrecha relacion entre los puntos maximos y minimos de una funcién suave
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Regién de imagen binarizada

Fig. 3. Complejos de celdas o complejos simpliciales

sobre una variedad compacta, llamados puntos criticos y su topologia [6], Estos puntos
criticos coinciden con la zona donde se indefine un campo de vectores establecido sobre el
cuerpo, siendo un buen ejemplo la funcién que representa la superficie de la tierra (Fig. 4a),
es decir, un campo de vectores coincidente con el flujo superficial de las aguas, en este caso
el flujo esta condicionado por una dindmica fisica propia del espacio analizado, pero la
mayoria de los cuerpos no poseen esta propiedad, teniendo lugar la obtencién de varios
campos de vectores sobre el mismo objeto [7] (Fig. 4b).
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Fig. 4. Campos de Vectores, (a) campo de vectores referente al flujo de las aguas superficiales, los circulos
apuntan a las cimas de las elevaciones y a los sumideros, (b) diferentes campos de vectores para un mismo
cuerpo (toro)

Un momento de nuevo desarrollo en la teoria de Morse se atribuye a Robin Forman,
cuando en 1995 la extiende sobre los complejos de celdas, que pueden ser obtenidos a través
de las computadoras, nombrandola, Teoria Discreta de Morse. R. Forman desarrolla una
serie de trabajos [8,9], dedicados al avance de la teorfa y sus aplicaciones, dando como un
problema a solucionar, la obtencién de un campo de vectores de gradiente discreto éptimo,
es decir, que consiga la menor cantidad de celdas criticas, coincidente con el resultado que
se obtiene al determinar los niimeros de Betti de los grupos de homologia [10], semejante a
lo que sucede con los cuerpos que estdn dotados de un campo de flujo proveniente de una
dindmica fisica (Fig. 4a). Luego de que R. Forman planteara su teoria y dejara el principal
problema abierto, no pocos autores han intentado dar solucién a la dificultad de encontrar
el campo de vectores 6ptimo de un complejo de celdas [10,11,12,13,14,14].



Reduccién de espacios topoldgicos “Teoria Discreta de Morse”: Estado del arte 5

La opinién concluyente de muchos de estos trabajos, es que resulta ser NP-duro, siendo
asi reflejado muy recientemente (junio 2008) en el articulo [13], donde se asocia la frecuencia
de los vértices en el complejo al orden que deben seguir en un arbol de decision binario,
planteado como un problema de busqueda, esta idea fue inicialmente abordada por R.
Forman [8]. La Teorfa Discreta de Morse no da solucién algtin problema antes no resuelto,
pero es un lenguaje eficiente y muy conveniente su uso en la préctica [9]. R. Forman termina
uno de sus trabajos mas recientes y completos, dedicados a su teoria afirmando “Yo creo
que la Teoria Discreta de Morse es solo una pequena parte de lo que algtin dia serd una
més completa teoria de Topologia Diferencial Combinatorial”[9].

1.1. Complejos de celdas

Parte fundamental de la teoria discreta de Morse lo forman los complejos de celdas (espa-
cios topoldgicos). Las celdas, como antes se comentd, son elementos bésicos de la geometria
(Fig. 1) siendo topoldgicamente equivalentes entre ellas. Para profundizar en el tema con-
sultar [15]. Expondremos algunos conceptos relacionados con los complejos de celdas.

1.1.1. Unioén de celdas

El proceso de unir celdas es muy simple, lograndolo al juntarlas por sus limites. [lustraremos
este proceso mediante los ejemplos siguientes:

©F = Q IO * - @
punto arista circulo circulo arista circulo con asa
-
punto circulo relleno esfera con cavidad

1.1.2. Colapsado de celdas
El proceso de colapsado, planteado por J. H. C. Whitehead en 1939 logra eliminar celdas

de un complejo, sin que se afecte sus caracteristicas topoldgicas. Dos celdas pueden ser
eliminadas en un complejo si cumplen la condicién:

af < Pt (1)

Donde a” celda solo incidente con APt!, < indica que o es de dimensién menor que
ﬂp—l—l
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Si a” es una arista, entonces 8Pt puede ser un triangulo, y para ser eliminados, o
debe ser solo incidente a fP*!. La (Fig. 5) muestra el proceso de colapsado realizado a un
tetraedro, el cual es equivalente topolégicamente a una esfera sélida.

AbL

Fig. 5. Colapsado de un tetraedro

En el ejemplo de la (Fig. 5), se percibe que ha quedado reducida a un punto. Este
resultado es alcanzado también, aplicando la teoria discreta de Morse, pero sucede, que el
colapsado no siempre finaliza con el minimo de celdas posibles (Fig. 6).

Va A SVANZg/AN

complejo original complejo colapsado

(@) (b)
Fig. 6. El complejo de la figura (b) no es posible seguir colapsdndolo, aunque, si se puede lograr una
mayor reduccién, determinando las celdas criticas usando la Teoria Discreta de Morse

Concluimos de este andlisis que la teoria discreta de Morse es una generalizacién del
proceso de colapsado.

1.1.3. Dimensién de un complejo de celdas

La dimensién de un complejo se refiere a la celda de mayor dimensién usada para construir
un objeto. Si un complejo de celdas proviene de una imagen binarizada, solo contendra como
maximo 2-celdas (tridngulos, cuadrados o discos), siendo la més usada el tridngulo (Fig. 4b).
Sobre un cuerpo sélido se pueden obtener dos complejos, en el caso que se usen celdas
solo en sus limites, estas serdn 2-celdas (Fig. 7), es el caso de una imagen 3D avoxelada
(Fig. 1), donde sus limites coinciden con los voxeles que han quedado después de haber
eliminado aquellos que por todas sus caras tengan vecinos, los cuerpos sélidos construidos
de esta manera, siempre contendréan cavidades, formadas por esta estrategia de creacion
del complejo. Si consideramos todo el volumen del cuerpo, se deberd usar celdas.

1.1.4. Simplicializacion y caracteristica de Euler-Poincaré

La caracteristica de Fuler-Poincaré es un invariante topolédgico y estda dado por:

x(x) = by — by + ba... (2)
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Fig. 7. Cuerpos triangulados por sus limites, posee cavidad en su interior

Donde, bg, b1, bo nimeros de Betti de los grupos de homologia. Estos niimeros de betti
coinciden para bg con las componentes conexas, b; a los agujeros, by a las cavidades de un
cuerpo o espacio topoldgico. El aporte mas importante se refiriere a la relacion existente
en la triangulacion de un cuerpo y su caracteristica de Euler-Poincaré:

x(x) =co—c1+ca... (3)

Donde, cg, 1, co cantidad de celdas por dimensién. Es muy importante tener en cuenta
que para un cuerpo solido, que no es una variedad [16], y se ha triangulado por sus limites,
la caracteristica de Euler-Poncaré dard resultados erréneos (Fig. 8), no siendo asi cuando

al cuerpo se le ha aplicado la topologia combinatorial usando como celdas de méaxima
dimension las equivalente a la dimension del cuerpo.

c(x) = vértices-aristas+caras 28 - 48 + 24 = 4=0. (a)

c(x) = vértices-aristas+caras-cubos 28 - 48+ 24-4=0=0. (b)

Fig. 8. Este cuerpo es equivalente a un toro sélido, donde x(X) = 0. En la ecuacién (a) el resultado es
equivocado, al usar solo hasta las 2-celdas para su simplicializacién, no siendo asi para el caso (b)

1.1.5. Desigualdades de Morse

Haciendo referencia al teorema 1.7 de [9]:

Teorema 1. (Teorema 1.7 [9]). Sea X un complejo de celdas con ¢, celdas por dimensién
y by los nimeros de Betti de los grupos de homologia, by = dim(Hy(X)).

(i) Desigualdades débiles de Morse

(&%) i bd (4)
(ii) Desigualdades fuertes de Morse

X(X):bo_b1+b2—...
X(X)=cy—c1+co— ...

bg—bl-l-bg—...jCO—Cl-I-CQ—...:X(A) (5)
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Morse, basado en las ecuaciones 1 y 2 concluye que existe un complejo simplicial con
pocas celdas homeotépicamente equivalente al original, siendo el minimo (6ptimo) igual a
los nimeros de Betti (ecuacién 6), lo siguiente seria una solucién éptima equivalente a un
cotejo maximo aciclico.

bo—b1+b2—...:CO—Cl+CQ—...:X<A) (6)

Donde, ¢y = by, c1 = b1, co = by

1.2. Teoria discreta Morse

Segun la seccién anterior, es posible obtener un complejo de celdas reducido, partiendo de
otro mayor, conservando su invarianza topoldgica. Una técnica muy eficiente para lograr
este complejo, es a partir de la Teoria Discreta de Morse [17,9]. R. Forman en [9,8,17]
describe técnicas para lograr dicho objetivo, plantedndolo de dos formas: definiendo una
funcién discreta de Morse sobre el complejo, que asocia a cada celda un valor, siendo elevado
para celdas de dimensién mayor, con a lo sumo una excepcién en su vecindad (Fig. 9).

(a) (b)
Fig. 9. (a) no es una funcién discreta de Morse y (b) si lo es [9]

La funcién discreta de Morse, definida de una forma més precisa [9] es:

f: X — R, donde X Complejo de celda, satisfaciendo para toda o € X

#ocreX|[#r=#o+1 f{r) < flo)} <1

#lodrTeX | #r=H#0—-1, f{r) < f(o)} < 1.

Definida la funcién que establece valores enteros sobre cada celda, cumpliendo los req-
uisitos anteriores, podemos encontrar celdas que cumplen:

#oCcre X\{o} [ #7=#0+1, f{r) < f(0)} <0

#{o DT e X \{o} | #7=7#0—1, f{r) < flo)} <0.
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Estas celdas son llamadas, celdas criticas, y el conjunto de todas ellas resulta el complejo
reducido y hometdpico al original. Para el ejemplo de la (Fig. 9b) las celdas 0 (punto) y
5 (arista) resultan ser criticas. Si aplicamos proceso de unir celdas obtenemos nuevamente
un circulo (seccién 2.1).

Encontrar el conjunto de valores que satisfagan las condiciones para una funcion discreta
resulta muy dificil [9], por lo que no es usada. La segunda técnica se basa en establecer un
campo de vectores de gradiente discreto sobre el complejo de celdas, esto no es méas que
realizar un cotejo (matching) de celdas, es decir, parear dos celdas incidentes, las cuales
estaran contenidas en un solo par, este campo de vectores no puede tener ciclos (Fig. 10b).
La (Fig. 10a) muestra un ejemplo de una de las celdas pareadas ( olpunto y Ud“arista).
La (Fig. 11) ilustra el campo de vectores del complejo de la (Fig. 9b).

S Xy

Fig. 10. (a) campo de vectores de gradiente discreto donde parean las celdas de la cola y la cabeza de la
flecha y aquellas celdas que no posean ni cabeza ni cola son criticas, (b) no es un campo de vectores de
gradiente discreto por poseer un ciclo

th

2
FEN

0

Fig. 11. Campo de vectores de gradiente discreto [9], celda 2(punto) pareado con la celda 1(arista) y la
celda 4(punto) con la celda 3(arista), quedando la celda 0(punto) y la celda 5(arista) como celdas criticas

Lyt

Fig.12. secuencia de celdas formando un ciclo, (b) camino de gradiente discreto (flechas en rojo)

Precisemos el concepto de ciclo en un complejo simplicial y ademas el de camino de
gradiente discreto. Un ciclo es una secuencia alternada de celdas en la cual la iltima celda
coincide con la primera (Fig. 12a).
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(p) (p)

(P) 5lp+D) .,Uﬁp),aﬁpﬂ),affil donde, oy’ = 0,7/

0g 50y -

El camino de gradiente discreto es una secuencia alternada de celdas donde la primera
celda no puede coincidir con la ultima (Fig. 12b).

O'(()p),d(()p+1), ...,Uﬁp),aﬁpﬂ),afszl donde, U(()p) =+ 07(,1321

Para esta técnica, el objetivo a seguir, es lograr un cotejo aciclico en un complejo de celdas,
tarea que asociada al trabajo con grafos resulta ser NP-Completo [13,14,18] y si deseamos
optimizar el resultado, es decir que la cantidad de celdas criticas sea la minima, igual a los
numeros de Betti, la solucién seria aun méas dificil, logrando para esto un cotejo aciclico
maximo.

2. Estrategias matematicas para reducir complejos de celdas usando la
teoria discreta de Morse

2.1. Grafo bipartido aciclico de un complejo de celdas (diagrama de Hasse)

Si para lograr un campo de vectores de gradiente discreto, necesitamos cotejar celdas en
ausencia de ciclos, convendria asociar el complejo de celdas a un grafo, el cual quedaria de
la siguiente manera Fig. 13) [9]:

2-cell (level 2)

€3 1-cell (level 1)

0-cell (level 0)
v Vyq ¥y Vs

Fig. 13. (a) Complejo de celdas correspondiente a una 2-celda, (b) grafo bipartido descendente por la
dimensién de las celdas, los nodos representan las celdas y las aristas la incidencia entre ellas

Dotar a este grafo de una orientacién, la cual no contenga ciclos, es lograr un campo
de vectores de gradiente discreto llamado diagrama de Hasse (Fig. 14).

t
2-cell (level 2)
e hez € 1-cell (level 1)
) 2l | 0-cell (level 0)
¥y Va V3

(@) (b)

Fig. 14. (a) Campo de vectores de gradiente discreto sobre una 2-celda; (b) diagrama de Hesse, las celdas
en los extremos de las flechas azules son las celdas pareadas.; la tinica celda no pareada es el vértice v3 ),
resultando ser una celda critica. Hablando en términos de grafos aciclicos dirigidos, serian los nodos
sumideros y los sifones las celdas criticas, v3 es un sumidero
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La orientacién de estos grafos bipartidos se realiza por capas, por ejemplo, podria
empezarse por la capa de las 0-celdas (puntos) con las 1-celdas (aristas) y realizar el pareo.
Las celdas que han quedado sin parear de la capa 1-celda se proceden a parear con la
capa de las 2-celda (tridngulos para la Fig. 13b), a esto es llamado capa de celdas reducida
[11,12,18] y asi seguidamente hasta la iltima dimensién. En la explicacién anterior, hemos
tomado como inicio para el pareo de celdas, las capas 0/1, es decir, 0-celdas/1-celdas, pero
bien podria haber sido, cualquiera otra combinacién de dos capas continuas (0/1, 1/2,
3/2..n-1/n 6..n-1/n, 3/2, 2/1, 1/0,...etc.). De aqui se desprende una heuristica para la
seleccién en el orden de procesado de las capas y ademads en las celdas a parear en cada
capa [18]. Este hecho trae problemas en los resultados, es decir, diferentes heuristicas,
hacen que se obtengan cambios relacionados con la optimizacién de los complejos de celdas
estandares [11,18], destacando que ninguna de ellas, logra un resultado generalizador para
un complejo de celdas arbitrario.

2.2. Arboles de decisién y teoria discreta de Morse

R. Forman en [9] asocia un arbol de decisién binario a un complejo simplicial como una
aplicacién al problema de busqueda. Un arbol de decisién de un complejo simplicial X
con un conjunto de vértices V, determina si un subconjunto de V estd en X, realizando
preguntas como ; Estd v; en o7. En mucho de los casos no es necesario realizar #V preguntas
para cumplir el objetivo. El interés es construir un arbol general que realice la menor
cantidad de preguntas, y con esto, obtienen un complejo simplicial reducido. Aquellos
complejos simpliciales en los cuales para un arbol de decision A y para cualquiera de
los subcomplejos, no sea necesario hacer #V preguntas, con excepciéon del vértice que
siempre quedard pareado al conjunto vacio (vértice 3, Fig. 9) son no-evasivos, y a su vez
colapsables y por tanto contraibles [8], quiere decir esto, que pueden ser reducidos a un
punto. En el caso contrario existiran celdas llamadas evasoras que no podran determinarse
con menos de #V preguntas; la cantidad de evasoras guardan una relacién con la homologia
H(X) del complejo de celdas; segin el teorema de las desigualdades de Morse, analizado
anteriormente. Tenemos que:

Para un complejo de celdas “X” y algin arbol de decisién “A”.

#evasoras > dimH (X)

Esta desigualdad es apropiada para un gran conjunto de arboles de decision, propor-
cional a la combinacién en el orden de los vértices que adoptemos en el arbol), que arriban a
diferentes cantidades de celdas evasoras, siendo equivalente a diferentes campos de vectores
de gradiente discreto, los cuales podran ser 6ptimos o no.

En la (Fig. 15) se muestra un ejemplo sencillo de un érbol binario, construido a partir
de un complejo simplicial proveniente de una 2-celda (tridngulo). Este conjunto de celdas
tiene la peculiaridad que todo posible subconjunto es una celdas perteneciente al conjunto
simplicial y es lo que permite ante la respuesta de un si, a la pregunta de ;Estd v; en o7
estar seguro que se encuentra en el complejo, y en esa rama del arbol no habrd evasoras
(celdas criticas).
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Fig. 15. Arbol de decisién para una 2-celda, las llaves encierran las celdas pareadas en el campo de
vectores de gradiente discreto, el vértice 3 a pareado con el conjunto nulo ¢ y esto lo hace una celda critica

g
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Fig. 16. Las lineas en gris sefialan el nodo del arbol o el nimero de la pregunta para la cual se concluye si
o pertenece o no al complejo, ambas lineas se ubican en un nimero menor a la cantidad de vértices del
complejo, por lo que en esas ramas no hay celdas criticas

La (Fig. 16) muestra en que posicién del arbol se concluye afirmando si o pertenece o
no al complejo de celdas.

2.3. Arboles de decision con criterios de ordenacion

La cantidad de arboles de decisién que se forman para un complejo de celdas es muy grande,
debido a que depende de las permutaciones que ocurren en un conjunto de vértices; solo
para 7 puntos se forman 5040, esto hace necesario encontrar algin criterio a tomar en
cuenta para ordenar las preguntas (vértices) en el drbol, este detalle fue tomado en cuenta
en el trabajo [13].

A partir de la probabilidad de realizar la pregunta ;Estd v; en o7, es decir, en funcién
de la frecuencia de ocurrencia de los vértices en el complejo simplicial se ha establecido un
orden para el drbol. En esta direccién el autor del trabajo [16] probaron que:



Reduccién de espacios topoldgicos “Teoria Discreta de Morse”: Estado del arte 13

Kx <) 6(T;0)X{v})  Kx=2""(2" — #X)#X (7)
veV
donde:
0(T;v) probabilidad de la pregunta ;Estd v; en o?.
X{v} = 2""(#A — 241ka (v)), transformada de Fourier.
# X, cantidad de celdas en el complejo simplicial.
n, cantidad de vértices.

La ecuacién (7) refleja que se necesita minimizar §(7',v), en busca de lograr menos
evasores y a su vez menos celdas criticas, cumpliéndose esto para aquellos vértice que
maximicen su transformada de Fourier, por tanto, en el drbol de decisiéon preguntaremos
primero por los vértice que tengan su transformada elevada.

Daremos algunos conceptos muy simples y seguidamente expondremos un ejemplo muy
sencillo, capaz de ser reproducido a mano. La eliminacién de un vértice en un complejo
simplicial X denotado por dl(x)(v) es:

dl(X)(U) = {J eX ‘ v §é U}
y las celdas incidentes relacionada con el conjunto dl(x)(v) denotado por Ik x)(v) es:
lkxy(v) = {o €dixy(v) | o U{v} € X}

La unién del conjunto de celdas dl(x)(v) y lk(x)(v) forman el complejo simplicial X.
Ilustraremos esto a través del ejemplo 1, usando un complejo de celdas formado por la 2-
celda (tridngulo). En tiempo de programacién no es necesario considerar el conjunto vacio
}.

Ejemplo 1: Como es fécil ver, #dl x)(v) + #lkx)(v) = #X = 7. Ahora podemos

11
_‘J

£1.2.3}.412.13,23}, {123

Vol

veértice  anstas  trnangulo

7g

{.
X={

S

1 2
1 [12] [13] [122] = complejo de celdas
feon(d) = [12] [13] [123] dlgnfi) = [2] [3] [23]

mencionar una relacién muy importante entre la transformada de Fourier para un vértice
en el conjunto simplicial y el #lk(x)(v) [13].

Resulta que el vértice con la transforma de Fourier elevada formara un conjunto minimo
de Ik X)(v) y esto es ttil para obtener la organizacion del arbol de decision. En el ejemplo
1 hemos tomado un vértice al azar para mostrar como se obtiene dl(x)(v) y lkx)(v),
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pero lo que debemos hacer, primeramente, es encontrar el vértice con mayor valor en su
transformada de Fourier, que es equivalente al vértice que tenga la menor frecuencia de
ocurrencia en las celdas del complejo, y por tanto, forma un conjunto minimo de Ik(x)(v).

Para el complejo de una 2-celda, como el del ejemplo 1, todos los vértices tienen la
misma frecuencia, por tanto podemos seguir desarrollando el ejemplo 1.

Lo que debemos hacer es repetir el mismo proceso a cada conjunto dl(x(v) y lk(x)(v),
que se va formando, hasta obtener conjuntos con un ntmero de celdas menor o igual a
2. Los conjuntos de 2 celdas forman los pares y las que han quedado sola son las criticas
(ejemplo 1.1).

Ejemplo 1.1: Finalmente han quedado los conjuntos menores o iguales a 2, formando

1 [123]=complejo de celdas

/ \

deppfl) =[1] [123] dlonfl) = [23]
degpt2) [12] [123] digp(2) = 1] [13] Teapt2) = 2] [23] dign(2) = [3

los pares: [12][123], [1][13] v [2][23] y la celda o vértice [3] a quedado sola, por lo que resulta
una celda critica. Con esto es facil construir el campo de vectores de gradiente discreto que
se muestra en la (Fig. 17).

1 2

Fig. 17. Campo de vectores de gradiente discreto, el punto rojo es la celda critica (vértice)

Esta idea también fue aplicada a los complejos de celdas de la libreria Hachimori en
[13] y los resultados no fueron alentadores, solo un 42 % lograron la optimizacién.

2.4. Cancelacién de celdas de criticas

En busca de lograr la minima cantidad de celdas criticas, R. Forman extiende el “Teorema
de Cancelacién”de J. Milnor, definido para funciones suaves para la teoria de Morse, a su
teoria discreta de Morse.

Después de obtener un campo de vectores de gradiente discreto, que bien puede ser
usando el diagrama de Hesse o los drboles de decisién y considerando ser no 6ptimo, es
decir, que pueden ser eliminadas mas celdas, se procede a la cancelacién de celdas criticas.
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Dos celdas criticas pueden ser eliminadas cuando existe un tinico camino de gradiente
discreto que las une, desde su o sus fronteras, esto es posible porque al invertir el sentido
de las flechas, ambas celdas criticas quedan paradas con sus celdas vecinas, (Fig. 18a). En
la (Fig. 18b) se muestra un ejemplo de dos celdas criticas unidas por més de un camino y
el resultado de invertir la orientacion del gradiente.

1-celda critica

SO

\ \ \
v | I
, \\\...-_.\\\...-_.\\\...-_
e ., ", ™, /
..‘\\‘-\ \\ ™, \\

-

O-celda critica

(a) (b)

Fig. 18. (a) Cancelacién de las celdas B(2-celdas) y a(1-celda) al invertir la orientacién de la flechas, (b)
ciclo creado al invertir la orientacién entre la O-celda y 1-celdas criticas en rojo, lo cual no responde a las
exigencias de un campo de vectores de gradiente discreto

R. Forman no comenta de la complejidad de solucién de estas tareas y tampoco queda
demostrado si el campo de vectores obtenido finalmente es el 6ptimo, es decir, si después
de aplicar dicho teorema, el complejo de celda no ha arribado a su minimo de celdas
u optimizacién. Esto ultimo es cierto y queda demostrado al usar el complejo simplicial
llamado “Non-extendably”de la biblioteca Hachinori [19], (Fig. 19) muestra el campo de
vectores de gradiente discreto no 6ptimo, hallado usando el algoritmo de [13], el cual
recomienda llegar a la optimizaciéon usando el teorema de cancelacién, pero para este
complejo no es posible.

1

Fig. 19. Campo de vectores de gradiente discreto con 3 celdas criticas en negro, O-celda (punto), 1-celda
(arista) y 2-celda (tridngulo), Este complejo de celdas ”Non-extendably” posee un minimo de celdas
criticas de una 0-celda critica (1,0,0) [18] y no puede ser reducido para el campo de vectores de gradiente
discreto obtenido, aplicando el teorema de cancelacién, debido a que aparecen ciclos
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Algunos autores han tomado esta idea y es el caso de [10], donde R. Forman comenta
en su trabajo [9] que es una buena aplicacién para determinar la homotopia de algunos
tipos de complejos simpliciales y el estudio de sus particiones.

2.5. Campo de vectores de gradiente discreto 6ptimos, obtenidos a fuerza bruta
(cotejo maximo aciclico)

Todo complejo simplicial asociado a un objeto, guarda una relacién entre sus celdas criticas
y sus invariantes, lo cual ya ha sido explicado en la seccién (1.1.5), esto hace afirmar
que sobre todo complejo simplicial puede construirse un campo de vectores de gradiente
discreto optimo, es decir, si emplazamos una computadora para que construya todos los
posibles arboles binarios de biisqueda (seccién 2.2) para dicho complejo de celdas, en algiin
momento obtendremos el éptimo. Los resultados alcanzados sobre la libreria Hachimori
a fuerza bruta se observan en [14]; es de destacar que la computadora, después de una
semana de trabajo no logré alcanzar el éptimo sobre algunos de estos complejos de celdas.
En estos casos es conocido el resultado esperado y la computadora se detiene ante este,
pero, cuando el complejo de celdas sea arbitrario, es decir, no se conoce sus invariantes,
no sabremos cuando parar, solo guardar el minimo durante un tiempo definido de trabajo
para la computadora, sin saber con seguridad, si corresponde al 6ptimo.

3. Bases de datos (complejos simpliciales)

Estos datos consisten en una variedad de complejos simpliciales, que permitan validar los
algoritmos para obtener un campo de vectores de gradiente discreto. Estos complejos se
obtienen de descomponer un objeto en piezas llamadas celdas (Fig. 2).

Con el objetivo de lograr un conjunto diverso de complejos de celdas, el autor de [19]
ha construido y reunido complejos de celdas, los cuales son usados en la mayoria de los
trabajos que tratan este tema [11,12,13,14], haciéndola una libreria estdndar.

Una de las formas de representacién (discreta) de objetos en las computadoras, es
precisamente usando las celdas de la (Fig. 2), por lo que es comun encontrar software que
contienen figuras almacenadas con un formato que contiene la relacién de incidencia de sus
celadas y otros datos de interés, dando la posibilidad de ser extraidos y poderse usar en
aumentar la validacién de los resultados, un caso de estos es visto en [20].

4. Revistas y eventos que publican sobre el tema
4.1. Revistas

- Advances in Mathematics.

- Topology.

- Discrete Mathematics.

- Electronic Notes in Discrete Mathematics.
- Computational Geometry.
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- European Journal of Combinatorics.

- Comptes Rendus Mathematique.

- Advances in Applied Mathematics.

- IEEE Trans. Vis. Comput. Graph.

- IEEE Computer Graphics and Applicaions.

- Transactions of the American Mathematical Society.
- The International Journal of Robotics Research.

- Journal of Combinatorial Theory.

4.2.

Eventos

- Seminaire Lotharingien de Combinatoire.
- Workshop on Combinatorial and Computational Aspects of Optimization, Topology and
Algebra.

- Combinatorica, 2000.
- Proceedings of the American Mathematical Society, 2006
- Experimental Mathematics, 2003.

- Comput. Geom., 2003.
- Geometriae Dedicata, 2008 - Springer
- Biometrika, 2007.
- Proceedings of the 2007 ACM symposium on Solid and physical.

5.

Grupos de investigacion que han tratado el tema

17

- Department of Mathematics Royal Institute of Technology S-100 44 Stockholm Sweden.
- Dept. of Mathematics, Louisiana State University, Baton, Rouge, LA 70803-4918, U.S.A.

- Department of Mathematics, MA 7-1 Technology University of Berlin, Germany.

- Dept. of Mathematics Rice University P. O. Box 1892 Houston, TX 77251.

- Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

6.

Taxonomia de los algoritmos

Teoria Discreta de Morse
Campo de vectores de gradiente discreto

y

Pareo aciclico de celdas en las
capas del diagrama de Hesse
(grafos bipartidos aciclicos)

Arboles binarios de
busqueda

I Morse-Fourier I I Otros criterios I

Estrategias computacionales
para lograr el cotejo maximo
aciclico a fuerza bruta
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Estos algoritmos intentan encontrar el campo de vectores de gradiente discreto 6ptimo,
pero ninguno de ellos logra el objetivo, al ser evaluados sobre los complejos simpliciales de
la librerfa Hachimori [19]. La diferencia entre los algoritmos radica en la cantidad de celdas
criticas, el nimero y variedad de complejos de celdas que alcanzan el éptimo.

Al campo de vectores de gradiente discreto resultante de aplicar uno de estos algoritmos
sobre un complejo de celdas arbitrario, se le puede realizar una cancelacién de celdas
criticas, aunque tampoco es una estrategia generalizadora, segin es explicado en la seccién
(2.4), esta idea es aplicada en [13].

7. Conclusiones

El algoritmo o criterio que proporcione una solucién éptima (nimero minimo de celdas
criticas por dimensién), coincidiendo esto con los invariantes topoldgicos o numeros de
betti, para un complejo simplicial arbitrario, es decir, independientemente de sus carac-
teristicas, aiin no se ha planteado. Lograr un campo de vectores de gradiente discreto 6pti-
mo, sigue siendo un problema NP-Completo. Aunque, todavia se pueden explorar nuevos
criterios en la construccién de los drboles de busquedas, para un complejo de celdas.
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